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1 はじめに

量子計算機は計算原理として量子力学を取り込んだ
新しい計算機である. 量子計算機のモデルとして,
Deutsch [4, 5] は量子チューリング機械と量子回路
を提案した. また, 量子回路は量子チューリング機
械と同じ計算能力をもつことが知られている [7].

本論文では補助ビットを用いた量子回路の並列
化に関する結果を示す. 従来研究として Moore と
Nilsson [6] は Controlled‐Not ゲートで構成される
任意の  n 入力量子回路について,  O(n^{2}) 補助ビッ
トを用いることで, 深さを  O(\log n) にできること
を示した, また,  t 個の8入力 Phase‐Shift ゲート
と Controlled‐Not ゲートで構成される任意の  n 入
力量子回路について,  O(stn+n^{2}) 補助ビットを使
用することで, 深さ  O(\log n+\log\iota) にできること
も示した.

本論文の結果として, Moore と Nilsson [6] の結
果を拡張し, 使用できる補助ビットの数が任意に固
定された場合, 上の二種類の量子回路について並
列化手法を示した. その特殊な場合として, Moore
と Nilsson [6] の結果で使用する補助ビットの数を
 1/\log n 倍にしても, 同じ深さに並列化できること
も示した.

2 諸定義

ンソル積を表す.  k 量子ビットの状態  |\psi\rangle は基底
 \{|X\rangle|X\in\{0,1\}^{k}\} の線形重合わせ

 | \psi\rangle=\sum_{kX\in\{0,1\}}\alpha X|x\rangle
と表現できる. ただし,   \sum_{X\in\{0,1\}}k|\alpha x|^{2}=1 で
ある. また,  \alpha_{X} は状態  |\psi\rangle における  |X\rangle の振幅
と呼ばれ,  \alpha x=|\alpha x|ei\beta x となる  \beta x は状態  |\psi\rangle
における  |X\rangle の位相と呼ばれる. そして, 任意の
 X\in\{0,1\}^{k} に対し,  k 量子ビットの状態が  |X\rangle で
あるとき, その  k 量子ビットが値  X であると解釈
する.

また, 量子力学の制約から, 量子ビットの任意の
状態推移は量子ビットの状態のユニタリ変換とな
り, また, 任意のユニタリ変換による量子ビットの
状態推移が可能であることが知られている [3]. こ

こで, ユニタリ変換とはユニタリ行列で定義される
変換である. また, 行列  \mathcal{U} がユニタリとは, その
共役転置行列   u\dagger がその逆行列  \mathcal{U}^{-1} となる. 任意
の正整数  k に対し,  2^{k}\cross 2^{k} ユニタリ行列で定義
される任意のユニタリ変換を  k ビット変換と呼ぶ.
以降,  k ビット変換をその変換を定義するユニタリ
行列で表す.

以下では, 本論文で用いる変換の定義を行う. ま
ず, ニビット変換

この節では, 量子回路に関する諸定義を行う (詳し
くは  [5, 7] を参照). 量子計算機では,

 -

ビットを
二状態の物理系を用いて表現し, それを量子ビット
と呼ぶ. 量子力学では, 二状態の物理系の状態は二
次元ヒルベルト空間のベク トルに対応する. ここ

で, 量子力学で用いられるケットベクトル表現  |\cdot\rangle
を用いて

 |0\rangle=(\begin{array}{l}
1
0
\end{array}) ,  |1\rangle=(\begin{array}{l}
0
1
\end{array})
とする. また, 任意の正整数  k と任意の  X=

 (x_{1}, x_{2,\ldots,k}X)\in\{0,1\}^{k} に対し,

 |X\rangle=|x_{1}\rangle\otimes|x_{2}\rangle\otimes\cdots\otimes|x_{k}\rangle

とすると, 集合  \{|X\rangle|X\in\{0,1\}^{k}\} は  2^{k} 次元
ヒルベルト空間の基底となる 1. ここで,  \otimes はテ
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1本論文では, 便宜のため,   X\in  \{0,1\}^{k} に対し,  X を
ベクトル  X=(X1, X2, \ldots, Xk) , および,  X を文字列  X=

 \mathcal{U}_{CN}=(\begin{array}{llll}
l   0   0   0
0   1   0   0
0   0   0   1
0   0   1   0
\end{array})
は Controlled‐Not と呼ばれ, 任意の二量子ビッ

トの状態  |\psi\rangle  = \sum_{(x_{1},x_{2})\{}\in 0,1\}^{2}\alpha(x_{、},x2)|x_{1},   x_{2}\rangle に
対し,

  \mathcal{U}_{CN}|\psi\rangle=\sum_{(x_{1},x_{2})\in\{0,1\}^{2}}\alpha_{(x},
x_{2})|1X_{1}x_{1},\oplus x_{2}\rangle (1)

となる. ここで, 第— ビットは制御ビットと呼ばれ,
第二ビットは目標ビットと呼ばれる.

また, 任意の正整数  k に対し, ある  k ビッ
ト変換  \mathcal{U} が Phase‐Shift 変換 (以下では, 略
して  PS 変換) であるとは,  2^{k} 個のある実数

 \gamma_{0^{k}},  \gamma_{01}k-1,  \ldots,  \gamma_{1}k が存在し,  \mathcal{U} が以下のように

 x_{1}x_{2k}\ldots X とする二つの表記法を用いている.
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定義されるときである.

 \mathcal{U}=(\begin{array}{llll}
e^{\check{\iota}\gamma_{0^{k}}}         0
   e^{i\gamma_{O^{k-}}1_{1}}      
      \ddots   
0         e^{i\gamma_{1^{k}}}
\end{array}) .

このとき, 任意の  k 量子ビットの状態  |\psi\rangle  =

  \sum_{x\in\{\}^{k}}0,1\alpha_{X}|x\rangle に対し,

  \mathcal{U}|\psi\rangle=\sum_{kX\in\{0,1\}}\alpha xe|i\gamma xx\rangle
となる.

次に, 量子回路を構成する素子である量子ゲート
と補助ビットの定義を行う. 任意の正整数  k に対
し,  k ビット量子ゲートとは,  k 量子ビットの入力
と出力をもち, ある  k ビット変換  \mathcal{U} が存在し, 入
力の状態  |\psi\rangle に対して状態  \mathcal{U}|\psi\rangle を出力の状態とす
る. このとき, この  k ビット量子ゲートは  k ビッ
ト変換  \mathcal{U} を実現するという. 本論文では, ニビッ
ト変換  \mathcal{U}_{CN} を実現するニビット量子ゲート,  CN

ゲート, とある  k ビット  PS 変換を実現する  k ビッ
ト量子ゲート,  k ビット  PS ゲート, を使用する.
また, 補助ビットとは, 量子ビットであり, その状
態は入力時と出力時とも  |0\rangle である 2. 補助ビット
の役割として, 量子ビットの状態の保存, 並列に配
置できる量子ゲートの数を増やすなどがある.

任意の正整数  n に対し,  n 入力—層の量子回路
とは  n 量子ビットの入力と出力をもち, 入力を共
有しない量子ゲートで構成され, 実現する  n ビッ
ト変換は各量子ゲートが実現する変換のテンソル積
となる. ここで, どの量子ゲートの入力でもない量
子ビットには  2\cross 2 単位行列で定義される変換  \mathcal{I} を
実現する一ビット量子ゲートが配置されていると考
える. そして,  n 入力量子回路とは,  n 入力 —層の
量子回路の系列であり, 実現する  n ビット変換は
 各-層の量子回路が実現する  n ビット変換の積と
なる. また, 本論文では, 量子回路の複雑さの尺度
として深さ (すなわち, 層の数) と補助ビット数を
考える.

本論文では次の二種類の量子回路を扱う.

 \bullet  CN ゲートで構成される量子回路, と

 \bullet 任意の正整数  s に対し,  s ビット  PS ゲート
と  CN ゲートで構成される量子回路.

この二種類の量子回路に対する補助ビットを用い
た並列化に関する従来研究として Moore と Nils‐
son [6] の結果がある.

命題1  CN ゲートで構成され,  n ビット変換  \mathcal{U}

を実現する  n 入力量子回路が与えられたとき,

2ここで, 補助ビットの入力時の状態が  |0\rangle と定義したが, 入
力時の状態を  |0\rangle または  |1\rangle と定義しても, 同様に計算が行な
える. また, 入力時の状態が既知でない補助ビットによる量子
回路の効率化が可能であることも知られている [2]

 O(n^{2}) 補助ビットを用いて変換  \mathcal{U} は深さ  O(\log n)
の  CN ゲートで構成される量子回路で実現できる.

命題2  t 個の  s ビット  PS ゲート  G_{1},  G_{2},  \ldots,  G_{t}
と  CN ゲートで構成され,  n ビット変換  \mathcal{U} を実現す
る  n 入力量子回路が与えられとき,  O(stn+n^{2}) 補
助ビットを用いて変換  \mathcal{U} は深さ  O(\log n+\log t) の
 t 個の  s ビット  PS ゲート  G_{1},  G_{2},  \ldots,  G_{t} と  CN

ゲートで構成される量子回路で実現できる.

本論文では, この二種類の量子回路のそれぞれに
ついて, 使用できる補助ビットの数が任意に固定さ
れた場合の並列化手法を示し, その特殊な場合とし
て, 各命題で用いる補助ビットの数を  1/\log n 倍に
しても同じ深さにできることも示す.

3  CN ゲートで構成される量子回路

この節では,  CN ゲートで構成される量子回路の
並列化に関する結果を示す. 結果を示す前に,  CN

ゲートで構成される量子回路の性質について考える.
まず,  CN ゲートで構成される量子回路が実現す

る変換について考える. 式 (1) から,  CN ゲートを
任意の状態に適用することは, ある量子ビット (す
なわち, 目標ビット) を別のある量子ビット (すなわ
ち, 制御ビット) との排他的論理和にすることであ
る.  \mathcal{U} を  CN ゲートで構成される  n 入力量子回路が
実現する任意の  n ビット変換とすると,  \mathcal{U} は次の条
件を満たす. 任意の  X=(X1, X2, \ldots, Xn)\in\{0,1\}^{n}
に対し, 集合に対する排他的論理和において線形独
立となる集合  S_{1},  S_{2},  \ldots,  S_{n}\subseteq\{1,2, ..\cdot. , n\} が存
在し,

 \mathcal{U}|X\rangle=|F_{\mathcal{U}}(X)\rangle

となる. ただし,

 F_{\mathcal{U}}(x)=( \bigoplus_{j\in S_{1}}x_{j},\bigoplus_{j\in s_{2}}X_{j},   \ldots,j\in\bigoplus_{s_{n}}x_{j})
である. また,  S_{1},  S_{2},  \ldots,  S_{n} が集合に対する排他的
論理和において線形独立となることを示す.  n 量子
ビットの任意の状態を —般性を失うことなく  |X\rangle
とすると,  X=F_{\mathcal{I}}(X) と表現でき, このとき
 S_{v}=\{v\}(1\leq v\leq n) となり, 集合に対する排
他的論理和において線形独立となる. ここで,  \mathcal{I}

は  2^{n}\cross 2^{n} 単位行列である. また, ある  v と  w

 (1\leq w\leq n) に対し, 第  v ビットを制御ビットと
し, 第  w ビットを目標ビットとする —つの  CN

ゲートで構成される  n 入力 —層の量子回路が実現
する変換を  \mathcal{U}' とする. そして, この—層の量子回
路の入力  n 量子ビットの状態を  |F_{\mathcal{U}}(X)\rangle とし, こ

のときの  S_{1},  \ldots,  S_{n} を集合に対する排他的論理和
において線形独立であるとすると, この—層の量
子回路の出力の状態は  |F_{\mathcal{U}'u}(X)\rangle となり, このと
き  S_{1},  S_{2},  \ldots,  S_{w}-1,  S_{w}\oplus s_{v},  s_{w}+1,  \ldots,  s_{n} となる.
これらは集合に対する排他的論理和において線形独
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立となる. ここで,  \oplus は集合に対する排他的論理
和を表す.

次に,  CN ゲートで構成される任意の量子回路
が実現する変換  \mathcal{U} の逆変換  \mathcal{U}^{\uparrow} を実現する量子回
路を考える.  CN ゲートが実現する変換  \mathcal{U}_{CN} は自
分自身の逆変換, すなわち,  \mathcal{U}_{CN}\mathcal{U}_{CN}=\mathcal{I} である
ことから, 与えられた量子回路の入力側を左, 出力
側を右とすると, 左右を反転させて得られた量子回
路は変換  \mathcal{U}\dagger を実現する. よって, 変換甜は与え
られた量子回路と同じ複雑さの  CN ゲートで構成
される量子回路で実現できる.

そして,  CN ゲートで構成される量子回路の
並列化で用いる変換を定義する. 任意の正整数  n

と  m に対し,  CN(n, m) を  (n+m) ビット変換
の集合とし,  (n+m) ビット変換  \mathcal{U} が次の条件
を満たすとき,  \mathcal{U}\in CN(n, m) とする. ある集
合  S_{1},  S_{2},  \ldots,  S_{m}\subseteq\{1,2, \ldots, n\} が存在し, 任
意の  X=(x_{1}, x_{2}, \ldots, Xn)\in\{0,1\}^{n} と  Y=

 (y1, y2, \ldots, ym)\in\{0,1\}^{m} に対し,

 \mathcal{U}|X,  Y\rangle=|X,   Y\oplus F_{\mathcal{U}}(X)\rangle

となる.

以下で, 変換  \mathcal{U}\in CN(n, m) を実現する量子回
路を示す. まず, 補助ビットが使用できない場合に
ついて, 以下の補題を示す.

補題3任意の正整数  n と  m に対し, 補助ビット
を使用しないで  (n+m) ビット変換  \mathcal{U}\in CN(n, m)
は深さ   \max\{n, m\} の  CN ゲートで構成される量
子回路で実現できる.

証明. 入力  n+m 量子ビットの状態を—般性を失
うことなく  |X,   Y\rangle とする. ただし,  X\in\{0,1\}^{n} ,
 Y\in\{0,1\}^{m} である. また,  \mathcal{U} を  |X,   Y\rangle に適用し
て得られる状態を

 \mathcal{U}|X,  Y\rangle=|X,  Y\oplus F_{\mathcal{U}}(X
.

 )\rangle

とする.
並列に   \min\{n, m\} 個の  CN ゲートが配置する

ことができるので, 深さ   \max\{n, m\} で  nm 個の
 CN ゲートが配置できる. ここで, 各  CN ゲート
は可換であり,  \mathcal{U}_{CN}\mathcal{U}_{CN}=I となるので,  nm 個
の異なる  CN ゲートが配置できる. この配置にお
いて, 任意の  v(1\leq v\leq m) と  w(1\leq w\leq n) に
対し,  w\in S_{v} となるときのみ, 第  w ビットを制
御ビットとし, 第  n+v ビットを目標ビットとする
 CN ゲートを配置する. すると, 第  n+v ビット
に  \oplus_{j\in S_{v}} 吻が計算される  \blacksquare

次に, 任意の正整数  P に対し,  (p-1)n 補助ビッ
トが使用できる場合について, 以下の補題を示す.

補題4任意の正整数  p,  n と  m に対し, ( p ‐
 1)n 補助ビットを用いて  (n+pm) ビット変換

 \mathcal{U}\in cN(n,P^{m}) は深さ   \max\{n, m\}+2\log p の
 CN ゲートで構成される量子回路で実現できる.

証明.  arrow 入力  n+pm 量子ビットの状態を — 般
性を失うことなく  |X,  Y_{1},  Y_{2},  \ldots,  Y\rangle p とする. ただ
し,  X\in\{0,1\}^{n},  Y_{1},  Y_{2},  \ldots,  Y_{p}\in\{0,1\}^{m} である.
任意の  \mathcal{U}\in CN(n,pm) に対して  \mathcal{V}_{1},  \mathcal{V}_{2},  \ldots,  \mathcal{V}_{p}\in
 CN(n, m) が存在し,

 \mathcal{U}|X,  Y_{1},  Y_{2},  \ldots,  Y\rangle p
 =|X,Y_{1}\oplus Fv_{1}(x),Y2\oplus F\mathcal{V}2(x),\ldots,   Y\oplus pFv_{p}(x)\rangle

を満たす.
まず,  (p-1)n 補助ビットを入力と見なし,

 |x,  o^{n},  \ldots,  o^{n},  Y_{1},  Y2,  \ldots,  Y\rangle p

とし,  P-1 個  |X\rangle のコピ一を深さ  \log p で補
助ビットに生成する. これは—量子ビットの状態

  \sum_{x\in\{0,1\}}|x\rangle に対し,  p-1 個  |x\rangle のコピーを深さ
 \log p で補助ビットに生成できるので,  |X\rangle の各量
子ビットの状態を  p-1 個コピーすることで実現で
きる. すると,

 |X,  X,  \ldots,  X,  Y_{1,2}Y,  \ldots,  Y\rangle p

となる. 元の  |X\rangle と合せて  P 個の  |X\rangle がある. 次
に, 並列に  |X\rangle の—つのコピーと  |Y_{j}\rangle  (1\leq j\leq p)
に対して巧を適用して得られる状態は

 |X,X,  \ldots,X,Y_{1}\oplus Fv1(X),Y2^{\oplus F}\mathcal{V}_{2}(x),\ldots,Y\oplus pFvp
(x)\backslash /

となる. ここで, 各  \mathcal{V}_{j} は補題3 より深さ高々
  \max\{n, m\} で実現できる.  |X\rangle のコピーの逆変換
を適用し, 深さ  \log p で  (p-1)n 補助ビットを  |0\rangle
に戻すと,

 |x,0^{n},  \ldots,0n_{Y1\oplus(},F\mathcal{V}_{1}X),Y2^{\oplus F(}\mathcal{V}_{2}x),
\ldots,Yp\oplus F\mathcal{V}(px)\rangle

となり,  \mathcal{U} を適用して得られる状態と同じになる.
 \blacksquare

また, 任意の正整数  q に対し,  (q-1)m 補助ビッ
トが使用できる場合について, 以下の補題を示す.

補題5任意の正整数  q,  n と  m に対し, (  q ‐
 1)m 補助ビットを用いて  (qn+m) ビット変換

 \mathcal{U}\in CN(qn, m) は深さ2   \max\{n, m\}+2\log q の
 CN ゲートで構成される量子回路で実現できる.

証明. 入力  qn+m 量子ビットの状態を—般性を
失うことなく  |X_{1},  X_{2},  \ldots,  x_{q},   Y\rangle とする. ただし,
 X_{1},  X_{2,\ldots q}, X\in\{0,1\}^{n},  Y\in\{0,1\}^{m} である. 任
意の  \mathcal{U}\in CN(qn, m) に対して  \mathcal{W}_{1},  \mathcal{W}_{2},  \ldots,  \mathcal{W}_{q}\in
 CN(n, m) が存在し,

 \ovalbox{\tt\small REJECT}(X_{1}, x2, \ldots, x_{q})
 =F_{\mathcal{W}_{、}}(X_{1})\oplus Fw_{2}(X_{2})\oplus\cdots\oplus Fwq(X_{q})

を満たす. まず,  (q-1)m 補助ビットを入力と見
なし,

 |X_{1},  X_{2},  \ldots,  X_{q},  Y,  0^{m},  \ldots,  o^{m}\rangle
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とし, 並列に各  \mathcal{W}_{k}(1\leq k\leq q) を実現する.  |X_{1}\rangle
と  |Y\rangle に対して  \mathcal{W}_{1} を適用し、  2\leq l\leq q に対し,

 |X_{l}\rangle と  m 個の補助ビットに  \mathcal{W}\iota を適用する. する
と, 得られる状態は

 |X_{1},X2,  \ldots,x_{q},Y\oplus F\mathcal{W}1(X1),Fw_{2}(x_{2}),\ldots,Fw_{q}(x_{q})
\rangle

となる. ここで, 各, 重 は補題 3 より深
さ高々   \max\{n, m\} で実現できる. 次に  |Y\oplus

  F_{\mathcal{W}_{1}}(X_{1})\rangle に  |F_{\mathcal{W}_{2}}(X_{2})\rangle,  \ldots,  |Fw_{q}(X_{q})\rangle を用いて

 |Y\oplus F_{\mathcal{U}}(x_{1}, \ldots, x_{q})\rangle を深さ  \log q で実現する.
最後に使用した  (q-1)m 補助ビットを深さ高々
  \max\{n, m\}+\log q で  |0\rangle に戻すと,

 |X_{1},  X_{2},  \ldots

,  X_{q},  Y\oplus F_{\mathcal{U}}(X_{1}, \ldots, X_{q}),  0m,  \ldots,   0^{m}\rangle

となり,  \mathcal{U} を適用して得られる状態と同じになる.
 \blacksquare

上の三つの補題から, 任意の正整数  r に対し,  r 補
助ビットが使用できる場合について, 以下の補題を
示す.

補題6任意の正整数  r,  n と  m に対し,  r 補助
ビットを用いて  (n+m) ビット変換  \mathcal{U}\in CN(n, m)
は深さ  O(nm/(r+1)+\log(r+1)) の  CN ゲート
で構成される量子回路で実現できる.

証明.  P=\lfloor r/2n\rfloor,   q=\lfloor r/2m\rfloor とし,  n=

 (q+1)n',  m=(p+1)m' とすると, 補題4より,
 pn 補助ビットを用いて  \mathcal{U} は深さ高々   \max\{n, m'\}+
 2\log(p+1) で実現できる. 補題4で用いる  p+1
個の巧  \in CN(n, m)\prime(1\leq i\leq p+1) に対し,
補題5より, 各巧は  qm' 補助ビットを用いて深
さ高々 2   \max\{n', m\}\prime+2\log(q+1) で実現できる.
よって,  pn+qm 補助ビットを用いて  \mathcal{U} は深さ

高々 2   \max\{n', m'\}+2\log(pで実現2q+1)きる=. O(nm/(r+1)+\log(r+1)) で実現できる.

そして,  CN ゲートで構成される任意の量子回
路に対し, 補助ビットが使用できない場合について,
以下の補題を示す.

補題7  CN ゲートで構成され,  n ビット変換  \mathcal{U} を
実現する  n 入力量子回路が与えられたとき, 補助
ビットを使用しないで変換  \mathcal{U} は深さ高々  3n+3 の
 CN ゲートで構成される量子回路で実現できる.

証明 .  \mathcal{U} の逆変換を実現する量子回路を構成
するを考える. 入力  n 量子ビットの状態を—般性
を失うことなく  |X\rangle  (X\in\{0,1\}^{n}) とし, 集合に
対する排他的論理和において線形独立となる集合
 S_{1},  S_{2},  \ldots, &ᶲ  \{1, 2, \ldots, n\} が存在し,

となる変換とする. ここで, ベクトル  X' はベク
トル  X の成分を置換したベクトルである.  \mathcal{U}' を

実現する  CN ゲートで構成される量子回路を示す.
まず, ある  v と  w(1\leq v, w\leq n) に対し, 各  v'

 (1\leq v'\leq n, v'\neq v) において  w\in S_{v} かつ  w\in S_{v'}
となるときは  S_{v'} を  S_{v} との集合に対する排他的論
理和にする. すなわち, 第  v ビットを制御ビット
とし, 第  v' ビットを目標ビットとする  CN ゲー
トを配置する. すると,  v に対してのみ  w\in S_{v} と
なり, 以降,  S_{v} を各  S_{v'} との集合に対する排他的
論理和にしたとしても, 必ず  w\in S_{v} となる. こ

こで,  S_{1},  \ldots,  S_{n} は常に集合に対する排他的論理
和において線形独立であることから,  S_{1},  \ldots,  S_{n} の
要素数は常に—以上である. この操作をすべての
 S_{1},  \ldots,  S_{n} に対して実行すると,  S_{1},  \ldots,  S_{n} の要
素数は一となる. つまり,  F_{\mathcal{U}}\prime u(x)=X' となる.
ここで, 任意の  S_{v} の操作において, 最悪の場合,
 n-1 回集合に対する排他的論理和を実行する. す
なわち,  n-1 個の  CN ゲートを配置する. この
とき, 二回集合に対する排他的論理和を実行する
と, 次の操作を開始することができる. よって, 各

 S_{1},  \ldots ,  S_{n} の操作で高々  n-1 個の  CN ゲートが
配置され, 各操作で最初に配置される  CN ゲート
と次の操作で最初に配置される  CN ゲートは深さ
が2ずれるので,  \mathcal{U}' は深さ高々  3n-3 で実現で
きる.

そして, 量子ビットの任意の置換は補助ビットを
使用しないで深さ高々 6の  CN ゲートで構成さ
れる量子回路で実現できることが示されている [6].
これを用いて  |X'\rangle を置換すると  |X\rangle となる. よっ
て,  \mathcal{U} の逆変換は補助ビットを使用しないで深さ
高々  3n+3 の  CN ゲートで構成される量子回路
で実現できる.  \blacksquare

最後に,  CN ゲートで構成される量子回路の並
列化に関する結果を示す. 任意の正整数に対し,
 r 補助ビットが使用できる場合について, 以下の定
理を示す.

定理8  CN ゲートで構成され,  n ビット変換  \mathcal{U} を
実現する  n 入力量子回路が与えられたとき, 任意
の正整数  r に対し,  r 補助ビット数を用いて変換

 \mathcal{U} は  r<n のとき深さ  O(n),  r\geq n のとき深さ
 O(n^{2}/r+\log r) の  CN ゲートで構成される量子回
路で実現できる.

証明. 与えられた量子回路の入力  n 量子ビット
の状態を—般性を失うことなく  |X\rangle  (X\in\{0,1\}^{n})
とする. また, 集合に対する排他的論理和において
線形独立となる集合  S_{1},  S_{2},  \ldots,  S_{n}\subseteq\{1,2, \ldots, n\}
が存在し,

 \mathcal{U}|X\rangle=|F_{\mathcal{U}}(X)\rangle

 \mathcal{U}|X\rangle=|F_{\mathcal{U}}(X)\rangle

となるとする. また,  n ビット変換  \mathcal{U}' を

 \mathcal{U}'\mathcal{U}|x\rangle=|X\prime\rangle

とする.  r<n のとき, 補題7より補助ビットを
使用しないで深さ  O(n) で実現できる.

 r\geq n のとき, 変換  \mathcal{V},  \mathcal{V}'\in CN(n, n) を

 \mathcal{V}|x,   Y\rangle  =  |X,  Y\oplus F_{\mathcal{U}()\rangle}X
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 \mathcal{V}'|Fu(X),   Y\rangle  =  |F_{\mathcal{U}}(X),   Y\oplus X\rangle

となるとする. ただし,   Y=(y1, y2, \ldots, yn)\in
 \{0,1\}^{n} である. まず,  n 補助ビットを入力と見な
し,  |X,   0^{n}\rangle とし,  \mathcal{V} を適用して得られる状態は
 |X,   F_{\mathcal{U}}(X)\rangle となる. 次に,  |X\rangle と  |F_{\mathcal{U}}(X)\rangle を深
さ3で置換する. これは二量子ビットの状態の置
換が三つの  CN ゲートで実現できるので,  |X\rangle と
 |F_{\mathcal{U}}(X)\rangle の各量子ビット毎の状態の置換で実現で
きる. すると,  |F_{\mathcal{U}}(X),   x\rangle となる. そして,  \mathcal{V}' を
適用して得られる状態は

 |F_{\mathcal{U}}(X),  x\oplus X\rangle=|F_{\mathcal{U}}(x),  o^{n}\rangle

となり,  \mathcal{U} を  |X\rangle へ適用して得られる状態と同じに
なる. 残りの補助ビットを  \mathcal{V} と  \mathcal{V}' の並列化のため
に使用すると,  \mathcal{V} と  \mathcal{V}' は補題6より  r-n 補助ビッ
トを用いて深さ  O(n^{2}/(r-n+1)+\log(r-n+1))
で実現できる. よって,  \mathcal{U} は深さ  O(n^{2}/r+\log r)-で実現できる.

定理8より, 以下の系が成り立つ.

系9  CN ゲートで構成され,  n ビット変換  \mathcal{U}

を実現する  n 入力量子回路が与えられたとき,
 O(n^{2}/\log n) 補助ビットを用いて変換  \mathcal{U} は深さ
 O(\log n) の  CN ゲートで構成される量子回路で
実現できる.

4 PS ゲートと  CN ゲート
で構成される量子回路

この節では,  PS ゲートと  CN ゲートで構成され
る量子回路の並列化に関する結果を示す.

まず, 任意の正整数  t と  s に対し,  t 個の8 ビッ
ト  PS ゲート  G_{1},  G_{2},  \ldots,  G_{t} と  CN ゲートで構成
される  n 入力量子回路が実現する変換について考
える. 与えられた量子回路を各  PS ゲートの前と
後へ分割することで与えられた量子回路が実現する
 n ビット変換は

 (1 \leq w\leq t) である.  st 補助ビットを用いて
変換  D_{t}\cdots D_{1} は  t 個の  s ビット  PS ゲート
 G_{1},  G_{2},  \ldots,  G_{t} と  CN ゲートで構成される深さ

 O(\log t) の量子回路で実現できる.

証明. 入力  n 量子ビットの状態を  |\psi\rangle  =

  \sum_{X\in\{\}^{n}}0,1\alpha x|X\rangle とし, 各  G_{w} の入力8量子ビッ
トの状態を   \sum_{X\in\{1\}}0,S\alpha_{X}|X\rangle としたとき,  G_{w} の
出力の状態が

  \sum_{X\in\{0,1\}^{S}}\alpha xe|i\delta_{\chi}x\rangle
となるとする. また, 各  D_{w} の  C_{w}\cdots C_{0} を  |\psi\rangle へ
適用して得られる状態を —般性を失うことなく

 X \in\{0,1\}\sum_{n}\alpha x|Z_{w}(x),   Z_{w}'(x)\rangle

とする. ここで,  |Z_{w}(X)\rangle(Z_{w}(X)\in\{0,1\}^{s}) は
 G_{w} の入力8量子ビットの状態であり,   Z_{w}'(X)\in
 \{0,1\}^{n}-S である. すると,  \prime p_{w} を適用して得られ
る状態は

 X \in\{0,1\}\sum_{n}\alpha xe(X)|i\delta_{Z_{w}}zw(x),   Z_{w}'(X)\rangle

となり,  (C_{w}\cdots C_{1})\dagger を適用して得られる状態は

  X \in\{0,1\}\sum_{n}\alpha xe^{i\delta}(x)|z_{w}x\rangle
となる. そして, 任意の  X\in\{0,1\}^{n},  Y_{w}\in\{0,1\}^{s} に
対し,  \mathcal{U}\in CN(n, st) を

 \mathcal{U}|X,  Y_{1},  \ldots,   Y_{t}\rangle
 =|X,Y_{1^{\oplus}1}z(X),Y_{22(}\oplus Zx),  \ldots,Yt\oplus zt(x)\rangle

となる変換とする.
まず,  st 補助ビットを入力と見なし,

 X \in\{0,1\}\sum_{n}\alpha_{X}|X,  0^{S},  \ldots,  o^{S}\rangle

 C_{t}P_{t}C_{t}-1\ldots P_{1}C_{0}

と表現できる. ただし,  C_{v}(0\leq v\leq t) は  CN ゲー
トで構成される量子回路が実現する  n ビット変換
であり,  P_{w}(1\leq w\leq t) は  PS ゲート  G_{w} で構成
される —層の量子回路が実現する  n ビット  PS 変
換である. さらに,

 C_{t}\cdots C_{0}D_{t}\cdots D1

と変形できる. ここで,  D_{w}=(C_{w}\cdots Co)\dagger p_{w} (  C_{D} . . G)
である. この  n ビット変換  D_{t}\cdots D_{1} について, 以
下の補題を示す.

補題10  t 個の  n ビット  PS 変換  D_{1},\ldots,D_{t} が与
えられたとき, ただし,  D_{w}=(c_{w}\cdots c_{0})^{\uparrow P}w(cv\ldots G))

とし,  \mathcal{U} を適用して得られる状態は

 X \in\{0,1\}\sum_{n}\alpha_{X}|x,  Z1(X),  \ldots,   z_{t}(x)\rangle

となる. 次に, 各  |Z_{w}(X)\rangle を  G_{w} へ入力し, その
出力の状態に  \mathcal{U}^{\uparrow} を適用して使用した補助ビットを
 |0\rangle に戻すと, 得られる状態は

 X \in\{0,1\}\sum_{n}\alpha xe^{i}(X)+\cdots+Zt(X))|(\delta_{z_{1}}\delta x,  os,  \ldots,   0^{s}\rangle

となり,  D_{t}\cdots D_{1} を  |\psi\rangle に適用して得られる状態
と同じになる.  \blacksquare

そして,  PS ゲートと  CN ゲートで構成される量
子回路について以下の定理を示す.
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定理11  t 個の  s ビット  PS ゲート  G_{1},  G_{2},  \ldots,  c_{t}
と  CN ゲートで構成され,  n ビット変換  \mathcal{U} を実現
する  n 入力量子回路が与えられとき, 任意の正整
数  r に対し,  r 補助ビットを用いて変換  \mathcal{U} は  r<n

のとき深さ  O(tn),  r\geq n のとき 深さ  O((stn+
 n^{2})/r+(st\log r)/k+\log r) の  t 個の  s ビット  PS

ゲート  G_{1},  G_{2},  \ldots,  G_{t} と  CN ゲートで構成される
量子回路で実現できる.

証明. 上で述べたように,  \mathcal{U} は

 \mathcal{U}=C_{t}P_{t}Ct-1\ldots P1C_{0}

と表現できる.
 r<n のとき, 各  C_{v}(0\leq v\leq t) の深さが  O(n)

より大きい場合, 補題7より,  C_{v} は補助ビットを使
用しないで深さ  O(n) で実現できる. よって,  r 補
助ビットを用いて深さ  O(tn) で実現できる.

さらに,  \mathcal{U} は

 \mathcal{U}=c_{t}\cdots c_{0}D_{t}\cdots D1

と変形できる.  r\geq n のとき,  D_{t}\cdots D_{1} につい
て,   k=\lceil r/2\rceil とすると, 補題10より  k 補助ビッ
トを用いて  \lfloor k/s\rfloor 個の  D_{w} が並列化できる. よっ
て, この操作を逐次的に  \lceil st/k\rceil 回繰り返すことで
 D_{t}\cdots D_{1} を実現できる. ここで, 残りの  r-k 補
助ビットを補題10で用いる  CN(n, k) の並列化に
使用すると, 補題6より深さ  O(kn/(r-k+1)+
 \log(r-k+1)) で実現できるので,  D_{t}\cdots D_{1} は
深さ  O(stn/r+(st\log r)/r) で実現できる また∼
 C_{t}\cdots C_{0} について, 定理8より深さ  O(n^{2}/r+\log r)
で実現できる. 以上より,  \mathcal{U} は  r 補助ビットを用
いて深さ  O((stn+n^{2})/r+(st\log r)/r+\log r) で
実現できる.  \blacksquare

ここで, 定理11で構成される量子回路に含まれて
いる  PS ゲートは与えられた量子回路に含まれて
いる  t 個の8 ビット  PS ゲート  G_{1},  \ldots,  G_{t} のみで
ある. また, 定理11より, 以下の系が成り立つ。

系12  t 個の  s ビット  PS ゲート  G_{1},  G_{2},  \ldots,  Gt
と  CN ゲートで構成され,  n ビット変換  \mathcal{U} を実現
する  n 入力量子回路が与えられとき,  O((Stn+
 n^{2})/\log n) 補助ビットを用いて変換  \mathcal{U} は深さ
 O(\log n+\log t) の  t 個の  s ビット PS 5‐``一ト

 G_{1},  G_{2},  \ldots,  G_{t} と  CN ゲートで構成される量子回
路で実現できる.

5 おわりに

本論文では,  CN ゲートで構成される  n 入力量子
回路と  t 個の  s ビット  PS ゲート  G_{1},  G_{2},  \ldots,  Gt
と  CN ゲートで構成される  n 入力量子回路につい
て, 使用できる補助ビットの数が任意に固定された
場合の並列化手法を示した. また, その特殊な場合
として, 使用する補助ビットの数が従来研究 [6] の

 1/\log n 倍にしても, 従来研究 [6] と同じ深さに並
列化できることも示した. また, Walsh‐Hadamard
ゲートと  CN ゲートで構成される量子回路につい
て, 補助ビットを用いた並列化手法が知られてい
る [1].

また, Barenco ら [2] は任意のユニタリ変換がす
べての  - ビット量子ゲートと  CN ゲートで構成さ
れる量子回路で実現できることを示した. 本論文で
扱っている  CN ゲートと  PS ゲートにあと Walsh‐
Hadamard ゲートを —般化した一ビット量子ゲー
トを加えると任意のユニタリ変換を実現する量子回

路が構成できる. 今後の課題として, この種類の量
子回路について並列化手法を示すことがある.
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