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概要: パターンとは, 定数記号と変数記号からなる文字列である. パターン上の決
定木は, 内部ノードのラベルがパターンであり, 葉のラベルが 0 または1のラベルを
もつ決定木である. 寺田他は, 各パターンに対して, co‐パターンという文字列を導
入し, その意味をパターン言語の補言語のある部分集合として定義した. そして, パ
ターン上の決定木の意味を定義し, 深さが高々  n である決定木で定義される言語の
族が正客から推論可能であることを論じた. 本稿では, 正の事例から深さが高々2の
ある特定の形をした正則パターン上の決定木を効率的に学習するアルゴリズムを構築
する.

事例からの正則パターン上の決定木の学習問題は, DNA 配列からのモチーフの発
見というゲノム情報科学の観点から PAC 学習の枠組みを用いて研究されてきた. 本
稿では, この問題を正当からの極限同定という枠組みで論じている.

1 はじめに

パターンとは, アルファベット  \Sigma に含まれる定

数記号と変数からなる文字列である. 例えば,  p=

axby,  q=axbx は  \{a, b\} 上のパターンである. パ
ターン  P の意味  L(p) は,  P に出現するすべての変
数に空でない文字列を代入して得られる  \Sigma 上の文

字列からなる言語である. 言語を生成するパターン

が存在するとき, その言語をパターン言語という.
各変数が高々1回しか出現しないパターンは正則パ

ターンと呼ばれる. パターン上の決定木  T は, 内
部ノードのラベルがパターンで, 葉のラベルが1ま

たは  0 の決定木である.  \Sigma 上の文字列  w が与えら
れると, パターンをラベルとするノードでは  w が

そのパターン言語に含まれるか否かに応じて左ま

たは右に分岐し, 根から葉へ至る. ただし,  w の
長さがノードのパターンの長さより小さいならば,
そこで停止する. 停止することなく, 根から葉に至
るとき, 葉のラベルが1ならば, 文字列  w は受理

され,  0 ならば受理されない. 決定木  T が定義す
る言語は,  T で受理される  \Sigma 上の文字列の集合で

ある. パターン  P に対して, co‐パターンと呼ばれ

る文字列  P^{c} を導入する.  P^{c} の意味  L(P^{C}) を  L(p)
には含まれず,  P の長さ以上の文字列の集合と定義
すると, 上記の決定木で定義される言語は, パター
ン言語や co‐‐パターン言語に対して, 高々有限回の

積 (共通部分) 演算や和演算を施して得られる言語
である.

パターン言語の族は, 正式から帰納推論可能な言

語族として  Angluin[2] によって導入された. 正例
からの帰納推論とは, 与えられた正の事例からそれ

らを説明する —般的な規則表現 (例えば, パター
ンやパターン上の決定木立) を推測する過程である.
本稿では,  Gold[4] の極限同定と呼ばれる推論の成
功基準による正例からの帰納推論の枠組みを採用

し, 上記のパターン上の決定木の正例からの帰納推
論を考える.

言語演算の観点から推論可能性を扱った研究に,
 Wright[11] による「有限の弾力性」 という概念があ
る. Wright は, 有限の弾力性をもつ言語族が正例
から推論可能であり, また, この性質が和演算に関

して閉じていることを示した. さらに, パター  \sqrt[\backslash ]{\equiv}-
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語族が有限の弾力性をもつこと, したがって, 高々
 n 個のパターン言語の和からなる言語族も有限の

弾力性をもち, 正答から推論可能であることを示し

た. Moriyama&Sato[6] は, 有限の弾力性が積演算
や連接演算等に関しても閉じていることを示した.

演算の閉包性に関するこれらの結果を用いると, も

し, パターン言語とそれらの補言語からなる言語族
が有限の弾力性をもつならば, 深さが高々  d のパ

ターン上の決定木で定義される言語の族は, 有限の

弾力性を有し, 正餐から推論可能となる.

寺田他 [10] は, 深さが高々  k であるパターン上
の決定木で定義される言語族が正例から推論可能で

あることを示した. また, 深さ1の正則パターン

上の決定木が式例から多項式時間で極限同定可能と

なる学習アルゴリズムを与えた. 本稿では, 深さが

高々2のある特定の形をした決定木を正例から効率

的に学習するアルゴリズムを与える.

パターン上の決定木は, DNA 配列からのモチ
 - フの発見のモデルとして, Arikawa et  a1.[3] や

 Miyano[5] 等で採用され, 計算学習のパラダイムの

1つである  \lceil_{PA}c 学習」の枠組みを用いて展開さ

れてきた. 本稿では, 正の事例から正則パターン上

の決定木を学習する問題を扱う.

2 パターン上の決定木が生成する
—z五

2.1 パターン言語

 \Sigma を少なくとも2個以上の文字を含むアルファ

ベットとし,  X を  \Sigma と互いに素な可算集合とする.

 \Sigma,  X の要素をそれぞれ定数 (記号), 変数 (記号) と
よぶ.

パターンとは,  \Sigma\cup X 上の空でない文字列であ

る. パターン  p の長さを  |p| で表し, パターン全体

の集合を  \mathcal{P} で表す. 代入とは, すべての定数をそ

れ自身に写すパターンからパターンへの準同型写像

のこととする. 代入  \theta によるパターン  P の像を   p\theta

で表す. 本稿では, 代入として, 非消去代入, すな

わち,  |x\theta|\geq 1(x\in X) を満たす代入  \theta に制限し

て考える. パターン  p,  q に対して,   p=q\theta となる

代入  \theta が存在するとき,  P は  q の例化 (  q は  P の
汎4y といい,  p\preceq q と表す. 明らかに,  p\preceq q な
らば,  |p|\geq|q| である.  p\preceq q かつ  q\preceq p となる

のは,  P と  q が変数名の付け替えで等しくなる場
合に限られる. 本稿では, このような2つのパター
ンを同—視することにする.  p\preceq q かつ  p\neq q の

とき,  P\sim\prec q と記す. パターン  P が生成する言語

 L(p) を,

 L(p)=\{w\in\Sigma^{+}|\exists\theta_{S.t}. w=p\theta\}

と定義する. 例えば,  \Sigma=\{a, b\} とするとき,  p=

axby  (x, y\in X) はパターンであり,  p が生成する
言語は,

 L(p)= {aaba, aabb, abba, abbb, aaaba,  \cdots }

である. 言語  L を生成するパターンが存在すると

き,  L はパターン言語と呼ばれる. 定義から, 任
意の文字列  w\in\Sigma^{+} に対して,  w\in L(p) ならば,

 |p|\leq|w| となることがわかる. すなわち,   L(p)\subseteq
 \Sigma^{\geq|p|} であり, また,  L(p) の最短の文字列の長さ

は,  |p| である. パターン言語の所属問題は, 計算
可能であるが NP 完全であることが示されている

 (Angluin[1]) . また,  P\preceq q ならば,  L(p)\subseteq L(q)
であることが容易にわかる. しかし, その逆は—般

には成り立たない  (Angluin[1]) . パターン言語の族

を  P\mathcal{L}=\{L(p)|p\in \mathcal{P}\} で表すことにする.

22 パターン上の決定木

パターン上の決定木とは, 葉の各ノードが  0 ま

たは1の, 葉ではない各ノードがパターンのラベ

ルをもつ決定木である. 深さが高々  n\in N であ

るパターン上の決定木の全体を  \mathcal{T}\mathcal{P}_{n} で表し, 高々
 n\in N 個のパターンを含む決定木の全体を  \mathcal{T}\mathcal{P}^{n}

で表す. 与えられた文字列  w\in\Sigma^{*} に対して, パ

ターン  P をラベルとしてもつノードでは,  w がそ

のパターン言語  L(p) に属するか否かがテストされ,

その結果 (yes または no) により左または右に分岐
していく. ただし,  w の長さがパターン  P の長さ

より小さいならば, 分岐せずそこで停止すると仮定

する. このテストと分岐は, 根と呼ばれるトップの

ノードで始まり, 葉と呼ばれる末端のノードにたど

りつくまで行われる. パターン上の決定木  T に対

して, 途中で停止することなく, 1のラベルをもつ
葉のノードに至る文字列の集合を決定木  T によっ

て定義される言語といい,  L(T) で表す. 図1の決

定木  T は, 3個のパターンをラベルとしてもつ深
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さ2の決定木である. そして,  T によって定義さ

れる言語は,

 L(T)=(L(xaby)\cap L(axbby^{C}))
 \cup(L(Xaby^{c})\cap L(xayb))

である. ただし, パターン  P に対して,  P^{c} を  P の

co‐‐パターンと呼び, その意味を

 L(p^{c})=\{w\in L(p)^{c}||w|\geq|p|\}

と定義する. 特に,  P が変数だけからなるパターン

のときは,  \chi|p| 或いは単に  \chi とかき,  \chi^{c} を  \phi と
かく.

図1: パターン上の決定木の例

この例でわかるように, パターン  P1,P2,  \cdots,pn

をラベルにもつノードを経由して, 途中で停止する

ことなく1のラベルをもつ葉のノードで受理される

言語は,  L(p_{i}) または  L(p_{i}^{c}) の  i についての共通部

分であり,  n は決定木の深さを越えない. そして,

 L(T) は, そのような言語の集合和である.

言語族  \mathcal{T}\mathcal{P}L_{n}=\{L(T)|T\in \mathcal{T}\mathcal{P}_{n}\},  \mathcal{T}P\mathcal{L}^{n}=

 \{L(T)|T\in \mathcal{T}\mathcal{P}^{n}\} とする.

2.3 正則パターン上の決定木と言語の包

含問題

正則パターンとは, 各変数が高々1回しか現れな

いパターンをいう. 例えば, axby は正則であるが,
axbx は変数  x が2回出現するので正則ではない.

正則パターンで定義される言語は正則パターン言語

と呼ばれる. 正則パターンの全体および正則パター

ン言語の全体をそれぞれ,  \mathcal{R}\mathcal{P} および  \mathcal{R}\mathcal{P}\mathcal{L} で表

すことにする.

正則パターンの co‐‐パターンからなる族を  co-\mathcal{R}\mathcal{P}

とし,  J\mathcal{R}\mathcal{P}=\mathcal{R}P\cup co-R\mathcal{P} とする.

正則パタ  -\backslash \nearrow 上の決定木で定義される言語につい

て考察する. 以下, 正則パターンを単に, パターン

とかく.

パターン上の決定木  T の根のラベルがパターン

 P で,  P の左, 右部分木がそれぞれ  T_{1},  T_{2} であると

き,  T=(p, T_{1} ; p^{C},T2) とかく. ただし, 図2左の

ような部分木をパターン  q そのもので表わし, 図

2右のような部分木を  CO‐パターン  q^{c} で表わすこ

とにする.

図2: 高さ1のパターン上の決定木

このとき,

 L(T)=(L(p)\cap L(T_{1}))\cup(L(p^{c})\cap L(T_{2}))

と表すことができる. また,  \iota_{\tau} を言語  L(T) に含

まれる文字列の最短の長さとする.

補題21  T=(p, T_{1} ; p^{c}, T2) とする.

(i)  |p|\leq i_{T} .

(ii)  |p|<\iota_{\tau} ならば,  L(T)=L(T') かつ,  |p'|=l_{T}
となる  T'=(p', \tau_{1}' ; p2)\prime_{C}, \tau' が存在する.

上記の結果から, 言語  L(T) を生成する  T のノー

ドのラベルはすべて長さが毎以上のパターンとし

てよい. また, 長さ  \iota_{\tau} の文字列を受理するので,

根からラベルが1である葉に至る path の中には,
長さが丁度  \iota_{\tau} であるパターンからなる path が存
在しなければならない. このような  T を標準形と

いう. すなわち,  T の任意の部分木  T' の根  P の長

さは,  l_{T'} である.

補題22  T,  T' を標準形の決定木とするとき, 次の

関係が成立する:

 L(T)\subseteq L(T\prime)

 \Leftrightarrow L(q)\cap L(T)\subseteq L(T_{1}'),  L(q^{c})\cap L(T)\subseteq L(T_{2}') .

ただし,  T'=(q, T_{1}'; q^{C},\tau\prime)2 とする.
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上記の結果から, 深さ  k,  k' の決定木  T,  T' に対

する意味的包含問題  L(T)\subseteq L(T') は, 深さが高々
 k+1 と  k'-1 の決定木で生成される高々2つの包

含問題に帰着する. 特に, 次の補題が成立する.

補題2.3  \tau_{1},\tau_{2} をパターンまたは co‐パターンとす

るとき, 次の関係が成立する:

補題2.5 (Sato et  a1.[8],  Mukouchi[7] )  \#\Sigma  \geq

 2k-1 とする.

 S_{1}(p)\subseteq L(q_{1})\cup\cdots\cup L(q_{k})

 \Leftrightarrow L(p)\subseteq L(q1)\cup\cdots\cup L(q_{k})
 \Leftrightarrow\exists i(1\leq i\leq k)s.t .  p\preceq q_{i}

だだし,  S_{1}(p)=\{w\in L(p)||w|=|p|\} とする.

 L(T)\subseteq L(T\prime)

 \Leftrightarrow L(q)\cap L(T)\subseteq L(\tau_{1}),  L(q^{c})\cap L(T)\subseteq L(\tau_{2}) .

ただし,  T'=(q, \tau_{1} ; q^{C}, \mathcal{T}_{2}) とする.

従って, 意味的包含関係  L(T)\subseteq L(T') を調べる

ためには, 基本的な包含関係   L(\pi_{1})\cap L(\pi_{2})\cap\cdots\cap
 L(\pi_{n})\subseteq L(\tau)(\pi_{i},  \tau はパターンまたは co‐パター

ン) か否かを調べればよい. 例えば, 図1の決定木  T

に対して,  L(T)\subseteq(L(q)nL(S_{1}))\cup(L(q^{C})\cap L(s^{C})2)
(ただし,  q,  s_{1},  S_{2}\in \mathcal{R}\mathcal{P} ) とすると, この包含問題
は, 次の連立の基本包含問題に帰着する:

 L(q)\cap L(xaby)\cap L(axbby^{c})\subseteq L(s_{1}) ,

 L(q)\cap L(xaby^{c})\cap L(xayb)\subseteq L(s_{1}) ,

 L(q^{c})\cap L(xaby)\cap L(aXbby^{c})\subseteq L(S_{2}^{C}) ,

 L(q^{c})\cap L(xaby^{c})\cap L(xayb)\subseteq L(s_{2}^{c}) .

パターンの有限集合  P,  Q に対して, 次の順序関
係を導入する:

 P\subseteq Q\Leftrightarrow\forall p\in P,  \exists q\in Qs.t .  p\preceq q .

定理2.4  \#\Sigma\geq 2k-1,  q_{i}\neq\chi(i=1, \cdots, k) とする.

(i)   \bigcap_{i=}^{m_{1}}L(p_{i})nnj=1L(q^{C}j)k\subseteq L(q)
  \Leftrightarrow\bigcap_{i=1}^{m}L(p_{i})\subseteq L(q)\cup\bigcup_{j=}^{k}
1(Lq_{j})
 \Leftrightarrow mi(\{p_{1}, \cdots,Pm\})\subseteq\{q, q_{1}, \cdots, q_{k}\}

(ii)   \bigcap_{i=}^{m_{1}}L(p_{i})n\bigcap_{jj}^{k}=1L(q)c\subseteq L(q^{c})
  \Leftrightarrow L(q)n\cap i=1Lm(pi)\subseteq\bigcup_{j1}^{k}=L(q_{j})
 \Leftrightarrow mi(\{q,p_{1,Pm}\ldots,\})\subseteq\{q_{1q_{k}\}}, \cdots

,

ただし, パターン集合  P に対して,  mi(P) は  P の
極大例化からなる集合とする.

特に, 決定木  T,  T' の深さが高々  n ならば,   k\leq
 2n-1 に制限される.

この定理は, 基本的な意味的包含を構文的な包含

に帰着する定理であるが, 包含に関する次の Com‐

pactness 定理を用いて証明することができる.

定理24を上記の例に適用すると, 次の4つの関

係が得られる :

 mi (  \{q_{1} , xaby})  \subseteq {axbby,  q_{2} },
 mi (  \{q_{1} , xayb})  \subseteq {xaby,  q_{2} },
 mi(\{xaby, q_{3}\})\subseteq {axbby,  q_{1} },
 mi(\{xayb, q_{3}\})\subseteq {xaby,  q_{1} }.

また, 定理24を用いると, 深さ2の決定木の言

語の包含に関する次の結果が得られる.

補題26  \#\Sigma\geq 5 とし,  T=(q,\tau_{1} ; q^{c}, s_{2}),  T'=

 (p, \pi_{1};p^{C}, \pi_{2}) を標準形の決定木で,  n=\iota_{\tau}=l_{T'}

かつ,  p,  \pi_{2},  q,  s2\neq\chi,  \phi を満たすものとする.

 L(T')\subseteq L(T) ならば,  \pi_{2}\in \mathcal{R}\mathcal{P} である.

3 パタ一.`´上の決定木の帰納推論

3.1 言語の帰納推論

文字列の無限列  w_{1},  w_{2},  \cdots が言語  L の正提示で

あるとは,  \{w_{n}|n\geq 1\}=L が成り立つことであ

る. 文字列の無限列  \sigma=w_{1},  w_{2},  \cdots の  n 番目まで

の初期部分列を  \sigma[n] で表す.

言語族  \mathcal{L}=L_{1},  L_{2},  \cdots が帰納的言語の添字付き

族 (indexed family of recursive languages) である
とは, 次のような計算可能関数  f :  N\cross\Sigma^{*}arrow\{0,1\}
が存在することをいう:  f(i, w)=1 , if  w\in L_{i;}0 , if
 w\not\in L_{i} . ここでの添字  i は言語を定義するオートマ

トンや形式文法等を意味すると考えられるが, 本稿
ではパターンやパターン上の決定木等を意味する.

推論機械  M とは, 次々に入力を要求し, 次々に

出力を生成する実行的な手続きのことであり,  M

が生成する出力を推測と呼ぶ. 文字列の無限列  \sigma

に対して, その有限列  \sigma[n] が入力された後,  M が
生成する推測を  M(\sigma[n]) で表す. 推論機械  M が

入力の列  \sigma に対して, 添字  g\in N に収束すると

は, ある  m\in N が存在し, 任意の  n\geq m に対し
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て,  M(\sigma[n])=g となることをいう. 推論機械  M

が言語  L を正室から極限同定 (identification in the
limit) する (または, 単に推論する) とは,  L の任
意の正提示に対して,  M が  L_{i}=L となる添字  i

に収束することをいう. また, 任意の言語  L\in \mathcal{L}

を正例から極限同定する推論機械  M が存在すると

き, 言語族  \mathcal{L} は正例から推論可能であるという.
推論機械  M が言語心  \mathcal{L} を正直から推論し, 各

入力を受け取ってから推測を出力するまでに必要な

時間がそれまでの入力の長さの和のある多項式で押

えられる時, その推論機械  M は言語族  L を正例

から多項式時間 (の更新) で推論するという. また,
言語族  \mathcal{L} を正例から多項式時間 (の更新) で推論す
る推論機械が存在する時, その言語族は, 正例から

多項式時間 (の更新) で推論可能であるという.
正儀からの決定木の帰納推論に関しては, 次の結

果が得られている.

定理31(寺田他 [10]) 任意の  n\in N に対して,
言語族  \mathcal{T}\mathcal{P}\mathcal{L}_{n},  \tau \mathcal{P}\mathcal{L}^{n},\mathcal{T}\mathcal{R}\mathcal{P}\mathcal{L}
_{n},  \tau \mathcal{R}\mathcal{P}\mathcal{L}^{n} はいずれ

も正例から推論可能である.

3.2 効率的な帰納推論

上記で述べたように,  \mathcal{T}\mathcal{R}\mathcal{P}\mathcal{L}_{n} 等の言語族は, 有

限の弾力性 [11] という集合論的性質を有する. パ
ターン上の決定木の族  \mathcal{T} に対して, 族が定義する

言語族が有限の弾力性を有するならば, 次の学習ア

ルゴリズムは, 目標決定木  T\in \mathcal{T} を正例から極限
同定することが知られている.

Algorithm IA
入力: 文字列の無限列  w_{1},  w_{2},

 \cdots ;
出力: パターン上の決定木の無限列  T_{1},  T_{2},  \cdots ;
begin

 s:=\phi).  To:=(\emptyset, x;x, \phi) ;  n:=1 ;

repeat
read the next datum  w_{n} ;  S:=S\cup\{w_{n}\} ;
if  w_{n}\not\in L(T_{n-1}) then  T_{n}:=MINL_{\mathcal{T}}(S)
else  T_{n}:=T_{n-1} ;
output  T_{n} ;  n:=n+1

forever

end.

上のアルゴリズムに使われる手続き  MINL_{\mathcal{T}}(s)
はサンプル  S を含む極小言語を定義する決定木

 T\in \mathcal{T} の1つを計算する手続きである. すなわち,

 T=MINL\tau(S) ならば,  S\subseteq L(T')\subseteq L(T) を満

たす決定木  T'\in \mathcal{T} は存在しない. 有限の弾力性

は, 与えられたサンプル  S に対して,  S の極小言
語が高々有限個であることを保証する.

このアルゴリズムから, (i) 所属問題  w\in L(T)

および, (ii) 手続き MINL の計算が共に多項式時
間で計算可能ならば, 決定木の族  \mathcal{T} は正例から多

項式時間で推論可能となる. 正則言語の所属問題に
関しては, 既に多項式時間で計算可能であることが

示されている [9]. その結果を用いると, 次の結果
が直ちに得られる.

補題32言語族  \mathcal{T}\mathcal{R}\mathcal{P}\mathcal{L}_{n},  \tau \mathcal{R}\mathcal{P}\mathcal{L}^{n} における所属

問題は, 多項式時間で計算可能である.

手続き MINL に関しては, 次の結果が得られて
いる.

補題33  (Shinohara[9]) 正則パターン言語族

RP乙 において, 集合  S\subseteq\Sigma^{+} の極小言語を生

成する長さ  n の正則パターンを  O(l_{\max}^{2}m) の時間

で計算する手続き  MINL_{\mathcal{R}\mathcal{P}} が存在する. ただし,

 l_{\max}= \max\{|w||w\in S\},  n= \min\{|w||w\in S\} ,

 m=\# S とする.

補題34(寺田他 [10]) co‐正則パターン言語族
 co- \mathcal{R}\mathcal{P}\mathcal{L} において, 集合  S\subseteq\Sigma^{+} の極小言語を生

成する長さ  n の  co-‐正則パターンを  O(l_{\max}^{2}m) の

時間で計算する手続き  CO- MINL- C\circ \mathcal{R}p が存在する.

ただし,   Z_{\max}=\max\{|w||w\in S\},  n= \min\{|w||

 w\in S\},  m=\# s とする.

上記の結果を用いて, 論文 [10] では, 深さが高々
1である決定木を効率的に学習するアルゴリズムを

与え, 次の結果を示した.

定理35(寺田他 [10])  \#\Sigma\geq 3 とする. 深さが1
である正則パターン上の決定木の言語族  \mathcal{T}\mathcal{R}\mathcal{P}\mathcal{L}_{1}

は, 正例から多項式時間の更新で推論可能である.

4 深さ2の決定木の学習アルゴリ

ズム

本節では, 深さが高々2である決定木で生成され

る言語の正の事例から目標決定木を効率的に学習す

るアルゴリズムを与える. ただし, 本稿では, 次の

型をもつ決定木に制限する (図3):

 T=(q, x;q^{C}, T),  L(T)=L(q)\cup(L(q)C\cap L(_{\mathcal{T})})
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深さが1の決定木は,   q=\phi または,   q=\chi の特別
の場合である.
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図3: 高さ2の決定木

次の手続き TMINL は, 空でない文字列の有限集

合  S\subseteq\Sigma^{+} に対して, 上記の制限された決定木の

中で  S の極小言語を生成する決定木を計算する.

Procedure TMINL  (S)
begin

let  n be the length of the shortest strings in  S ;
if  \Sigma^{n}\not\in S then begin

to  :=MINL(S) ;  q0:=co- MINL(S) ;
if there is a pair of patterns  (t_{1}, t_{2})s.t .

 t_{1}\preceq t_{0},  t_{2}\sim^{t_{0}}\prec,  t_{1}=MINL(S-L(t2))
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このアルゴリズムに関して, 次の定理が示される.

定理41手続き TMINL の出力  T が生成する言語

 L(T) は,  S の極小言語である.

定理42深さが高々2であるパターン上の決定木

で生成される言語族は, 正例から多項式時間推論可
能である.
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