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1 はじめに

” 次元直方体における int.el\cdot,sect,io\iota) graph は: その
応用上の興味から古くから研究されている  [1_{:}\overline{l}] . 特
に2または3次元においての独立点集合問題に関す

る研究は盛んで  [2. 3. 4_{:}5\prime.8_{:}10] . VLSI チップや生
物学上への応用が良く知られている (例えば, [5] 933
節). 2次元直方体における int,  el,\sec\dagger i_{011}g_{1}\cdot a_{1^{)}}1_{1} の最
大独立点集合問題に対し. 何も制限がつかない場合は

NP 困難で  o(-\uparrow 1og1) 近似可能, 弱非包含 (詳しくは定
義を参照) の制限がつくと定数近似可能. サイズが全
て等しいという制限の下では. PTAS を持つことが知
られている. 弱非包含の制限の下で, PTAS を持つか

否かはまだ知られていない. 我々の研究の目的は, 2
次元で高温包含の制限の下で. PTAS を持つか否かの

判定である. 今回: 3次元において弱非包含の制限の
下でも PTAS を持たないことを示した.

2 諸定義

本稿では, 自己ループと多重辺を含まない. 無向で
連結なグラフのみを扱う. グラフ  G' に対して. その

頂点集合を  \iota^{\ovalbox{\tt\small REJECT}^{r}}(\zeta'\tau) で. 辺集合を  E(G) で表す. グラ
フ  C_{7}' に対して. ある頂点集合  I\subseteq l^{\gamma}(G) が  \forall\uparrow l,  ?'\in

 I について  \dagger t1,  ,- }  \not\in  E(G) を満たすとき,  I を  G'

の独立点集合と呼ぶ.  G の最大の独立点集合を,

最大独立点集合と呼び,  n(G) で表す.
 \mathcal{F}=\dagger  s_{1},  \ldots,  S_{A}.\} を, ある集合  S の空でない部分

集合の族とする. ここでは. 集合  S を局st. 部分集合
 S_{1}. を  \underline{ol|jc_{J}\prime(.\cdot t.} という.  \langle  \mathcal{F},  S) を人愚と呼び. 文脈から
明らかな場合は  11\circ` sf.  S を省略し単に  \mathcal{F} と略記する.

 f'(C\tau')=\mathcal{F} かっ. 任意の  S_{i},  S_{j}(i\neq j) . {Si,  S_{j} }  \in

 E(G) iff   S_{\dot{1}}\cap S_{j}\neq\emptyset を満たすとき. グラフ  G を
 (\mathcal{F}, S) により表現される  \dot{\uparrow.}\eta.t.(J.rs(_{-}^{\backslash }.ct.i_{07\iota},  .q^{\gamma}(\iota l^{)}\prime_{\iota}\cdot と呼び,
 G(\mathcal{F}, S) または単に  C_{7}'(\mathcal{F}) と表す.

特に本稿では.  .\Re }} 上の  n 次元直方体 (主に  t1=3 )

の intersection gral市を扱う.  R=\{(.1^{\cdot}1, \ldots..\iota\cdot,t)|

 0_{i}\leq.\tau_{i}\leq l)i、n_{i,i}|)\in.\Re(1\leq i\leq 7\dagger)\} を  7l 次元直方体
と呼ぶ. {  R|R は,, 次元直方体} を  P_{l1} で表す.  \Gamma_{t} は

 P_{l}, のある有限部分集合とする.  R\in\Gamma_{t} から: ある座
標軸  l への射影を  I_{(}(R) で表す. 任意の瓦,   R_{j}(i\neq
 j)\in \mathcal{R} と任意の座標軸  l に対し,  I_{(}\cdot(R_{i})\not\subset I_{e}(R_{1}.\cdot) と
なるとき.  \mathcal{P}_{1} を弱非包含と呼ぶ.

 3D\backslash 1^{\gamma} NP‐MIS とは.  G(\mathcal{R}) の独立点集合に関する
最適化問題のことで. ここで  r_{\tau_{-}} は3次元の弱非包含の

有限集合  R\subset P_{1}.‘ である.

 3DWNP‐MIS

インスタンス :  P_{\}}.‘ の弱非包含な有限部分集合  \mathcal{R} .
実行可能解 :  C_{7}^{t}(\mathcal{R}) の独立点集合入
評価 :  I のサイズ.

本稿では. ぜの変数も高々 5 っの節にしか現れな  \ovalbox{\tt\small REJECT}^{\rangle}7l

変数.  \prime\prime t 節の  3SAT を考える. この特別な形をした

 3SAT を ‐?SA T‐5と呼ぶ.

3 結果

変換グラフの構成法

先ず、 ある3SAT‐5のインスタンスから変換グラフ
 C_{v}’の構成方法を述べる. 節  C_{i} }こ対応するグラフ  T_{i}

(図 1左) と変数吻と対応するグラフ  ff_{j}^{\vee} (図1右)�
そしてそれらをいくつかの辺で結ぶことにより構成さ

れる.

図1: グラフ  T_{i} と  fT_{j}^{-}

すなわち. 各  C_{i}’  (1 \leq \uparrow \leq t?) に対応するグ
ラフ  T_{i} を  1^{\cdot}(T_{i})=\{_{1^{)^{\rceil}}1)^{2}}i^{\tau}`\dot{1}, \iota^{y_{i}
^{1\rceil 2}}.\cdot, q_{j}, q_{i}, q^{I.1.2.I}.j , ,\dot{?}' i\prime , \uparrow_
{\dot{i}}l`\} .
 E(T_{i})  =  \{\{.1^{\cdot}i'.t\cdot.\}\rceil\dot{f}2, \{.\iota^{2}.` i'.1^{\cdot}.\dot{i}\}
\}  |  x  \in  \{_{1q_{、}}” ’  \cdot\} }  \cup
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†  \{p^{\}}|`., q_{j}'\}_{、} †  q^{1}\dot{j}`,  \uparrow_{\dot{i}}^{1} },  \{7^{\cdot}\cdot.,1)\dot{t}\}|\}|I . とする.  l=22 とする.
あるサイクル  TT^{\vee}/()” を.  l'(fT'.jlc)'))=\{\uparrow l'.i\ldots, 1t'\}j\rceil jl .
  E(TT^{\vee}.j(t)'))=\{\{_{1\mathfrak{l}^{-.j}1(}ij)j+i\}\tau  |\forall 1  \leq|.  \leq l.  -

 1\}U\{\{1^{t}`\cdot\uparrow、t^{-.j}j\prime 1\}\} とし. 同様にあるサイクル  fT_{l_{J\iota'\prime}t\prime}^{\vee},,, ,
を .  1=(T\mathfrak{s}_{i}\prime.)-\prime)\iota rllo\prime\prime\prime=\{t\iota_{\dot
{\prime}}'.| , . . . $  ?l_{j\prime}'\dagger .  E(\mathfrak{s}\uparrow^{-}j\prime)0\prime to' r1)=
 \{\{_{1l},j\dot{\uparrow}、'.戸?(+1\}|\forall 1\leq i.  \leq l-1\}\cup\dagger\{t_{jj^{\rceil}}l'\prime, ?1:\}\} と

する. 各変数勺  (1 \leq j\leq' t) に対応するグラフ垣)
を  1^{i}\prime(Tf_{j}.-.)=1^{r}.(TT_{jo)}^{1}-)(,\cup\iota^{\tau}.(TT_{jo01}ノ^{}-
)\mathfrak{l}0\prime\prime.) .  E(TT'-)j=
 E(TT_{j}-\prime r)_{\uparrow}))\cup E(TT-)j^{\{\prime}rt)f\prime J'\prime)\cup\
{\{tl'\cdot, ?1ji\}ji,|\forall 1\leq i\leq l\} .

とする.
リ

グラフ  l^{\prime^{r}}( \tilde{c\tau}')=.\cup 1^{\dot{\prime}}(T\dot{?})
\cup\bigcup_{j\uparrow=1=\rceil}1'.(\mathfrak{s}\mathfrak{s}\prime)- j .

 ,\prime 1

  E(\hat{c_{7}}\rangle  = \bigcup_{=i1}E(T_{\mathfrak{i}})\cup\bigcup_{j=1}E(\mathfrak{s}T_{j}^{\sim}) を (変換グラフ  C\tau' の

−歩手前の) 中間グラフ  \overline{C\tau}' と呼ぶ. 中間グラフ  \overline{C}\tau' か

ら変換グラフ  C\tau^{t} を以下のように構成する: {  ?‘ |jk|
kは偶数 (奇数)  \} を理ibof’;om,  (TT_{j}'- d)odo. で表す. 以
下を満たすとき  \uparrow : はフリーという.

図3: 変換グラフの中の  Tf_{j}^{1^{-}} の立方体でかっ弱非包含
での表現

 \{   1\leq i\leq,\prime\prime\cup\{_{Ii}y, q^{\iota,\rceil}i'.i\}\cap.j\backslash 
\rceil;(?i)=\emptyset  \tau:\in \mathfrak{s}\uparrow^{-}.j\mathfrak{l}_{JO}t\prime 0' r|.

 fT^{-}j^{1\prime 0\prime(_{(}}\prime\prime' l\cap\wedge\backslash :.(?^{1},)=
\emptyset   \tau:\in 1<i<_{l}\bigcup_{1};_{1^{)}}i' q\mathfrak{i} ” \prime!11. }
 -

各  C_{i}'.,  .I^{\cdot}j(.\iota_{j}.\in C_{\dot{t}}'.) に対し, 以下の操作を繰り返す.

操作節  C_{\dot{f}}. が変数勺を肯 (否) 定の形でもっとき.´
 TI_{;^{C}l_{(}' fr}^{\vee}.'|-,\prime c|t,  (ff^{1^{-d}}()d,\}j^{f})CJfl' f') のあるフリーな頂点と

 \{1_{1}^{1}'. , q_{?}^{\rceil}. , 1_{j}^{1}\} のあるフリーな頂点とを辺で結ぶ.

この操作の繰り返しにより最終的に得られるグラフを

変換グラフ  C_{7}' とする 口 図4: 変換グラフ  C_{\tau}’の立方体でかつ弱非包含での表現

 C_{7}’を変換グラフとし  I を  C_{7}' の独立点集合とする. 全

ての  \dot{\prime}(1\leq 7\leq r\}) において  | \mathfrak{s}\nearrow(Tf^{-}i)\cap I|=\frac{|1\cdot\langle^{1}|_{1}^{r})|}{2}. で

あるとき,  I ᾒま fixcrl form という.

補題31 変換グラフ}は3次元直方体の  i7|.t_{Cr},Sc' Ct,iorl.

rep  \gamma\cdot(:s(.7\mathfrak{l}\cdot t.` lf.i_{0\gamma\iota}. をもつ.

証明 具体例を示し証明は省く. 例えば図2に示され

る変換グラフ  C_{7} は.´ 図4に示すように、立方体でかっ
弱非包含で構成することができる.

口

補題32  G を変換グラフとし  I を  G の独立点集合

とする. このとき.  |I'|\geq|I| かつ  I' は fixcd form,
となるような  G の独立点集合  I' が存在する.

補題33  G^{l} を, ?SAT_{- 5} のあるインスタンスの変換グ
ラフとし,  I を  G の fixcd form な独立点集合とす
る このとき,  |\{T_{i} | l^{\gamma}.(Ti)\cap I = 4\}|  =

lllax  |\{C_{i}`|ff_{P}C_{i}\dagger\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small 
REJECT}_{\}}| .

 (\iota llc\iota ssi.qnmC\gamma|.f.s

図2: 変換グラフ  C_{\tau^{t}}

証明 各垣)  (1 \leq j \leq \uparrow') に対し.´  I は丘xed
forrn  な_{ので}垣_{}j^{-}o_{l)0\prime to'\rho}dd  \subset  I または  TT_{j}^{7C}\iota_{\lambda}' otttenon|.  \subset

 I のどちらか
 -

方が必ず成り立つ. 各  Tf_{j}^{\gamma} に対し,
 TT_{j' t_{(J7}}^{-()}\vee|)dd\mathfrak{c})rl(fT_{jb_{(}yo}^{-_{Cvc}})t^{ll}
\prime 7\}\iota が独立点として選択されている

とき  TT_{j}^{1^{-}} に対応する変数吻に true(false) を割り当て
ることにより  i 変数への t,rue. false のある割当が得ら
れる. この割当を14で表す.

 C';=(l_{o}, l_{lr' C}l) (  l_{a},  l_{1}J' l_{t}. はリテラル) をある節と
し. 節  C_{i}' に対応するグラフを  T_{i} . リテラル  l_{\mathfrak{a}},  l_{b} , 1。に
対応する変数をそれぞれ垣˜o’  TT_{1_{)}}^{-} . I瑞とする.  T_{i} の頂
点と隣接している  T\uparrow^{-}.\cdot|.(.\iota\cdot\in\{0. b, ('\}) の頂点を  t\iota : で
表す.
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このとき.  \mathfrak{l}1_{O}”  \uparrow l'(,,  1\{:,.  \in I iff  l\cdot,(T_{1}\cdot)\cap I=3 .

 \urcorner(\uparrow(' 0' tl' 1,, \{". \in I) iff  1'(T_{i})\cap I=4 が成り立つ.

すなわちこれは.  A において. 節  C_{\dot{7}}' が真になる必要十

分条件が1  r(Ti)\cap I=4 であることを意味する.
口

例 次にあげる3SAT‐5のインスタンス  S1 に対し.

図5の変換グラフを得る.

 S_{\rceil}=(x_{1}\vee.\iota\cdot;\}\vee\overline{.\tau_{1}.}) A  (\overline{.\iota_{2^{.t}\}}.}\cdot\cdot.' v\overline{.\iota_{1}.}) A  (x_{1}\vee\overline{.\iota_{2}.}\vee
 \overline{.\iota_{1}.})\wedge(.1_{1}^{\cdot}\vee\overline{.\iota\cdot` 2}
\vee\overline{.1^{\cdot}.`|})\wedge(\overline{.\tau\cdot 1}\vee\overline{.T?}.T_
{1})\wedge(_{\overline{2}}.\cdot 1v_{?_{2}}.\cdot\overline{.t_{\}}.`})

図5:   S\iota に対する変換グラフ

 T_{\rceil},  \ldots.Tc と  S_{1} の節が左から順に対応している.

 Tf_{1}^{-},  \ldots , f砺は4個の変数  x_{\rceil},  \ldots,  .t : に対応している.

図6での最大独立点集合は. 割当画  =  0,  .\tau_{2}  =

 1,  .\iota\cdot:\}=1,  .t_{1}.=1 が.´ 図7での最大独立点集合は, 割当
 .1^{\cdot}\rceil=0,  .1_{2}^{l}=0,  .\tau:_{?},=0 , r4  =1 が.´ 対応している.

図6: 割当鈎  =0,  .\tau_{2}=1,  .\downarrow.`}  =1 .  .\iota.\downarrow=1

図7: 割当画  =0,\prime.\iota_{2}=0,  .\iota:_{?}.=0,  .\tau_{4}=1

定理3.4 ( ?D WNP‐MIS は ( P\neq NP の仮定のもと
で)PTAS を持たない.

証明 まず,  3D\backslash 1^{-}1\backslash TP ‐MIS を   \frac{\rceil}{1+\epsilon} 近似する近似ア

ルゴリズム  A が存在すると仮定する.

次に, ある3SAT‐5(  \uparrow\} 変数,11節) のインスタンス  S

から変換グラフ  C_{7}' を作る. 補題 32より変換  G' に

ついて加cd  fc)  rm. である独立点集合  I が存在する.

  \frac{|1'(1|)\tau|}{2}/=r,  |\{T_{i}|l^{l^{-}}(Ti)nI=4\}|=f とする.

アルゴリズム  A を利用して  \caprightarrow(c) を近似し, その近

似解を ( l で表す. このとき.  (l \geq\frac{1}{1+\epsilon}(7lC+3\prime'\}+f)
であるから,

 f  =  n(C_{7}\prime)-(\gamma' c+3,\prime\iota)

 \geq  \prime l-r1C-3,t1

 \geq   \frac{1}{1+-\vee\wedge}('\uparrow c+3\prime\prime 1+f)-(nC+3\prime vl)
 \geq   \frac{1}{1+\vee=}\dagger-(_{\overline{1+}}^{-}\vee-.')\sim-(\uparrow\gamma C+
3tt) .

3SAT‐5であるから, リテラルの数は ,  \prime \mathfrak{j} 以上であり

変数は高々 5回現われるので  5n 以下であるから   m\leq

リテラルの数  \leq  5t1 である. 変換グラフ  G' におい

て, 節に対応するグラフ  T_{\rceil},  \ldots,  T_{n}, のそれぞれから
変数に対応するグラフ  TT_{\rceil}^{-},  \ldots,  \mathfrak{s}\uparrow_{1l}\prime- へ高々 3本しか

辺がでないので   3\prime }  \iota\geq\eta である. 少なくとも号節が
真になることが知られているので  f \geq'\frac{1\iota}{2}`\geq\frac{||}{0} となり,

 t  \geq   \frac{1}{1+\sim\vee-}t-(_{\overline{1+}}^{\vee}-\wedge\prime\vee-(C+15)\prime 
l)
 \geq   \frac{1}{1+\overline{\triangleright\vee}}f-(_{\overline{1c}}^{-}arrow+\vee 
C6\wedge\prime)f
 =  ( \frac{1}{1+arrow\sigma}-\overline{1+-}\vee carrow\wedge c^{\prime)}6f .

 arrow\epsilon^{f}>0 とすると   \frac{1}{1+\vee=},  <1 であり.

 \ovalbox{\tt\small REJECT} 方  1 \underline{i_{D1)}}(\frac{1}{1+\vee=}-\overline{1+}\prime\vee\prime-
arrow\wedge c6)=1 である. 従って.

 + 分小さい任意の  \epsilon' に対し. (   \frac{1}{1+\equiv}-\overline{1+}\vee\wedge-arrow=c'6)  \geq

  \frac{1}{1+\vee\sim-}, であるような5が存在する. つまり. 十分小さ
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い任意の  \epsilon' に対し. 任意の3SAT‐5のインスタンス  S

について  A'(S) \geq\frac{1}{1+arrow=},  OPT(S) が成り立つ近似ア

ルゴリズム.4/ が存在する. しかしこれは3SAT‐5は
PTAS を持つことを意味するが. 3SAT‐5は PTAS を
(  P\neq NP の仮定のもとで) 持たないことが知られてい
る [6] ので矛盾. よって  3D\backslash h\cdot NP- MIs は (  P\neq NP の
仮定のもとで)PTAS を持たない.  \square 
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