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池田 保 (京都大学大学院理学研究科)

\S Introduction

$f( \tau)=\sum a(N)N>0qN\in S_{2k}(\mathrm{s}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}))$
, $a(1)=1$

を weight $2k$ の cusp form で Hecke 作用素の同時固有関数とする。 $L(s, f)= \sum_{N}a(N)N-s$
を $f(\tau)$ の $L$ 関数とする。

以下では weight $2k$ を固定して、 $\epsilon=(-1)^{k}$ とおく。 $N\in \mathbb{Q}_{+}^{\cross}$ に対して、 $\mathbb{Q}(\sqrt{\epsilon N})/\mathbb{Q}$ の

判別式の絶対値を $V_{N}$ で表わし、 $\mathrm{f}N=\sqrt{N\mathfrak{d}_{N}^{-1}}$ とおく。 また、 $\mathbb{Q}(\sqrt{\epsilon N})/\mathbb{Q}$ に対応する原始
的な Dirichlet 指標を $\chi_{N}$ で表わす。 $N$ が自然数で $\epsilon N\equiv 0,1$ mod 4なら $\#\mathrm{f}^{\backslash }\int_{N}$ も自然数で
ある。 $B$ が正定値半整数対称行列のとき、 $D_{B}=\det(2B),$ $VB=V_{D_{B}},$ $\mathrm{f}B=.\mathrm{f}DB’ x_{B}=xDB$

とおく。
1

$f(\tau)$ の Satake parameter を $\{\alpha_{p}, \alpha_{p}^{-1}\}$ とする。 $\alpha_{P}$ は

$(1. -p \frac{1}{2}\alpha_{p}X-)k(1-pk-\frac{1}{2}\alpha^{-}x1)p=1-a(p)x+p^{2k-1}X^{2}$

によって与えられる。志村対応によって $f$ と対応する Kohnen subspace $S_{k+\frac{1}{2}}^{+}(\Gamma 0(4))$ に属す

る Hecke eigenform を

$h(\tau)=\mathrm{t}-1)^{k_{N}}\equiv \mathrm{I}$

”

$1(4) \sum_{\mathrm{f}N>)}c(N)qN$

とする。 $D$ が fundamental discriminant で $(-1)^{k}D>0$ のとき、

$c(f^{2}|D|)=c(|D|) \sum_{|df}\mu(d)\chi_{1}D|(d)d2k-1a(\frac{f}{d})$

が成り立つ。

\S Siegel Series:

$P$ を素数とする。
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$\mathbb{Z}_{\mathrm{p}}$ 上の $2n$ 次の non-degenerate half-integral symmetric matrix $B$ に対して

$D_{B}=\det(2B)$

$\delta(B)=$ $p\neq 2p=2$

$\xi(B)=$
とおく。

$b_{p}(B, S)=R \in s_{2n}(\mathbb{Q}p)\sum_{(/s2\eta.\mathrm{z})p)}\psi(\mathrm{t}\mathrm{r}(BR))p-\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(\mathrm{p}\mu(R))s$

を Siegel series という。 ここで $S_{2n}(\mathbb{Q}p),$ $S2n(\mathbb{Z})p$ はそれぞれ $\mathbb{Q}_{p},$ $\mathbb{Z}_{P}$ 係数の対称行列の空間で
ある。 また、 $\mu(R)$ は次のように定義される $\circ(C, D)$ を symmetric coprime pair で $D^{-1}C=$

$R$ なるものをとるとき、 $\mu(R)=\det D$ で定義される。 $X$ の多項式 $\gamma_{p}(B;^{x})$ を

$\gamma_{p}(B;x)=(1-X)(1-p^{n}\zeta(B)x)^{-}1\prod_{1i=}^{n}(1-p^{2i}X^{2})$

で定義する。 このとき、 $X$ の多項式 $F(B;x)$ で $F(B;p^{-})S=b_{p}(B, S)\gamma_{p}(B;P^{-}s)^{-1}$ を満た
すものが存在する。 $F(B;x)$ は次のような関数等式を満たす。

$F(B;p^{-2n+11}x-)=(p^{n+\frac{1}{2}}X)^{-}\delta(B)+2-2\xi(B)^{2}F(B;X)$

$\tilde{F}_{p}(B;^{x})=x-‘\frac{;(B)}{2}+1-\xi(B)^{2}F(B;X)$ とおく。 このとき上の関数等式から、 $\tilde{F}_{p}(B;x-1)=$

$\tilde{F}_{p}(B;x)$ が成り立つことがわかる。

\S Eisenstein 級数の Fourier 展開

Eisenstein 級数の Fourier 係数の計算を復習する。 $s$ を複素変数とする。

$E_{2n,l}(z, S)= \det{\rm Im}(z)^{S-}\frac{\iota}{2}\sum_{D\{C,\}}\det(CZ+D)^{-\iota}|\det(cZ+D)|-2s+l$

を考える。 $E_{2n,\mathrm{t}}(Z, S)$ は次のように Fourier 展開される。

$E_{2n,\mathrm{t}}(X+ \sqrt{-1}\mathrm{Y}, s)=\sum_{n2}C_{2}l(n,B;\mathrm{Y}_{S+},l)\mathrm{e}(\frac{1}{2}BX)B\in s’.(\mathbb{Z})$

ここで $S_{2n}’(\mathbb{Z})$ は $i$ 次の整係数 half-integral symmetric matrix の集合であり、 $B$ が非退化な
ら

$C_{2n,\iota(B;}\mathrm{Y}_{S)(B\mathrm{Y},S)\prod F_{p}(B;},=\mathrm{r}_{2}n,l;p|DBp^{-})2s$
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$\Gamma_{2n,l}(B;Y, S)=(\det Y)^{s-}\frac{l}{2}\frac{--(-Y,B\cdot s+\frac{l}{2},S-\frac{l}{2})}{\zeta(2s)\prod i=1\zeta n(4s-2i)},\cdot L(xB;2S-n)$

$–(-g, h;S, s’)= \int_{S_{2n}.()}\mathbb{R}\mathrm{e}(-hX)\det(x+\sqrt{-1}g)^{-S}\det(x-\sqrt{-1}g)^{-S}d_{X}$

’

ここで

$D_{B}=\det(2B)$

$\chi_{B}=\chi_{D_{B}}$

$l$ が十分大のとき、 この式において $s=2$ とおけば正則な Eisenstein series の Fourier 展開
をえる。 $B$ が正定値のとき、

$—(Y, B;l, \mathrm{o})=\frac{(-1)^{n_{2^{-}}}\iota n(2n-1)(2\pi)^{2n}l}{\Gamma_{2n}(l)}(\det(B))\iota-\frac{2n.+1}{2}$. $\mathrm{e}(\sqrt{-1}BY)$

$= \frac{(-1)^{n\iota}2^{2n}\pi^{2}n\iota}{\Gamma_{2n}(l)}(\det B)\iota-\frac{2n.+1}{2}\mathrm{e}(\sqrt{-1}BY)$

$\mathrm{r}_{2n}(s)=\pi^{n(21)}n-/22n-1i=\prod\Gamma(s-0\frac{i}{2})$

である。 $l$ が偶数ならば、

$\mathrm{r}_{2n}(l)=2^{n^{2}+}n-2n\iota_{\pi}n^{2}\prod^{n}i=1(2l-2i)!$

$\zeta(l)=(-1)^{\iota/2}2^{-1}(2\pi)l_{\frac{\zeta(1-l)}{(l-1)!}}$

$\prod_{i=1}^{n}\zeta(2\iota-2i)=(-1)^{(}2n\iota+n+n)/22-n(22\pi)^{2}n\iota-n(n+1)\prod\frac{\zeta(1-2l+2i)}{(2l-2i-1)!}$

$L(x_{B}, l-n)=(-1)^{(n+}l+2n)/2(2 \pi)l-n-1\pi\frac{v^{\frac{1}{B2}+n-}\iota}{(l-n-1)!}L(\chi_{B}, 1+n-\iota)$

なので、 $E_{2n,l}(z)$ の B-th Fourier 係数は

$\frac{2^{n}}{\zeta(1-l)\prod^{n}i=1\zeta(1+2i-2\iota)}$

と

$L( \chi_{B}; 1+n-^{\iota})p|\prod(p^{2})^{\frac{1}{2}\circ}\iota_{-}2n-1\mathrm{r}\mathrm{d}_{l)}\mathrm{f}BF_{p}(B;D_{B}p^{-})l$
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の積に等しい。 $l=k+n$ とおけば、 $k\equiv n$ mod 2であり、 この式は

$L( \chi_{B)}. 1-k)\mathrm{f}_{B}^{k\frac{1}{2}}-p|\prod\tilde{F}(B;p)D_{B}pk-\frac{1}{2}$

となる。

\S Cohen の Eisenstein series

Cohen の関数 $H(k, N)$ は

$H(k, N)=$ $NNN>\not\equiv=0,N\equiv 0,10,1\mathrm{m}0,\mathrm{o}\mathrm{d}4$ ,

mod 4.

によって定義される。
Cohen $\sigma$) Eisenstein series $\mathcal{H}_{k+\frac{1}{2}}(\tau)k$

$\mathcal{H}_{k+\frac{1}{2}}(\mathcal{T})=\sum_{N=0}^{\infty}H(k, N)q^{N}$

によって定義する。 これは weight $k+ \frac{1}{2}$ の modular form で Kohnen plus space $M_{k+\frac{1}{2}}^{+}(\Gamma_{0(4))}$

に属する。 さらに、 $\mathcal{H}_{k+\frac{1}{2}}(\tau)$ は志村対応により、 $-$変数の Eisenstein 級数 $E_{2k}(\tau)$ と対応す
る。前節であらわれた因子 $L(\chi_{B}, 1-k)$ は $\mathcal{H}_{k+\frac{1}{2}}(\tau)$ の $0_{B}$ 番目の Fourier 係数であると考え
ることができる。

\S 主定理 1

以下では自然数 $k,$ $n$ で $k\equiv n$ mod 2を満たすものを固定し、 $\epsilon=(-1)^{k}$ とおく。 $N\in \mathbb{Q}_{+}^{\cross}$

に対して、 $\mathbb{Q}(\sqrt{\epsilon N})/\mathbb{Q}$ の判別式の絶対値を $0_{N}$ で表わし、 $\mathrm{f}N=\sqrt{N\mathfrak{d}_{N}^{-1}}i$ とおく。 また、
$\mathbb{Q}(\sqrt{\epsilon N})/\mathbb{Q}$ に対応する原始的な Dirichlet 指標を $\chi_{N}$ で表わす。 $B$ を rank $2n$ の正定値半整
数対称行列とするとき、 $(-1)^{n}\det(2B)\equiv 0,1$ mod 4である。 このとき、 $D_{B}=\det(2B)$ ,
$0_{B}=0_{D_{B}},$ $\mathrm{f}B=\mathrm{f}D_{B},$ $x_{B}=xDB$ とおく $\circ$

定理 1: $n\equiv k$ mod 2のとき、 $A(B)$ を

$A(B)=c(v_{B}) \mathrm{f}_{B}k-\frac{1}{2}\prod_{p}\overline{F}(pB;\alpha_{p})$

によって定義すれば

$F(Z)= \sum_{B>0}A(B)\mathrm{e}(Bz)$
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は $s_{k+n}(\mathrm{s}_{\mathrm{p}}n(\mathbb{Z}))$ に属する degree $2n$ , weight $k+n$ の Siegel cusp form で Hecke 作用素の
同時固有関数である。 ここで正方行列 $T$ に対して $\mathrm{e}(T):=\exp(2\pi\sqrt{-1}\mathrm{t}\mathrm{r}(\tau))$ である。 $F(Z)$
$\sigma)$ standard $L$-function $l3$;

$L(s, F)=\zeta(s)i=\square L(_{S}+k+n-i, f)1$

である。 したがって $F(Z)$ で生成される $\mathrm{S}\mathrm{p}_{2n}(\mathrm{A})$ の保型表現は既約で、 その有限成分は退化主
系列表現

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{2\eta}(}^{\mathrm{s}_{\mathrm{P}}(\mathbb{Q}_{p})}2\eta \mathbb{Q}p)|\det|^{s_{p}}$

に同型である。

\S 主定理 2

$f(\tau)\in S_{2k}(\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}))$ を normalized cuspidal Hecke eigenform とする $\circ r,$ $n$ を自然数と
し、 $n+r\equiv k$ mod 2 と仮定する。定理 1による $f(\tau)$ の $S_{k+n+r}(\mathrm{S}_{\mathrm{P}n+}22r(\mathbb{Z}))$ への lift を
$F(Z)$ とする。 $g(Z)\in S_{k+n+r}(\mathrm{S}\mathrm{p}r(\mathbb{Z}))$ を Hecke 作用素の同時固有関数とする。

$\mathcal{F}_{fg},(Z)=\int_{\mathrm{S}\mathrm{p}_{r}(\mathbb{Z})\backslash \mathfrak{y}r}F()\overline{g(Z’)}(\det{\rm Im} z’)k+n-1dz’$, $Z\in \mathfrak{h}_{2n+r}$

と定義する。 $\mathcal{F}_{f,g}\in S_{k+n+r}(\mathrm{S}\mathrm{p}2_{\ovalbox{\tt\small REJECT}+}r(\mathbb{Z}))$ である $\circ$

定理 2: $\mathcal{F}_{f,g}(Z)$ が恒等的に $0$ でないならば $\mathcal{F}_{f,g}(Z)$ は Hecke 作用素の同時固有関数であ
り、

$L(s, \mathcal{F}_{f,g})=L(s, g)i\prod_{=1}^{n}L(S+k+2n-i, f)$

が成り立つ。 ここで $L(s, F_{fg},),$ $L(s, g)$ はそれぞれ $\mathcal{F}_{f,g}(z),$ $g(z)$ の standard $L$ 関数である。

証明 : $G_{1}=\mathrm{S}\mathrm{p}_{r},$ $G_{2}=\mathrm{S}_{\mathrm{P}_{2n}r}+’ H=\mathrm{S}\mathrm{p}_{2n+2r}$ とする。 $H$ の Siegel parabolic subgroup
を $P_{H}$ とおく。 $G_{1}\cross G_{2}$ は埋め込み

$\cross\vdasharrow$
によって $H$ の部分群とみる。 $F(Z)$ で生成される $H(\mathrm{A})$ の既約保型表現の $P$ 成分は退化主系
列表現

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}^{H(\mathbb{Q}}P_{H}(\mathbb{Q}_{p})p)(x_{p^{\circ}}\det)$
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である。 ここで $\mathbb{Q}_{p}^{\cross}$ の不分岐指標 $\chi_{p}$ は $\chi_{p}(p)=\alpha_{p}$ で定める。 $\pi_{1}$ を $g(Z)$ で生成される

$G_{1}(\mathrm{A})$ の既約 unitary 保型表現の $p$ 成分とする。 $\mathcal{F}_{f,g}(Z)$ で生成される $G_{2}(\mathrm{A})$ の保型表現は
長さ有限で unitary であるから既約表現の有限個の直和である。 $\pi_{2}$ を適当な既約成分の $p$ 成

分とする。 $\pi_{1},$ $\pi_{2}$ は共に不分岐主系列表現である。
以下、 簡単のためこの節では代数群等はすべて $\mathbb{Q}_{p}$ 上で考えることとし、記号から $\mathbb{Q}_{P}$ 等を

省略する。 このとき、

$B_{G_{1^{\cross G_{2}}}}(\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{H}}^{H}(\chi\circ\det)|_{G_{1}}\cross G_{2}, \pi 1\otimes\pi_{2})\neq(0)$

である。 ここで $\rho_{1},$ $\rho_{2}$ を $G_{1}\cross G_{2}$ の表現とするとき、 $B_{G_{1}\cross G_{2}}(\rho_{1}, \rho_{2})$ は $\rho_{1}\cross\rho_{2}$ 上の $G_{1}\cross G_{2}$

不変な bilinear form の空間である。 さて、 両側剰余類 $P_{H}\backslash H/(G_{1}\cross G_{2})$ は $r+1$ 個の代表

元 $\eta_{0},$ $\eta_{1},$ $\ldots,$
$\eta_{r}$ をもつ。 ここで

$\eta_{i}=.$
である。 ここで block の大きさは縦横とも順に $i,$ $r-i,$ $i,$ $2n+r-i,$ $i,$ $r-i,$ $i,$ $2n+r-i$ で
ある。
とのとき、 $Q_{i}=(\eta_{i}^{-1}P_{H}\eta_{i})\cap(G_{1}\mathrm{x}G_{2})$ は

$\{$ ( $\alpha_{0}*\gamma$
$A000$ $0^{*}\delta\beta D^{*}**$ ) $\cross($ $-\gamma\alpha_{0}*A000$

,
$-\beta 0\delta^{*}D^{*}**,$ $)$

$\in \mathrm{S}\mathrm{p}_{i}$ ,

$A’=A=,{}^{t}D^{-}1\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{r-i}{}^{t}D^{-}\in 1\mathrm{G}\mathrm{L}_{2+r}n’-i,$

$\}$

である。 Parabolic subgroup $P_{i}^{(1)}\subset G_{1},$ $P_{i}^{(2)}\subset G_{2}$ を

$P_{i}^{(1)}=\{|\in \mathrm{S}_{\mathrm{P}_{i}},$ $A=t_{D}-1\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{r-i},$ $\}$

$P_{i}^{(2)}=\{$ ( $\alpha_{0}*\gamma A000$

,
$0^{*}\delta\beta D^{*}**,$ ) $|\in \mathrm{S}\mathrm{p}_{i},$ $A’=t_{D^{\prime-1}}\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{2n+}r-i,$ $\}$

で定義する。 $X_{i}(i=0, \ldots, r+1)$ を $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{H}}^{H}(\chi\circ\det)$ の部分空間で support が

$\bigcup_{j=i}^{r}P_{H}\eta i(c1\mathrm{x}G_{2})$
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に含まれるような元全体からなるものとする。 ただし $X_{r+1}=$ (0) とする。 このとき、 $X_{0}$ ,
. . . , $X_{r}$ は $G_{1}\cross G_{2}$ の作用で不変な部分空間で

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{P_{H}}H(\chi\circ\det)=X_{0}\supset X_{1}\cdots\supset X_{r}\supset X_{r+1}=(0)$ ,

であり、
$X_{i}/X_{i+}1 \simeq \mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{Q_{i^{\cross}}}^{G_{1}G_{2}}(\chi\circ \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\cdot\delta^{\frac{1}{P2}})^{\eta i}H\delta_{Qi}^{-}\frac{1}{2}$

に等しい。 ここで $(\chi\circ \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\cdot\delta^{\frac{1}{p2}}H)^{\eta_{i}}(q)=(\chi\circ \mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{t}\cdot\delta^{\frac{1}{p2}}H)(\eta_{i}q\eta i)$ であり、 $\delta_{P_{H}},$ $\delta_{Q_{i}}$ はそれぞれ
$P_{H},$ $Q_{i}$ の modulus character である。 さて、 Jacquet module $r_{P_{i}^{(}}^{G_{1}}\pi_{1}1$) ’ $r_{P_{\dot{\tau}}^{(2)}}^{G_{2}}.\pi_{2}$ はそれぞれ

$\mathrm{S}\mathrm{p}_{i^{\cross}-i}\mathrm{G}\mathrm{L}_{r},$ $\mathrm{S}\mathrm{P}i^{\cross}\mathrm{G}\mathrm{L}_{2}+nr-i$ の表現である。上の考察から、適当な $i(0\leq i\leq r)$ に対して、
Jacquet module $r_{P_{j}^{(1)}}^{G_{1}}.\pi_{1},$ $r_{P_{?}^{(2)}}^{G_{2}}..\pi_{2}$ はそれぞれ

$\rho^{(1)_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}(\chi^{-1}\cdot\det)|\det|^{-n-\frac{r-i}{2}}$

$\rho^{(2)}\mathbb{R}(\chi^{-1}\circ\det)|\det|^{-\frac{r-i}{2}}$ ,

という形の subquotient で $\rho^{(1)}\simeq\rho^{(2)}$ となるものを含んでいなくてはならない。 $\pi_{1}$ の Sa-
take parameter を $\{\beta_{1}^{\pm 1}, \ldots, \beta_{r}^{\pm 1}\}$ とすれば、 $r_{P_{i}^{(1)}}^{G_{1}}\pi_{1}$ が $\rho^{(1)}\ovalbox{\tt\small REJECT}(\chi^{-1}\circ\det)|\det|^{-n}$ -午 と

いう形になるのは $\{\beta_{1}^{\pm 1}, \ldots, \beta_{r}^{\pm 1}\}$ の中に $\alpha_{pP}^{-1-}n-\frac{1}{2}$ , . . . , $\alpha_{pP^{-}}^{-1i+\frac{1}{2}}\ovalbox{\tt\small REJECT}-r+$ に等しいものが
あるときに限る。それを $\beta i+1$ , . . . , $\beta_{r}$ としてよい。すると、 $\pi_{2}$ の Satake parameter は
$\{\beta_{1}^{\pm 1}, \ldots, \beta_{r}^{\pm 1}\}$ から $\{\beta_{i+1}^{\pm 1}, \ldots, \beta_{r}^{\pm 1}\}$ を取り除き、 かわりに $\alpha_{pP}^{-1n-\frac{1}{2}},$

$\ldots,$
$\alpha_{p}-1p-n-r+i+\frac{1}{2}$

とその逆数を付け加えたものである。いずれにしても $i$ や $\beta_{i+1},$
$\ldots,$

$\beta_{r}$ の取り方に関係なく、
$\pi_{2}$ の Satake parameter として可能なものは $\{\beta_{1}^{\pm 1}, \ldots, \beta_{r}^{\pm 1}, \alpha_{p}^{\pm 1}p^{\frac{n-1}{2}}, \ldots, \alpha_{p}^{\pm 1}p^{-}\frac{n-1}{2}\}$であ
ることがわかる。 とくに、 $\mathcal{F}_{fg},(Z)$ で生成される $G_{2}(\mathrm{A})$ の表現の $P$ 成分は isotypic である
ことがわかる。 しかるにこれは class 1vector $\mathcal{F}_{f,g}$ で生成されているので既約である。従って

$\mathcal{F}_{fg}$, は Hecke 作用素の同時固有関数であり、 その standard $L$ 関数は

$L(s, \mathcal{F}_{f},)\mathit{9}=L(s, g)\prod_{i=1}L(S+k+n-i, f)$

で与えられる。

定理 2において $\tau_{f,g}$ が恒等的には $0$ で幽い実例をあげる。 $2k=20,$ $n=r=1$ の場合を考
える。 $f( \tau)=\sum_{N=1}^{\infty}b(N)q^{N}\in S_{20}(\mathrm{S}\mathrm{L}_{2}(\mathbb{Z}))$ を weight 20の normalized Hecke eigenform
とする。 Fourier 係数 $b(N)$ の値をいくつかあげる。

$p$ $b(p)$ $p$ $b(p)$ $\underline{pb(p)}$
17 225070099506

$\frac{2456}{350652}$ $117$
$-16917544$ $\overline{19}$-1710278572660-16212108

$\overline{5-2377410}$
$\underline{1350421615062}$ $\frac{2314036534788872}{\underline 291137835269510}$
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weight 21/2の modular form $\delta_{21}(\tau)$ を次のように定義する。

$\delta_{21}(\tau)=\frac{1}{16\pi\sqrt{-1}}(4E_{8}(4_{\mathcal{T}})\theta’(\tau)-E’8(4_{\mathcal{T}})\theta(\mathcal{T}))=\sum_{=n1}c(n)\infty qn$ ,

$E_{8}( \tau)=1+480n=1\sum\sigma\infty 7(n)qn$ , $\theta(\tau)=\sum_{n=-\infty}^{\infty}q^{n^{2}}$

とおく。 $\delta_{21}(\tau)$ は志村対応によって $f(\tau)$ と対応する Kohnen plus subspace $S_{21/2}^{+}$ (Fo (4)) の
元である。 fundamental discriminant $D$ に対して $c(D)$ の値をいくつか示す。

$D$ $c(D)$ $D$ $c(D)$

$1$ 1 17 526320
5 $-360$ 21 -710640
8-13680 24 2475360
12-177120 28 8830080
13 266760 29 $-5835240$

Miyawaki [13] $\iota_{\sim}\rfloor:n\iota 3:\backslash \backslash \dim s_{12}(\mathrm{S}_{\mathrm{P}_{3}}(\mathbb{Z}))=1$ であり
$\text{、}$

$F^{(3)}(Z)\in S_{12}(\mathrm{s}\mathrm{p}_{3}(\mathbb{Z}))$ とすれば
その

$\frac{1}{2}$

番目の Fourier 係数は $0$ でない。 この Fourier 係数が 1 となるよう $F^{(3)}(Z)$ を正規化してお
く。

$F(Z)$ を定理 1による $f(\tau)$ の $S_{12}(\mathrm{S}_{\mathrm{P}}4(\mathbb{Z}))$ への lift とする。
正定値半整数対称行列 $B$ が

$2B=$ , $\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda_{3})\in \mathbb{Z}^{3}$

という形のときに $F(Z)$ の $B$ 番目の Fourier 係数 $A(B)$ を計算する。 $D_{B}=\det(2B)$ の取り
うる値は 4, 5, 8の 3通りでそうなるような $\lambda$ の個数はそれぞれ 6, 8, 1である。

$\det B=4$ となるのは $\lambda=\pm(0,1,0),$ $\pm(1, \mathrm{o}, -1),$ $\pm(1, -1,1)$ の場合でそのとき、

$F_{2}(B;x)=1-(2^{2}+2^{3})X+2^{5}X^{2}$ ,

$A(B)=c(1)(b(2)-29-210)=-1080$

である。
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$\det B=5$ となるのは $\lambda=\pm(1, \mathrm{o}, 0),$ $\pm(1, -1, \mathrm{o}),$ $\pm(0,0,1),$ $\pm(0,1, -1)$ の場合でそのとき、
$A(B)=c(5)=360$ である。
$\det B=8$ となるのは $\lambda=(0,0, \mathrm{o})$ の場合でそのとき、 $A(B)=c(8)=$ -13680である。

$\dim s_{12}(\mathrm{S}\mathrm{p}_{1}(\mathbb{Z}))=\dim s_{12}(\mathrm{s}\mathrm{p}_{3}(\mathbb{Z}))=1$であるので、 $F(Z)$ の $\mathfrak{h}_{1}\cross \mathfrak{h}_{3}$ への制限は $\triangle(\tau)\cross$

$F^{(3)}(Z)$ の

$-1080\cross 6+360$ $\cross 8-13680=$ -17280
倍である。
したがって $g(\tau)=\triangle(\tau)$ とおけば

$\mathcal{F}_{f,g}(Z)=-17280\langle\triangle, \triangle\rangle F^{(3)}(Z)\in S_{12}(\mathrm{s}\mathrm{p}_{3}(\mathbb{Z}))$

は恒等的には $0$ でない。 したがって定理 2により

$L(s, F^{(3)})=L(s+10, f)L(s+9, f)L(s, \triangle, \mathrm{s}\mathrm{t})$

である。 (ただし $\beta_{p}^{\pm 1}$ を $\Delta(\tau)$ の Satake parameter とするとき、

$L(s, \triangle, \mathrm{S}\mathrm{t})=\prod_{p}[(1-\beta_{p}^{2}p^{-S})(1-p-s)(1-\beta^{-}pp^{-s})2]^{-}1$

である) これは Miyawaki [13] において数値計算によって予想されていたものと –致する。
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