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We obtain the values $\mathcal{M}(\theta, \phi)=\lim\inf_{|q|arrow\infty}|q|||q\theta-\phi||$ by using the algorithm by
Borwein and Borwein. One example is given.

1. 序論

$\theta$ を無理数、 $\phi$ を実数とし、 $q\theta-$. $\phi$ がどんな整数 $q$を取っても整数にならないものとする。
このようなペア $\theta,$ $\phi$に対して非斉次近似定数

$\mathcal{M}(\theta, \phi)=\lim\inf|q|||q\theta-\phi||$

$|q|arrow\infty$

を定義する。また、補助定数として

$\Lambda 4_{+}(\theta, \phi)=\lim_{qarrow+}\inf_{\infty}q||Q\theta-\phi||$ , $\mathcal{M}_{-}(\theta, \phi)=\lim_{qarrow+}\inf_{\infty}q||q\theta+\phi||$

を定義しておく。すなわち、 $\mathcal{M}(\theta, \phi)=\min(\mathcal{M}_{+}(\theta, \phi),$ $f\Lambda_{-}(\theta, \phi))$ である。

$\mathcal{M}(\theta, \phi)$ や $\mathrm{A}4_{+}(\theta, \phi)$ の値については、 いろいろな独自のアルゴリズムを使うことに
よってその評価が研究されてきた (例えば、 [2], [3], [4], [6], [7], [11] などを見よ)。しかし、具

体的な $\theta$ と $\phi$のペアについて、 $\mathcal{M}(\theta, \phi)$ を求めることは殆どなく、実際今までの研究で使用した
アルゴリズムは実用的なものではなかった。最近になって著者 [7]は、西岡-塩)||-田村のアルゴリ

ズム [9]を使うことにより $\mathcal{M}(\theta, \phi)$ の値が比較的簡単に求められることを発見した。この方法に

よれば、少なくとも $\theta$が実 2次無理数で $\phi\in \mathbb{Q}(\theta)$であるどんなペア $\theta,$ $\phi$に対しても A4 $(\theta, \phi)$ の

値が実際に求められることがわかった。更に著者 [8] は、 $\theta$が Hurwitzian $\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{r}_{\text{、}}$ すなわち

その連分数展開が擬似循環節を持つときにも $\mathcal{M}(\theta, \phi)$ が求められることを突き止めた。例えば、
$d^{\wedge\Lambda(e,1}/3)=1/18,$ $\mathcal{M}(e^{1/S}, 1/3)=0$ ( $s\equiv 2$ (mod 3)) などがわかったが、これはまた、
$\mathcal{M}(\theta, \phi)=0$ を満たす $\theta$ と $\phi$の具体的なペアがわかった最初のケースであった。

このように、西岡-塩川-田村のアルゴリズムと $\mathcal{M}(\theta, \phi)$の値については非常によい相性をもつ
ことが立証されてきているのであるが、西岡-塩川-田村のアルゴリズムと対称的な関係にあ
る Borwein兄弟のアルゴリズム [1] と $\mathcal{M}(\theta, \phi)$ の値についての関係も興味深いものと思われ
る。 この論文ではその関係を述べると共に、その応用例も示す。

$\theta=[a_{0\backslash }., a_{1}, a\underline{9}, \ldots]$ によって $\theta$ の (単純) 連分数展開を表すが、

$\theta=\mathrm{r}\iota_{0}+\theta_{0)}$ $a_{0}=\lfloor\theta\rfloor$ ,

$1/\theta_{r\iota-1}=\mathrm{r}\iota_{n}+\theta_{n}$ . $(_{-}\iota,=\lfloor 1/\theta_{r1-1}\rfloor$ $(n$. $=1,2.’. . . )$
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と $\theta_{0}$ . $\theta_{1:^{\theta_{2\cdot\backslash }}}$ . . を導入しておく。 $\theta$の第 $h$:近似 (分数) $Pk/q_{k}=$ $[ a0\cdot. c\iota_{1}. . . , (lk]$ は漸
化式

$p_{k}=a_{k}pk-1+pk-2$ $(k=0,1..\cdot. . )$ , $p-2=0$ . $p-1=1$ .
$q_{k}=c\iota_{k}qk-1+q_{k-2}$ $(k=0.1_{\kappa}.. . . )$ , $q-\underline{\cdot)}=1_{\mathit{1}}$. $q_{-1}=0$

によって定められる。西岡-塩川-田村のアルゴリズム [9]では、数列 $\{\theta_{0},$ $\theta_{1:}$ . . . $\}$ による $\phi$の

表現 (非斉次連分数展開) を

$\phi=b_{0-}\phi 0$ , $b_{0}=\lceil\phi\rceil \text{ノ}$.
$\phi_{n-1}/\theta_{n-1}=b_{n}-\phi_{n}$ , $b_{n}=\lceil\phi_{n-1}/\theta_{n-1}\rceil$ $(n=1,2, . . . )$ .

によって与え、それによって \mbox{\boldmath $\phi$} は

$\phi=b_{0}-b_{1}\theta_{0+}b_{2}\theta_{0}\theta 1-\cdots+(-1)kbk\theta 0\theta 1\ldots\theta k-1-(-1)k\theta 0\theta_{1}\cdots\theta_{k-}1\phi k$

$=b_{0}- \sum_{k=0}^{\infty}(-1)kb_{k1}+\theta_{0}\theta 1\ldots\theta_{k}=b0-\sum^{\infty}k=0bk+1Dk$

と表された。ここで $D_{k}=qk\theta-pk=(-1)^{k}\theta_{0}\theta 1\cdots\theta k(k=0,1,2, \ldots)$ である。以上
の記号のもと、筆者 [7]は次を得た。

定理 A.

$\mathcal{M}_{-}(\theta, \phi)=\lim_{narrow+}\inf\infty\min(B_{n}||B_{n}\theta+\phi||, B_{n}^{*}||B_{n}^{*}\theta+\phi||)$ ,

ここで $B_{n}= \sum^{n}k=1bkq_{k-}1$ 及び $B_{n}^{*}=B_{n}-q_{n-1}$ である。

また、 $||B_{n}\theta+\phi||=\phi_{n}|D_{n-1}|,$ $||B_{n}^{*}\theta+\phi||=(1-\phi_{n})|D_{n-1}|$ が成り立ち、 $\mathcal{M}_{+}(\theta, \phi)=$

$\mathrm{A}4_{-}(\theta, 1-\phi)$ とから $\mathcal{M}(\theta, \phi)$ が求められる。

方、 Borwein兄弟 [1]は次のアルゴリズムを使った。

$\phi=d_{0}+\gamma 0$ , $cf_{0}=\lfloor\phi\rfloor$ ,
$\gamma_{n-1}/\theta_{r\iota-1}=d_{n}+\gamma_{n}$ , $d_{r\iota}=\lfloor\gamma_{n-1}/\theta_{n-1}\rfloor$ $(n=1,2, \ldots)$ .

これによって $\phi$ は

$\emptyset=d_{0+}d1\theta_{0}+d2\theta 0\theta_{1}+\cdots+d_{i}\theta_{0}\theta_{1}\cdots\theta i-1+\gamma i\theta_{0}\theta 1^{\cdot}$ . $.\theta_{i-1}$

$=d_{0}+cf_{1}D_{0}$ –d-, $D_{1}+\cdots+(-1)^{i-1}d_{ii-}D1+(-1)^{i-1}\gamma iDi-1$

$=d_{0}+ \sum_{\dot{x}=1}^{\infty}(-1)^{i-1}d_{i}D_{i-1}$

と表される。

$c_{n}= \sum_{k^{-=}}^{n}1(-1)^{k}-1d_{kq_{k}}-1$ とおくと、 $||C_{n}\theta-\phi||=1-\{C_{\iota},\theta-\emptyset\}=||(-1)^{\gamma\iota_{l1}}\wedge\gamma\iota n-D||=$

$\gamma_{n}|D_{n-1}|$ がわかる $\circ$

以下、一般性を失わずに $0<\phi\leq 1/\underline{9}$ と仮定する。すると $\phi=\sum_{k=1}..\infty(-1)^{\kappa}-1d_{k}..Dk-1$ と表

される。 ここで更に $1-\emptyset$ も Borwein兄弟のアルゴリズムを使って表す。

$1-\psi_{=\mathrm{r}f_{0}’+=}\gamma’0f\wedge\prime 0’$. $cf_{0}’=\lfloor 1-\emptyset\rfloor=0$ .

$\gamma_{r\iota}’-1/\theta_{n-}’1=(f_{\gamma}’+\iota(’n\wedge i$ $d_{n}’=\lfloor^{\wedge}(n-l’/\theta’r\iota-t\rfloor$ $(\cdot \mathit{0}=1.\underline{9}. . . . )$ .

とすれば、 $1- \emptyset=\sum_{k^{-}=1}^{\infty}(-1)^{k1_{(}}-f’\kappa_{-1}\kappa^{D}$ が成り立つ。 $C_{\iota}’,= \sum_{k=1}^{r\iota}(-1)^{\mathrm{A}\cdot-1}Cl_{k1}’\prime \mathit{1}\kappa_{-}$ と

おけば、 $||C_{n}’.\theta+\phi||=\wedge f_{l}’,|D_{r\iota-1}|$ である。以上の記号のもとに次が成り立つ。
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定理 1.

$\mathcal{M}(\theta, \phi)=\lim_{narrow}$ inf $\min(|\mathrm{C}_{\text{、}}|\wedge,’\gamma l,$ $|D_{\gamma}\iota-1|,$ $|C_{n}’|\gamma_{n}’|D_{n}-1|$ ,

$(|C,n|+q_{\mathrm{n}-}1)(1-\gamma_{n})|D_{n-}1|,$ $(|c’|\gamma \mathrm{z}q\gamma\iota-1)+(1-\gamma n)’|Dn-1|)$ .

注意. 定理の証明のところでわかることだが、最後の 2つの値はそれぞれ $C_{2rl}-1>0$ (よって
下の Lemma4より、同時に $C_{\underline{9}}’n-1>0$ )) $C_{2n}<0$ (よって同時に $C_{\underline{9}\mathrm{n}}’<0$ )の時のみ考慮す
ればよく、それ以外の時は不要である。

$\mathcal{M}_{+}(\theta, \phi)$ や $\mathcal{M}_{-}(\theta, \phi)$ の個々の値については、 (より複雑な形になるが) 次がわかる。

命題
$\mathrm{o}\mathrm{p}$題.

$\mathcal{M}_{+}(\theta, \emptyset)=\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}narrow\inf_{\infty}\min(C_{n}||c_{n}\theta-\emptyset||, (C_{\underline{9}}n-1+Q2n-9)\sim||(c-,n-1+Q_{2\gamma}\iota-2)\theta-\emptyset||$ ,

$|C_{n}’||||c_{n}’|\theta-\phi||,$ $(|c’2n|+q_{21}n-)||(|c_{2n}’|+q2\cdot n-1)\theta-\emptyset||)$ ,

ここで $n$. は $C_{n}>0$ または $C_{n}’<0$ を満たすものだけを取る。

$\mathcal{M}_{-}(\theta, \phi)=\lim_{narrow+}\inf_{\infty}\min(C;|rl|c_{n}^{J}\theta+\phi||, (c’\mathit{2}n-1^{+q}\underline{9}rl-2)||(c_{-}.’,+_{Q2}-12\cdot n-)n\theta+\phi||$,

$|C_{n}||||C_{n}|\theta+\phi||,$ $(|C_{2}n|+q_{2n}-1)||(|C_{2}n|+q_{21}n-)\theta+\phi||)$ ,

ここで $n$. は $C_{n}<0$ または $C_{n}^{t}>0$を満たすものだけを取る。

2. 諸 LEMMA

証明は省略するが、定義より次の 4つの事実がわかる。

Lemma 1.

(1) もし $a_{n}=\mathrm{c}f_{n}>0$ ならば、 $\mathrm{r}f_{\iota},+1=0$ .

(2) もし $\theta_{r\iota}+\gamma_{n}>1$ ならば、 $0\leq \mathrm{r}\iota_{n+1}-d_{n+1}\leq 1$ . もし $\theta_{n}+\gamma_{n}<1$ ならば、
$\alpha_{n+1}\neq d_{r\iota+1}$ ,

(3) $\theta_{n}>\gamma_{n}$ であるのは、 $d_{n+1}=0$である時またその時に限る。 $\theta_{l},\leq\gamma_{n}$ であるのは、

$d_{n+1}\geq 1$ である時またその時に限る。

(4) $i\epsilon \text{し_{}(}f_{n}>0$な $\}_{2(\mathrm{f}_{\text{、}}^{}\sim}\{$

$1\leq C_{r\iota}\leq q_{n}$ , Oが奇数);

$-q_{n}+1\leq C_{r\iota}\leq 0$ , $(n.h\backslash \cdot\{\mathrm{F}\ovalbox{\tt\small REJECT})$ .

Lemma 2([,5]) [10] $)$ . $j=1,9$-. . . . . $q_{n}$ –11こ対して、 $u_{j}\equiv jq_{n-1}(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q_{r\iota})$ とおき、集

合として $\{\prime n_{1},, u_{2\cdots\cdot \mathit{1}1}.\mathrm{s}l,C_{\eta}’-\}=\{1.,\underline{9}_{:}\ldots : q_{r\iota}-1\}$ を満たすものとする。 このとき、

$\{’|\iota_{1}\theta\}<\{\prime ll.\underline{.)}\theta\}<\cdots<\{’\{(_{c_{ln}-1}.\theta\}$ ($n$が奇数);

$\{?l_{\mathrm{J}}.\theta\}>\{\tau/_{2}.\theta\}>\cdots>\{’\iota l_{/n-1}.,\theta\}$ ($n$が偶数刀
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Lemma 3. もし $C_{r\iota}+C’,=(-1)^{\prime\}}-1q$, ならば、 $C_{\gamma\iota+1}’+C_{\gamma l}’.+1=(-1)^{\gamma\iota}-1q_{\iota},$ .
もし $C_{\iota}.,+C_{n}’=(-1)^{n-1}(q_{\gamma\iota}-q,\iota-1)$ または $C_{\gamma\iota}+C_{n}’.=(-1)^{n}q_{r\mathrm{t}-1}$ ならば、

$C_{n+1}+C\prime n+1=\{$

$(-1)^{n}q_{l+},1’$. $\wedge(_{r\iota+1/_{n}’1}+\wedge’+=\theta_{n+1^{\text{の}}時}$ :
$(-1)^{r\iota}(q_{r\iota}+1-qn)$ , $\wedge\prime\prime n+1+\wedge\prime_{n}’+\prime 1=\theta r\iota+1+1\text{の時}$ .

Lemma 4.

(1) すべての $n$. $=1,2,$ $\ldots$ に対して、 $C_{n}C_{n}^{J}\geq 0$

(2) $C_{n}C_{n+1}\geq$ Oかっ $C_{nn}^{\prime c^{J}}+1\geq 0$ であるのは、 $C_{n}+C_{n}^{;}=(-1)’\iota-1qr\iota$または $(-1)^{n}qn-1$で

ある時またその時に限る。そしてこの時、 $|C_{\tau\iota+1}|=|C_{n}|+d_{n+1}q_{n}\geq|C_{n}’|$ かっ

$|C_{n+1}’|=$ |Cn/l+d駈 lqr9 $\geq|C_{n}’|$ である。

(3) $C_{n}C_{\Gamma\iota}+1<0$ かっ $C_{nn+1}^{\prime c’}<0$ であるのは、 $C_{n}+c_{n}^{J}=(-1)^{n-1}q_{n}+(-1)^{r\iota}q_{n-1}$ で

ある時またその時に限る。そしてこの時、 $|C_{n+1}’|=|C_{n}|+(d_{n+1^{-}}’1)q_{n}+q_{n-1}>|C_{n}|$

かつ $|c_{n+1}|=|C_{n}’,|+(d_{n+1}-, 1)q_{n}+q_{r\iota-1}>|C_{n}’|$ である。

3. 定理 1 及び命題の証明

$n$.を奇数とする。もし $C_{n}.>0$ならば、Lemma 3より $C_{n}+C_{n}’=q_{n}$ または $C_{r\iota}+C_{n}’=$

$q_{n}-q_{n-1}$ である。 $\{jq_{n-1}\theta\}$ は Lemma 2より $\{q\theta\}(0<q<q_{r\iota})$の中で $j$ 番目に’J\さい
値であること、 また $||(C_{r\iota}+jqn-1)\theta-\emptyset||=(j-\gamma_{n})|D_{n-1}|>\gamma_{n}|D_{n-1}|=||c_{rx}\theta-\phi||$

$(j\geq 2)$であることから、 $0<q<q_{n}$ で $q\neq q\tau\iota-1$ であるようなすべての整数 $q$ に対して、

$(C_{n}+q)||(c_{n}+q)\theta-\emptyset||>C_{n}||C\theta-\gamma\iota\emptyset||$

が成り立つ。 $\{(q_{n}-jq_{\iota-1},)\theta\}$ は $\{q\theta\}(0<q<q_{r\iota})$の中で $j$ 番目に小さい値であり
$||(C_{n}-qn+jq_{n}-1)\theta-\emptyset||=|D_{n}|+(j-\gamma_{n})|D_{\gamma l-1}|>\gamma_{n}|D_{n}-1|=||C_{n}\theta-\phi||(j\geq 9_{arrow)}$

であるから、 $0<q<q_{r\iota}-jq_{n-}1$ であるすべての整数 $q$に対して

$(C_{n}-q)||(Cn-Q)\theta-\emptyset||$

$> \min(c_{n}||c\prime b\theta-\phi||, (c_{n}-qn+jqr\iota-1)||(c_{h^{-q_{n}}}+\prime jq_{n-}1)\theta-\phi||$,
$(C_{n}-q_{n}-1)||(c_{r}\iota-qn-1)\theta-\phi||)$

を得る。 ここで、 $C_{n}-q_{r\iota}+jq_{n-1}>0$ を満たす最小の正整数を $j$ とした。 また
$||(C_{n}-Q_{r}\iota-1)\theta-\emptyset||=(1+\gamma_{n})|D_{n-1}|$ であることに注意。

Lemma 3より $C_{n-1}+C_{n-1}’=-(q_{n-1^{-}}qn-2)$ または $C_{n-1}+C_{l}’,-1=q_{\gamma}l-2$ である。
$C_{n-1}+C_{n-1}’=-(q_{n-1}-q_{n-2})$であるとき、 もし

$C_{n}-q_{n}+jq_{n}-1=|C_{n-}’1|-(c\iota_{n}-cf_{n}-j+1)q_{n-}1>|C_{\gamma}’-1|\iota q+n-2$

または $j\geq(\iota_{n}-(f_{n}+\underline{9}$であるならば、

$(|C’,\cdot-1|\iota+q_{r}l-2)(1-\wedge(_{r}|.-1)’|D-2|\prime \mathrm{t}=(|C_{\gamma\iota}’-\iota|+qn-2)((l,+\iota\theta r\mathrm{t}-(f_{l},-\wedge 5f,\prime l)|D|rl-1$

$<(c_{n}-qrL+jqr\iota-1)(|D|\prime 1+(j-\gamma;?)|D_{1},-1|)$
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を得る。 $j=\mathrm{r}\iota,,$ $-d_{n}+\underline{9}$である時、 $C_{r\iota}-q_{n}+jq_{n-1}=|C_{n-1}’|+q_{n-1}$ が成り立つことに

注意する。次に、 もし

$C_{n}-q_{\gamma 1-1}=|C_{n-1}’|+(d_{n}-\underline{9})q$。$-1+q_{n-2}>|c_{n-1}’|+qn-2$

または $d_{r\iota}\geq 3$ならば、 $d_{n}+cf_{n}’=an+1$ より $\wedge(_{n}+\gamma_{n}’=\theta_{n}$かつ $|C_{n-1}J|<q_{n-1^{-}}q_{n-}2<$

$(1+\gamma_{n})q_{n-1}-q_{n-2}$ であるから、

$(|C_{n^{-}}’.1|+qn-2)||(|c’-1|nq+n-\underline’)\theta-\emptyset||=(|C_{n-1}’|+qn-2)(1-\gamma n’-1)|D_{n-2}|$

$=(|C_{n-1}’|+q_{n}-2)(d_{n}-2)|D_{n}-1|+(|C_{n-}’1|+q_{n}--,)(1+\wedge[n)|Dn-1|$

$<q_{n-1}(1+\gamma n)(dn-2)|Dn-1|+(|C_{n}’|-1+q_{n-2})(1+\gamma n)|Dn-1|$

$=(C_{n}-qn-1)(1+\gamma n)|D|n-1=(C_{n}-q_{n-1})||(Cn-q_{n-1})\theta-\phi||$

を得る。 もし $\mathrm{r}f$

。
$=2$ ならば、 $C_{n}-q_{n-1}=|C_{7\iota-}’11+q_{n-2}$ である $\circ$

$C_{n-1}.+C_{n-1}’=q_{n-2}$である時、 もし

$c_{n}-q_{n}+iqn-1=C_{n-1}-(a_{n}-d_{n}-j)q_{n-}1-q_{n-\mathit{2}}\geq C_{n-1}+Q_{n-1}-q_{n-2}$

または i $\geq c\iota_{\gamma}-\iota d_{n}+1$ ならば、

$(C_{n}.-qn+jq_{n-}1)(|D_{n}|+(j’-\gamma_{n})|Dn-1|)$

$\geq(C_{7\iota-1}+q_{n}-1-q_{n-\underline{9}})(|D_{r}\iota-1|+(1-\gamma_{n}-1)|Dn^{-\underline{\mathrm{Q}}}|)$

が成り立つ。もし

$C_{n}-q_{n-1}=C_{n-1}+(d_{n}.-1)q_{n}-1>C_{n-1}.+q_{n-}1-qn-2$

または $d_{n}\geqarrow 9$ならば、 $C_{n-1}<q_{n-2}<q_{n-1}(1+\gamma_{n})$ より

$C_{n-1}||C’\theta-\emptyset n-1||=C_{n-1}\gamma_{n-1}|Dn-\underline{\mathrm{Q}}|=C_{\gamma\iota-}1(d_{n}-1+1+\gamma n)|D|n-1$

$<q_{n-1}(1+\gamma n)(dn-1)|D_{n}-1|+cn-1(1+\gamma_{n})|Dn-1|$

$=(C_{n}-qn-1)(1+\gamma n)|Dn-1|$

が成り立つ。もし $d_{n}=1$ ならば、 $C_{\gamma\iota}-q_{\gamma}l-1=C_{n-1}$である。 $C_{n}$ と $C_{n}’$ (同じく $d_{n}$ と $d_{n}’$ ,
$\gamma_{n}$ と協など) が互いに交換されている場合にも、同様の事実が証明できる。

$n$ が奇数で $C_{n}+C_{n}’=-q_{\iota-1}$, であると仮定する。Lemma 3より $d_{n}=d_{n}’=0$ か

つ $C_{n-1}+C_{n-1}’=-q_{n-1}$ である。 $0<q<q_{n}$で $q\neq q_{n}-q_{n-}1$ なすべての整数 $q$に対して

$(|C_{n}|+q)||(|C_{n}|+q)\theta-\phi||=|C_{n}-q||||C_{n}-Q|\theta-\emptyset||>|C_{n}||||C_{n}.|\theta-\phi||$

が成り立つ。もし $a_{n}\geq\underline{9}$ ならば、 $\gamma_{n}+\wedge l’n’=1$ より

$|c_{,,|||+}’,c’\theta n\varphi’||=|c_{?}^{l},\cdot||||C_{n}’|\theta-\phi||=|C_{n}’|\gamma_{rt}’.|Dr\iota-1|$

$<(|c,n|+q,\iota-q_{n}-1)(\theta,\iota+\gamma_{n}’)|D_{\mathrm{t}},-1|$

$=(|C_{r}., |+q_{;}\mathrm{t}-q_{r\iota-1})||(|C_{n}\text{ノ}|+q;1-q_{n-1})\theta-\varphi’||$
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を得る。 もし $c\iota_{n}=1$ ならば、 $|C_{n}.|+q_{r\iota}-q_{\gamma \mathrm{t}-1}=|C’,\iota-1|+q_{rl-2}$である。

n.を偶数とする。もし $C_{n}\ovalbox{\tt\small REJECT}>0$ならば、 $c,+C_{n}’\ovalbox{\tt\small REJECT}=qn-1$ である。 $\{(q_{n}-jq,\iota-1)\theta\}$が $\{q\theta\}(0<$

$q<$ qn)の中で j番目に小さい値であり $||$ ( $C$
。

$+q_{n}-jq_{\gamma}\iota-1$ ) $\theta-\phi||=|D_{n}|+(j-\gamma n^{)}|D,\iota-1|>$

$\wedge(n^{||=}D_{n-1}||C_{n}\theta-\phi||(j\geq\underline{9})$ であることから、 $0<q<q_{n}$ で $q\neq q_{n}-q_{n-1}$ なすべて
の整数 $q$ 1こ対して

$(C_{n}+q)||(c_{r}+q)n\theta-\emptyset||>C_{n}’||C_{n}\theta-\phi||$

を得る。 もし $a_{n}\geq 2$ならば、 $\gamma_{n}+\gamma_{n}’=1$ より、

$C_{n}’||C_{n}’\theta+\emptyset||=C_{n}’\gamma_{n}’|D_{n-}1|$

$<(c_{n}+q_{n}-q_{n}-1)(\theta n+\gamma_{n})’|D_{n-1}|$

$=(C_{n}+qn-q_{\gamma}\iota-1)||(C+qn-nq_{n}-1)\theta-\emptyset||$

を得る。 もし $a_{n}=1$ ならば、 $C_{n}+q_{n}-q_{n-1}=C_{\mathrm{n}-1}+q_{n-2}$である。

$C_{n}+C_{n}’=-q_{n}$ または $C_{n}+C_{n}’=-q_{n}+q_{n-1}$
. である時も同様に証明される。例えば、

$|C_{n}|$ と $|c_{n}’|$ を、奇数の場合の C。と $C_{n}’$ にそれぞれ置き換えればよい。

4. 応用例

簡単のため、Borwein兄弟による $\phi(0<\phi<1)$ の \theta 展開による式を、 自明な $d_{0}=0$を省い
て $\phi=_{\theta}\langle d_{1}, d_{2}, \ldots, d_{7\iota}, \ldots\rangle$ で表すことにする。上線は循環 (または)擬似循環を表し、

$\phi=_{\theta}\langle d1,$
$\ldots,$

$df_{1}n’\overline{.(i),\ldots,f_{m}(i.)}\rangle^{k}i=1$

$=_{\theta}\langle d_{1},$

$\ldots,$
$d_{n},$ $\overline{f1(1),\ldots,f_{m}.(1),\mathit{1}_{1}^{\cdot}(\underline{9}),\ldots,f_{m}(2),\ldots,f_{1}.(h.\cdot),\ldots,f.7n(k)}\rangle$

と約束する。

例として、 $\theta=(\sqrt{D}-ab)/(\underline{9}Cl)=[\mathrm{o}_{J}.\overline{a,b}]$ の場合を考える。 ここで $D=ab(ab+4)_{\text{、}}$

$a$ と $b$は固定された正整数である。

定理 2. ある正整数 $b\geq 2$ に対して

$\mathcal{M}(\theta, \frac{1}{b})=.\frac{a}{b\underline{)}\sqrt{D}}$

注意. $a=1$の場合だけが Theorem 6, [7]で証明された。

証明. $\phi=1/b$は

$\frac{1}{b}=_{\theta}(\lfloor\frac{ia}{b}\rfloor-\lfloor\frac{(i-1)\prime\iota}{b}\rfloor$ . $\{\frac{\prime j_{\zeta l}}{b}\}b\rangle_{i=1}$

と表され、 $i$. $=1_{7}.\underline{9}\ldots$ . :
$b$に対して

$\wedge’/\supseteq i-1=\frac{\theta_{1}}{f},+\{.\frac{j_{(l}}{l_{J}}\}$

$
$\wedge\prime f^{\underline{)}}.i=\frac{1}{l)}+\{..\frac{j_{\Omega}}{b}\}\theta$
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である。

$( \lfloor..\frac{ja}{b}\rfloor-\lfloor.\frac{(\cdot j-1)a}{b}\rfloor)q_{\dot{I}}\underline’-2-\{..\frac{j_{(l}}{b}\}bq_{2i-1}$

$= \frac{1}{b}((\mathit{1}^{\underline{)}}..i-1-q_{2}i-3)+\{\frac{(i-1)a}{b}\}q_{2i2^{-}}-\{.\frac{j,a}{b}\}q_{2i}$

であるから、

$C_{2n}= \sum_{=i1}n(\frac{1}{b}(Q_{2\dot{x}}-1-Q_{2i3}-)+\{\frac{(i-1)a}{b}\}q_{2i-2}-\{\frac{\prime ia}{b}\}q_{2i})$

$= \frac{1}{b}(\mathit{1}_{\sim}.,n-1^{-}\{\frac{na}{b}\}q_{2n}$

を得る。 $\theta=[0, \overline{a,b}]$の時、

$q \underline{\cdot}\supset_{n-1}=\frac{a(\alpha^{n}-/\mathit{3}^{n})}{\alpha-\beta}$ かつ $q_{2\cdot n}= \frac{(\alpha^{n+1+}-/\mathit{3}^{n}1)-(\alpha-n\beta^{n})}{\alpha-/\mathit{3}}.$

.

が成り立ち、

$\alpha=\frac{(\mathrm{r}\iota b+2)+\sqrt{D}}{2}$ $h^{\mathrm{a}-}\supset$
$\beta=\frac{(_{C\iota b}+2)-\sqrt{D}}{2}$

であり、 $\alpha+/\mathit{3}=ab+2,$ $\alpha/\mathit{3}=1,$ $\alpha-\beta=\sqrt{D},$ $\theta\theta_{1}=\beta,$ $a\theta=b\theta_{1}$ を満たしてい

る ([7]を見よ) 。 故に、

$q2n-1|D_{2}n-1|= \frac{a(\alpha^{n}-\beta^{n})}{\alpha-\beta}.(\theta\theta_{1})^{r}larrow\frac{\iota}{\sqrt{D}}\zeta$ $(narrow\infty)$

かつ

$q_{2n}|D_{2n-}1|= \frac{(\alpha^{n+1}-\beta^{n+}1)-(\alpha-n\beta^{n})}{\alpha-\beta}\theta^{n}arrow\frac{Cl}{\theta_{1}\sqrt{D}}$

を用いて、

$\lim_{\text{ゆ}arrow\infty}C_{2n}\gamma \mathit{2}n|D_{\underline{\supset}}.n-1|$

$= \varliminf_{n\infty}(\frac{1}{b}\frac{a}{\sqrt{D}}-\{\frac{na}{b}\}\frac{a}{\theta_{1}\sqrt{D}})(\frac{1}{b}+\{\frac{na}{b}\}\theta)$

$= \varliminf_{n\infty}\frac{a}{b^{\mathit{2}}\sqrt{D}}(1-b^{\underline{9}}\{\frac{na}{b}\}-\frac{b^{3}}{a}\{\frac{nc\iota}{b}\}^{\underline{9}}\mathrm{I}$

を得、 これより $\lim\inf_{\gamma\iotaarrow\infty}|C_{2r1}\ovalbox{\tt\small REJECT}|\gamma_{2n}|D_{2n-}1|=c\iota/b^{2}\sqrt{D}$が言える。

同様にして、 $\lim\inf_{r\iota}arrow\infty|C_{\underline{9}_{f}\iota-1}|\wedge,!\mathit{2}n-1|D_{2n-2}|=(\iota/|y^{2}\sqrt{D}$を得る。

$1-\phi=1-1/b$は

$1- \frac{1}{[y}=_{t)}\langle’\iota+\lfloor-\cdot.\frac{jc\iota}{b}\rfloor-\lfloor-\cdot.\frac{(j-1)\zeta\iota}{b}\rfloor,$
$\{-\cdot.\frac{j_{Cl}}{b}\}b\rangle_{i})l=1$
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と表され、 $i$. $=1.9$-. . . . . $b$に対して

$\wedge \mathit{1}_{\mathit{2}\dot{l}-1}’=(1-\frac{1}{b})\theta_{1}+\{-\cdot\frac{j_{Cl}}{b}\}_{\mathfrak{t}}$ . $\wedge.=\prime’\underline{\supset_{i}\prime}1-\frac{1}{l)}+\{-\cdot.\frac{ja}{b}\}\theta$

である (ただし、 $b\geq a+\underline{9}$ でしかも $kCl\equiv 1(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} b)$を満たす正整数 $h$: が存在するときには
この形が少しだけ違ってくるが、議論は殆ど同様である) 。

$C_{2\iota}’’=(1- \frac{1}{b})q_{2n-1^{-}}\{-\frac{\eta(l}{b}\}q_{2\gamma}\mathrm{L}$

より、

$C_{\underline{\supset}_{n}}’. \gamma’2n|D\underline{9}n-1|\sim\frac{a}{\sqrt{D}}((1-\frac{1}{b})^{\mathit{2}}-(1-\frac{1}{b})b\{-\frac{\mathit{7}la}{b}\}-\frac{b}{a}\{-\frac{na}{b}\}2)$

を得、 これより $\lim\inf_{narrow\infty}|C_{2}’\gamma\iota|\wedge(\underline{\cdot?}n|\prime D_{\underline{9}}n-1|=(1-1/b)^{2}\cdot(\zeta l/\sqrt{D})$ が成り立つ。同様に
して、 $\lim\inf_{narrow\infty}.|C_{2\gamma l}’-1|\gamma_{-}’,n-1|D_{27\iota-\underline{?}}|=$ $(1- 1/b)^{\underline{9}}\cdot(a/\sqrt{D})$ を得る。

また $\lim\inf_{narrow\infty}(|\dot{C}_{n}\underline,|+q_{2n-1})(1-\gamma_{2n})|D_{2\iota-1}|\gamma$
’ limm $\inf_{narrow\infty}(|c_{2\prime\iota}’|+q_{2n-1})(1$ -

$\gamma_{\mathit{2}n}’)|D_{2}1|n-,$ $\lim\inf_{narrow\infty}(C2n-1+q2r\iota-2)(1-\gamma 2n-1)|D2r\iota-\mathit{2}|,$ $\lim\inf_{narrow\infty}(C_{21}’+\tau\iota-$

$q_{\mathit{2}n-2})(1-\gamma’\mathit{2}\gamma b-1)|D_{2n-\mathit{2}}|$ の値はすべて $a/b\underline’\sqrt{D}$以上であることも実際に計算される。
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