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1. 導入

次のような和を考えてみる。

(1) $H_{j}(x):=$
$\sum_{n_{1}n_{2}\ldots.n_{j}\leq x}$

$x1(n_{1})x_{2(n}2)\ldots.\chi j(nj)$

with $n_{1}<n_{2}<\cdots<n_{j}$

ここで $\chi_{i}$ は mod $q$ の Dirichlet 指標である。 この和 $H_{j}(x)$ を多重指標和と呼ぶ
事にする。 また

$f_{j}(n)=$
$m_{1}m_{2} \ldots m_{\mathrm{j}-}\sum_{|1n}$

$\chi 1(m_{1})\ldots xj-1(mj-1)x_{j}(\frac{n}{m_{1}m_{2}\ldots m_{j-1}})$

$\dot{m}_{1}<\cdots<m_{j-1}<\frac{\mathfrak{n}}{m_{1}\ldots m_{j-1}}$

なる関数 $f_{j}(n)$ を定義すれば, これを用いて、

$H_{j}(x)= \sum_{n\leq x}f_{j}(n)$

である。問題として「この和 (1) の ($xarrow\infty$ とした時の) 漸近的な挙動」を考えて
みよう。これは重み付きの格子点問題といえるし、約数問題の–般化であるともいえ
る。 アプローチの仕方は大きく分けて二通り考えられる。格子点を数えるという発
想ともう -つは生成関数の解析的性質からとらえるという発想である。条件として
順序 $n_{1}<n_{2}\cdots<n_{j}$ を考慮しながら和を考えるということが、この問題を複雑にす
る。 このように順序を入れたタイプの和はこれまで論じられたことが無い様である。
ここで

(2) $L_{j}(s)= \sum_{<0<n1<..nk},\frac{\chi_{1}(n1)x2(n_{2}.)..\cdot\chi j(nj)}{(n_{1}n_{2}..n_{j})^{s}}.\cdot.=\sum\frac{f_{j}(n)}{n^{l}}n=\infty 1$ $(\Re_{S>}1)$

なる級数で複素数 $s$ の関数を定義して、これを多重 $\mathrm{L}$ 関数と呼ぶことにする。 ちな
みに、この関数もこれまで研究されたことが無い様である。今回は関数 (2) の性質
を調べ、その解析的な性質を通して多重指標和 (1) を考察する。

Remark 1. 順序 $n_{1}<n_{2}\cdots<n_{j}$ を考慮に入れない和

(3)
$\sum_{n_{1}n_{2}\ldots.n_{j}\leq x}\chi_{1}(n1)\chi_{2(n}2)\ldots.x_{j(n_{j}})$

$(xarrow\infty)$

であれば、対応する生成関数 $G(s)$ は

(4) $G(s)=L(s, \chi_{1})L(S, \chi 2)\ldots L(_{S}, x_{j})$

なる Dirichlet の $\mathrm{L}-$関数を $j$ 個掛け合わせたものとなる。この生成関数の性質から
和 (3) を調べるには、洗練された–般論 $[5]_{\text{、}}[6]_{\text{、}}[9]$ などが存在していて、その和
の挙動については或る程度のことが直ちに言える。 この時、生成関数 $G(s)$ が幾つか
の条件を満たしていることが要求される (例えば関数等式を持っているかとかその形
はどうかとか) 。
現在この関数 $L_{j}(s)$ には関数等式が見つからない。有ったとしても既に知られて

いる –般論の条件に当てはまるような、きれいな形ではないと思われる。関数等式を
見つけられるかどうかというのも今後の –つの大きな問題である。
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2. 多重ゼータ関数の–般化

多重ゼータ関数とは次のような級数で定義する :

(5) $\zeta_{k}(S_{1}, \ldots, s_{k})=0<n_{1}<\sum_{n<k}\ldots\frac{1}{n_{1}^{s_{1}SS}n_{2}\ldots n_{k}2k}$

ここで $s_{i}(i=1,2, \ldots, k)$ は複素数。この級数は $\Re(s_{i})\geq 1(i=1,2, \ldots, k-1)$ かつ
$\Re(s_{k})>1$ であれば絶対収束していて、その領域で多変数の正則関数を定める。 この
時、特殊値 $\zeta_{k}(a_{1}, \ldots, a_{k})$ (各 $a_{i},$ $(i=1,$ $\ldots,$

$k)$ は自然数) の研究が Euler 以来, そ
して最近の Zagier の研究いたるまで多くの数学者に依って研究がなされてきている
[15], [16], [3]。この級数 (5) で定義された多変数関数の解析接続は J. Zhao [17] によ
る仕事と S. Egami, Y. Tanigawa, S. Akiyama [1] による仕事がある。特に後者の 3
人の仕事について紹介すると、彼らは Euler-Maclaurin の和公式を用いた方法で解析
接続を行い、特殊値\mbox{\boldmath $\zeta$}(ml, . . . , $m_{k}$ ) (各 $m_{i}(i=1,$

$\ldots,$
$k)$ は十四整数) の研究を行っ

ている。

ここで (5) を –般化した二つの級数を考えてみよう。 $\beta_{i}(i=1,2, \cdots, q)$ は $[0,1)$

なる実数値として、 $\chi_{i}(i=1,2, \ldots, k)$ は $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q$ $(q\geq 2)$ の Dirichlet 指標とす
る。 この時

(6) 6(si $|\beta_{i}$ ) $= \sum_{0<n_{1}<\cdot\cdot<nk}.\frac{1}{(n_{1}+\beta_{1})^{S}1(n_{2}+\beta_{2})^{S}2(n_{k}+\beta_{k})^{s}k}\ldots$

と

(7) $L_{k}(s_{i}|x_{i})= \sum_{n_{k}0<n_{1}<\cdot\cdot<}.\frac{\chi_{1}(n_{1})}{n_{1}^{s_{1}}}\frac{\chi_{2}(n_{2})}{n_{2}^{s_{2}}}$ . .. $\frac{\chi k(n_{k})}{n_{k}^{s_{k}}}$ ,

なる級数を考え、それぞれ多重フルビッツゼ一タ関数、多重 $\mathrm{L}$ 関数と呼ぶことにしよ
う。 この二つの級数については Euler-Maclaurinの和公式を少し使いやすい形に修正
したものを用いることでぴに有理型に解析接続ができる (see [2]) 。今回の研究対
象である $L_{j}(s)$ は、 (7) の $k=j$ の場合であり、そこで $\mathrm{i}$ 個の複素変数 $s_{1},$ $s_{2\cdots \mathrm{j}},s$

を $s_{1}=s_{2}=\ldots=s_{j}$ と全て等しいと考え、改めてそれを $s$ とおいたものである。

Remark 2. 級数 (7) に対して「多重 $\mathrm{L}$ 関数」という言葉を用いたが、T. Arakawa
と M. Kaneko は (5) の–般化として

$ML(s_{1}, \ldots, s_{k})=$

(8) $\sum_{n_{1}=1}^{\infty}\sum_{n_{2}=1}\cdots\sum\frac{\chi_{1}(n_{1})}{n_{1}^{s_{1}}}\frac{\chi 2(n_{2})}{(n_{1}+n_{2})^{\epsilon_{2}}}\infty n_{k}=1\infty\ldots\frac{\chi_{k}.(n_{k})}{(n_{1}+\cdot\cdot+n_{k})^{\mathit{8}_{k}}}$

なる「多重 $\mathrm{L}$ 関数」を定義し、研究している。

Remark 3. 最近 K.Matsumoto は次のような級数を定義し研究を行った [13] :
$\zeta_{k}$ ( $v_{1},$ $\ldots,$ $v_{k1}$ $\alpha_{1},$

$\ldots,$
$\alpha_{k}$ ; $w_{1},$ $\ldots$ )

$w_{k})$

$=$ $m_{1}= \sum_{\mathrm{o}}^{\infty}\sum_{m_{2}=0}^{\infty}\cdots\sum_{m_{k}=0}^{\infty}(m_{11}w+\alpha_{1})^{-v_{1}}-(m_{1}w_{1}+m_{2}w_{2}+\alpha_{2})^{-v_{2}}$

(9) $\cross\cdots\cross(m_{1}w_{1}+m_{2}w2+\cdots+mkw_{k}+\alpha_{k})^{-v_{k}}$

ここで $v_{1},$ $\ldots,$ $v_{k},$ $w_{1},$ $\ldots,$
$w_{k}$ は複素数値で $|\arg wj|<\pi_{\text{、}}$ wj\neq O(l\leq i\leq k)。そし

て $\alpha_{1},$
$\ldots,$

$\alpha_{k}$ は正の実数値とする。この級数は、その特別な場合として (5) や (6) を
含んでいる。K. Matsumoto は変数 $w_{i}$ の漸近展開を論じる課程でこの級数 (9) で定
義される多変数関数の解析接続を行った。そこではメリンーバーンズ型の積分が有効
に用いられた。その方法は変数 $w_{i}$ の情報を得るための非常に見通しのよい証明も同
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時に与える。この解析接続時にメリンーバーンズ型の積分を利用するという発想は、
M. Katsurada が最初に発見し深めたアイディアである (正確には M. Katsurada は
(9) とは少し形が違う級数の研究にこのメリンーバーンズ型の積分を利用することを
思い付いた [11] $)$

。

3. 報告内容

まずは生成関数である $L_{j}(s)$ の性質について述べる。区間 $[0,1]$ に存在する分母が
$j$ 以下の分数をすべて考える。この集合を周期 1で実数全体に延長したものを $F_{j}$ と

して、 その部分集合 $F_{j,k}$ を次で定義する

$F_{j,k}=\{x\in F_{j} | x\leq k\}$

この時

Theorem 1. $L_{j}(s)$ は有理型関数で、その ${}^{t}poSSib\iota e$ ’pole は実軸上にのみ有り、 $F_{j,1}$

と $-$致する。 もし用いる指標 \mbox{\boldmath $\chi$}iがすべて単位指標でないと仮定すると、 その時は
$F_{j,1/2}$ と -致する。また pole の位数は 1とは限らない。

定理における主張はあくまで ‘possible’ pole でありそ九が真に pole であるかどう
かは、 さらにローラン係数を調べる必要がある酌 $=.2$ の場合に関しては次のように
完全に決定することができる :
Theorem 2. $\chi_{1}$ と $\chi_{2}$ は primitive な指標で、 $x1x2\neq\chi 0$と仮定すると、

$L_{2}(s)\{$
は整関数 if $x1x2(-1)=1$

は有理型でその poles は $\frac{1}{2},$ $- \frac{1}{2},$ $- \frac{3}{2}\ldots$ if $\chi_{1}\chi 2(-1)=-1$

Remark 4. $j\geq 3$ の場合では真の pole かどうかの完全決定に成功していない。

とにもかくにも生成関数が以上のように pole を持っているので $H_{j}(x)$ には、 こ

れら pole の情報が反映して

(10)
$H_{j}(x)= \xi:\mathrm{p}_{0\iota}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\Re\delta>\sum_{0}Pj,\xi(\log X)x^{\xi}+\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{r}$

term

となる事を (安易では治るが) 期待して当面の目標とする。
またこのような和を考える時は、用いる指標は全て単位指標でないもので議論す

ることにする (そのような場合について議論が理解できれば十分である)。 よって第
主要項の多きさは、 $P_{j,1/2}(\log X)x1/2$ となる漸近式が目標の形である。

関数 $F(x)$ に対して

$R_{k}[F(X)]:= \frac{1}{(k-1)!}\int_{0}^{x}(x-u)k-1F(u)du$

なる重みをつけて積分をすることを $F(x)$ の $k$ 回 Riesz mean を考えるという $0$ 期待
(10) には及ばないが次のような結果が得られた、

Theorem 3. 任意に小さい実数 $\epsilon>0$ に対して

$\frac{1}{x^{j-1}}R_{j-1}[Hj(_{X)}]=:\mathrm{p}\circ \mathrm{t}ein\sum_{\epsilon\Re s>0}.P_{j,\xi}(\log X)X+\epsilon O_{q}(_{X^{J)}}\mp^{1}\iota+\epsilon$
,

ここで $P_{j,\mathrm{t}}(t)$ はある多項式でその次数は pole $\xi$ の位数によって決まる。係数の定
義式も書ける。
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Theorem 3において重みの回数を減らしたいのだが $0<\Re_{S}$ にある pole のうち最
小のものまで主要項として取り出すには現段階では重みの回数がこれだけ必要であ
る。 もっと詳しく $H_{j}(x)$ の様子を記述しようと思うと、 $L_{j}(s)$ の性質を詳しく知る必
要がある。例えば領域 $0<\sigma$ で虚軸方向の $|L(_{j}S)|$ 大きさ評価をどこまで鋭くできる
か ? とか、関数等式はあるのか ? とかである。しかしながら現時点では、 $L_{j}(s)$ につ

いて得られている情報があまりにも乏しい。 $H_{j}(x)$ は期待 (10) のようになっている
だろうか ?

講演時での誤った発表とその修正個所について

講演時において自分はかなり間違ったことを言っていました。本稿では修正バー
ジョンを載せています。では何処が間違っていて、どの様に修正されたのかを述べま
すと

1. $L_{j}(s)$ の ‘possible’ pole の位置について「全ての $\chi_{i}$ が単位指標\mbox{\boldmath $\chi$}oでないと仮
定すると $\mathit{0}<\Re_{S}$ における possible pole は

$\frac{1}{2}$ $\frac{1}{3}$ $\frac{1}{4}$ , .. ., $\frac{1}{j}$

のみ。」と述べましたがこれは誤りで実際は本稿 Theorem 1に記述した通りです。

2. 「 ‘possible’ pole の位数は全て –位」だとばかり勘違いしていましたが実際
には本稿 Theorem 1に記述した通り位数 1とは限りません。

3. $L_{j}(s)$ の pole について上記の 1と 2のように勘違いしたため、 $H_{j}(x)$ の漸
近的な挙動についても 「期待として

$H_{j}(x)=\mathit{0}1/2X^{1/2}+C_{1/3}x1/3+\cdots+C_{1/j}x1/j+$ 誤差項

となるのではないか」などと言っていましたが、正しくは本稿の期待 (10) の通り
です。 また以上のような pole に関しての勘違いとその修正の末、本稿 Theorem 2
のような Riesz mean の結果になります。

ここまでの話しは、 $H_{j}(x)$ を調べるために、その生成関数である $L_{j}(s)$ の解析的
性質からアプローチをして Theorem 2を得たのであった。その Theorem 2は $H_{j}(x)$

の $j-1$ 回の Riesz mean を記述するというものであった。しかし、 $H_{2}(x)$ に関して
言 $\mathrm{Y}$

$\equiv$ うならば、別のアプローチ (格子点を数えるという発想) によって、次のような結
が果得られる :
Proposition 1.

$H_{2}(x)= \frac{A_{x1x2}(1)}{q},x+1/2O_{q}(x\frac{1}{3}+\epsilon)$

ここで $A_{\chi_{1},\chi 2}(1)$ は

$A_{x_{1}\chi_{2}},(1)=a= \sum_{12}^{q-}\sum_{a1=1}^{1}x1(a_{1})\chi_{2}(a_{2})\tilde{B}1(\frac{a_{1}-a_{2}}{q})1q-$

とする。

これは簡単なので証明のアイディアを載せておく。

証明 初等的な変形をすると、

(11) $H_{2}(x)= \sum_{a_{1^{=}}1}^{q-}1q\sum_{a2=1}^{-}\chi 11(a_{1})\chi_{2}(a2)$ $\sum$ $1\cross 1$

$\mathrm{w}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{h}nn_{2,n}\leq_{n}1<2x$

$n:\equiv a:(\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} q)\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}i=1,2$
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ここで $ni=m_{i}q+a_{i}$ とおいて、簡単な計算を行うと

$H_{2}(x)$ $=$ $q- \sum_{a_{1}=12}^{1}\sum_{=a1}x_{1}(a_{1})x_{2(a_{2}})q-1$

$\cross\sum_{0\leq m_{1}<\frac{\sqrt{x}-\sigma_{1}}{q}}\{-\tilde{B}_{1}(\frac{1}{q}(\frac{x}{m_{1}q+a_{1}}-a_{2}\mathrm{I})+\tilde{B}_{1}(\frac{a_{1}-a_{2}}{q})\}+o_{q}(1)$

$=$ $\frac{A_{\chi_{1},\chi 2}(1)}{q}x^{1/2}+E_{2}(x)+O(q1)$

ここで

$E_{2}(x)=- \sum_{=a_{1}1}^{1}x_{1(}q-a1)\sum_{a21}^{q1}-=x2(a_{2})0\leq m1<\sum\frac{\sqrt{x}-a_{1}}{q}\tilde{B}_{1}(\frac{1}{q}(\frac{x}{qm_{1}+a_{1}}-a_{2}))$

と $\tilde{B}_{1}(y)=y-[y]-\frac{1}{2}$である。かなりおおざっぱであるけれども

$|E_{2(_{X)|}} \leq\sum_{=a_{1}12}^{q-}\sum 1a=1q-1|_{0\leq m_{1}}\sum_{<\frac{\sqrt{l}-a_{1}}{q}}\overline{B}1(\frac{1}{q}(\frac{x}{qm_{1}+a_{1}}-a_{2}))$

と評価して、

$|_{0\leq m_{1}}< \sum\tilde{B}\frac{\sqrt{x}-a_{1}}{q}1(\frac{1}{q}(\frac{x}{qm_{1}+a_{1}}-a_{2})\mathrm{I}|$

なる所を評価する。この時、周期的ベルヌーイ多項式をフーリエ展開して、指数和の
評価をうまく行って、Proposition 1が得られる $0$

証明終わり

この誤差項 $E_{2}(x)$ の上からの評価はもう少し良く出来ると思うが (現在知られて
いるこのタイプの和の評価の結果を使ってという意味) その事は、今回の話しの主題
から外れるのでこれ以上は止めておく。この問題を考えるとき、用いる指標の順番を
意識させたいときは

$H_{2}(x)= \sum_{n1<n_{2}}\chi 1(n_{1})x2(n_{2})n1n2\leq x$

のことを特に

$H_{2}^{\chi 1x}’ 2(x)$

のように右肩に指標の順序を明示することとする。

Proposition 2. 次の条件を仮定する : $\chi_{1},$ $\chi_{2}$は primiiive, な指標で、 $x1x2\neq\chi 0$ と

する。 この時

$H_{2}^{\chi 1x}’ 2(x)$ または $H_{2}^{\chi_{2},\chi 1}(x)$

のどちらか–方の誤差項は

$E_{2}(X)=\Omega(x^{\frac{1}{4}+\epsilon)}$

と評価できる。 ここで\epsilon は任意に小さい正の実数値。

Remark 5. 実はこの Proposition2も講演時から多少修正したものを記述している。

29



証明

$\sum$
$\chi_{1}(n1)x_{2}(n2)=l\leq\sum_{x}\chi_{1}\chi 2(l)+H_{2}^{\chi_{1}}’ x2(x)+H_{2}\chi 2,\chi_{1}(_{X)}1/2$

$nln\mathit{2}\leq x$

が成立している。右辺御門–項目は、条件から $<<1$ である。 また右辺の $H_{2}^{\chi 1\chi_{2}}’(x)$

と $H_{2}^{\chi_{2},\chi 1}(x)$ からのそれぞれの主要項を足すと $0$ になることがいえる。 -方左辺の
絶対値を取ったものを下から評価すると、 $\Omega(x^{\frac{1}{4}+\epsilon})$ となることは、良く知られたこと
である。

証明終わり

以上のように $H_{2}(x)$ であれば、既に知られた結果を使うことで直ちに主要項 $+$誤
差項の形に書くことが出来て、しかも誤差項に対しては上からの評価と下からの評価
が或る程度は言えてしまう。これは生成関数の立場から $H_{2}(x)$ を眺めたときよりも、
明らかに良い結果を与えている。ではこのような (生成関数を経由しない) 方法が
$H_{j}(x)$ $(3\leq j)$ に対しても通用して、期待 (10) の結果が得られるのではないか ?
と考えてみたくなる。実際にやってみよう。初等的な変形によって

$H_{3}(x)$ $=$ $\frac{A_{\chi_{2},\chi 3}(1)}{q}L(1/2, \chi 1)x^{1/}2+\frac{A_{\chi_{1},\chi 2\chi_{3}}(1,1)}{q},x^{1/}3$

$- \frac{A_{\chi_{2},\chi \mathrm{s}}(1)}{q}(\sum_{x^{1/}\leq n}^{\infty}s1\frac{\chi 1(n_{1})}{n_{1}^{1/2}}+1\sum_{n<x}\iota/s\chi_{1}(n1)n_{1})$

$+E_{3,1}(x)+E_{3,2}+Oq(1)$

ここで式中の記号については

$A_{\chi_{1},\chi_{2,\chi_{3}}}(1,1)= \sum_{a_{1}=1}^{q-}1a_{2}1q-\sum_{=a_{3}=1}^{1}\sum x1(a1)x2(a_{2})x_{3}(a_{3})\tilde{B}_{1}(q-1\frac{a_{1}-a_{2}}{q})\tilde{B}_{1}(\frac{a_{2}-a_{3}}{q})$

と

$E_{3,1}(x)=- \sum_{=a_{3}1}^{1}\chi q-3(a_{3})\sum\sum_{<1\leq n_{1}<xn1<n2x1/\mathrm{s}1/2}x_{1}(n_{1})x2(n2)\tilde{B}1(\frac{1}{q}(\frac{x}{n_{1}n_{2}}-a_{3}))$ ,

と

$E_{3,2}(x)= \sum_{a_{2}=1a\mathrm{s}}^{q}q\sum_{1=}^{-1}x2(a2)\chi_{3}(a_{3})\tilde{B}1(\frac{a_{2}-a_{3}}{q})1\sum_{\leq n_{1}<x^{1}/3}\chi_{1}(n1)\tilde{B}1(\frac{1}{q}(\sqrt{\frac{x}{n_{1}}}-a_{2}))$

である。ここで期待されるのは、 $E_{3,1}(x)$ が誤差項として評価されることである。し

かし、 これはこれでまた難しい問題に思える。

4. 最後に

多重指標和 $H_{j}(x)$ なるものを現在も研究中であるが、本稿で載せた、期待 (10) の

$H_{j}(x)= \sum_{s\epsilon:\mathrm{p}\text{。}1\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{n}\Re>0}Pj,\xi(\log x)x\epsilon+\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{r}$
term

のような形はどうも無理なのではないかと思い始めている。むしろ次のように目標を
設定すべきではないか :

$H_{j}(x)=P_{j},1/2(\log x)X^{\frac{1}{2}}+$ 誤差項

これは (全ての $\chi_{i}$は単位指標でないという条件の下での) 最大の pole である $\xi=\frac{1}{2}$

の情報だけが主要項に現れる形である (何故そう思うかという理由に関しては長くな
るので今回は述べられない) 。 この話しを進展させ、近い内に報告する機会がもてた
ら幸いである
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