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1 はじめに

統計的推定論において, 未知の母数の点推定問題は重要であり, 実際には, 未知の母数を
もつ母集団分布からの無作為標本に基づいて点推定を考える. まず, 母数空間の値をとる標
本の関数を (母数の) 推定量といい, 何らかの意味で望ましい推定量を求めることが推定問
題の–つの主要なテーマである. しかし, 推定量全体のクラスの中で何らかの意味で最良
な推定量は–般には存在しない. そこで, 母数の不偏推定量全体のクラスに制限して, その
分散を母数について–様に最小にする推定量すなわち–様最小分散不偏推定量 (uniformly
minimum variance unbiased estimator, 略して UMVUE) を求める問題が重要になる. こ

の問題については, すでにかなり詳細に検討されている (Washio, Morimoto and Ikeda
[WMI56], Zacks [Z71], Lehmann and Casella [LC98], Roussas [R97], Voinov and Nikulin
[VN93] $)$ . しかし, 母数そのものではなく, 母数の関数の不偏推定における, UMVUE の構
成法については, まだ検討の余地があるように思われる. 実際, 1母数指数型分布族の場
合に, 母数のある関数の UMVUE の構成について Jani and Dave [JD90] は論じたが, 本
論において多母数指数型分布族の場合について, 母数の関数の UMVUE の構成について
考察する.

2 多母数指数型分布族における最小分散不偏推定 (I)

確率ベクトル (X, $Y$) がルベーグ測度に関する確率密度関数 (probability density function,
略して p.d.f.)

$f_{X,Y}(x, y; \theta)=a(x, y)b(\theta)\exp[_{i=}\sum_{1}^{\iota}C_{i}(\theta)d_{i}(x, y)]$ , $(x, y)\in \mathcal{X}\cross \mathcal{Y}\subset R^{2}$ , $\theta\in\Theta\subset R^{k}$

(2.1)
をもっとき, その分布族 $P=\{P_{\theta} : \theta\in\Theta\}$ を $k$ 次元指数型分布族という. ただし,

$a(\cdot),$ $b(\cdot)$ は非負値関数とし, 免 $()$ , $d_{i}(\cdot)(i=1, \ldots, l)$ は実数値関数とする. このとき, そ
の p.d.f. は,

$a(x, y) \prod_{i=1}[\iota h_{i}(\theta)]^{\mathrm{t}(x,y})$

$f_{X,Y}(x, y;\theta)=$ , $(x, y)\in \mathcal{X}\cross \mathcal{Y}\subset R^{2}$, $\theta\in\Theta\subset R^{k}$ (22)
$g(\theta)$

とも表すことができる. ここで,

$g( \theta)=\int_{\mathcal{X}}\int_{\mathcal{Y}}a(X, y)\prod^{l}[h_{i}(\theta)]^{d(x}i,y)dXdyi=1$
’

$h_{i,=}(\theta)=\exp[\alpha(\theta)](i=1, \ldots, l)$
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とする.

いま, $(X_{1}, \mathrm{Y}_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, \mathrm{Y}_{n})$ を, (2.2) の p.d.f. をもつ分布族からの大きさ $n$ の無作

為標本ベクトルとする. このとき, $(X_{1}, \mathrm{Y}_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, \mathrm{Y}_{n})$ の同時確率密度関数 (joint (i)

pdf) は,

$(a(x, y))n \prod[hi(i=\mathrm{t}1\theta)]\sum^{n}j=1(dix_{j},y_{j})$

$f_{X,\mathrm{Y}}(x, y;\theta)$ $=$

$(g(\theta))^{n}$

$(x_{j}, y_{j})\in \mathcal{X}\cross \mathcal{Y}\subset R^{2}(j=1, \ldots, n),$ $\theta\in\Theta\subset R^{k}$

である. ただし, $X=(X_{1}, \ldots, X_{n}),$ $\mathrm{Y}=(Y_{1}, \ldots, Y_{n}),$ $x=(x_{1}, \ldots, X_{n}),$ $y=(y1, \ldots, y_{n})$

とする. ここで, $z_{i}:= \sum^{n}j=1(d_{i}x_{j}, y_{j})(i=1, \ldots, l)$ で, $z_{1}\in(0, \infty),$
$\ldots,$

$zl\in(0, \infty)$ とする

と, $Z:=(Z_{1}, \ldots, Z_{\mathrm{t}})$ の $\mathrm{j}.\mathrm{p}.\mathrm{d}.\mathrm{f}$ . は,

$B(z_{1\iota}, \ldots,z,n)\prod_{i=1}^{\mathrm{t}}[h_{i}(\theta)]z_{i}$

$f_{Z}(z_{1}, \ldots, z\mathrm{t};\theta)=$
$(g(\theta))^{n}$

$z_{i}\in(0, \infty)(i=1, \ldots, \iota),$ $\theta\in\Theta\subset R^{k}$

になる. ただし, $B(z_{1}, \ldots, z\mathrm{t}, n)$ は

$(g( \theta))^{n}=\int_{0}^{\infty}\cdots\int_{0}^{\infty}B(_{Z_{1}}, \ldots, z\iota, n)i=\prod_{1}\downarrow[hi(\theta)]^{z_{i}}dz_{1}\cdots d_{Z}l$

とする. このとき, 因子分解定理より, $(Z_{1}, \ldots, Z_{\mathrm{t}})$ は $\theta$ に対する十分統計量である. $-$

般に, 完備十分統計量の関数となる不偏推定量が存在すれば, それが UMVUE になる.

次に, Jani and Dave [JD90] の結果を多母数の場合に拡張して, 母数 $\theta$ の関数垣 1$=1\{h_{i}(\theta)\}^{k}$

の推定問題を考察する.

定理 21 $(X_{1}, \mathrm{Y}_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, \mathrm{Y}_{n})$ を (2.2) の p.d.f. をもつ $\mathrm{k}$ 次元指数型分布族からの無
作為標本ベクトルとする. このとき,

$H_{k}(Z_{1}, \ldots, Z_{\iota}, n)=\{$ $\frac{B(Z_{1^{-}}k_{1},\ldots,Z_{\mathrm{t}}-k_{\iota},n)}{B(Z_{1},\ldots,Z_{l},n)}$ $(Z_{1}>k_{1}, \ldots, z_{\mathrm{t}}>k_{l})$ ,
(2.3)

$0$ (その他)

は, $\prod_{i=1}^{\iota}\{hi(\theta)\}k_{i}$ の UMVUE である. ただし, $k_{1},$
$\ldots,$

$k_{l}$ は正の数とする.

(証明) まず, (2.3) より,

$E_{\theta}[H_{k}(z_{1}, \ldots, Z_{l}, n)]$

$B(z_{1}, \ldots, z\iota, n)\prod_{1i=}^{l}[h_{i}(\theta)]z_{i}$

$=$ $\int_{z\iota\iota}>k\ldots\int z1>k_{1}\frac{B(_{Z_{1}}-k_{1},\ldots,z\iota-k_{\mathrm{t}},n)}{B(_{Z_{1},\ldots,z_{l}},n)}$ .
$(g(\theta))^{n}$

$dz_{1}\cdots dz_{\iota}$
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$B(_{Z_{1^{-kz_{\iota}-}}}1, \ldots,k\iota, n)\prod_{i=1}[h_{i}l(\theta)]^{z-k_{i}}i$

$=$ $\prod_{i=1}^{l}\{h_{i}(\theta)\}^{k}i\int_{z_{l}>}k_{\mathrm{t}}$ . . . $\int_{z_{1}>k_{1}}$

$(g(\theta))^{n}$

$dz_{1}\cdots dz\iota$

$B(w_{1}, \ldots, w\iota, n)\prod_{i=1}^{l}[h_{i}(\theta)]w_{i}$

$=$ $\prod_{i=1}^{l}\{hi(\theta)\}k_{i}\int_{w}\iota>0\ldots\int_{w>0}1$

$(g(\theta))^{n}$

$dw_{1}\cdots dw\iota$

$=$ $\prod_{i=1}^{l}\{h_{i}(\theta)\}k_{i}$

となるから, $H_{k}$ は $\Pi_{i1}^{\iota}=\{h_{i}(\theta)\}k_{i}$ の不偏推定量になる. また, (2.2) から $H_{k}$ は完備十分
統計量 $(Z_{1}, \ldots, Z_{l})$ の関数になる. よって, $H_{k}$ は $\Pi_{i=1}^{l}\{h,(\theta)\}^{k_{i}}$ の UMVUE になる. 口

次に, $\{g(\theta)\}^{k}$ の推定問題を考える.

定理 22 $(X_{1}, Y_{1})\ldots.,$ $(X_{n}, \mathrm{Y}_{n})$ を (2.2) の p.d.f. をもっ $\mathrm{k}$ 次元指数型分布族からの無
作為標本ベクトルとする. このとき,

$G_{k}(Z_{1,\ldots,l}Z, n):= \frac{B(Z_{1},\ldots.Z_{l},n+k)}{B(Z_{1},..,Z_{l},n)}$

,
(2.4)

は, $\{g(\theta)\}^{k}$ の UMVUEである.

(証明) (2.4) より,

$E_{\theta}[G_{k}(Z1, \ldots, Z_{\iota}, n)]$

$B(_{Z_{1,\ldots,l}}z, n) \prod[h_{i}(i=1\iota\theta)]z_{i}$

$=$ $\int_{z_{l}>0}\cdots\int_{z_{1>0^{\frac{B(z_{1},...’ z_{\iota,+}nk)}{B(_{Z_{1},.,z_{l}},n)}}}}..\cdot$

$(g(\theta))^{n}$

$dz_{1}\cdots dz_{l}$

$B(_{Z_{1},\ldots,z\iota}, n+k) \prod_{i=1}l[h_{i}(\theta)]z_{i}$

$=$ $\{g(\theta)\}^{k}\int_{z_{l}>0}\cdots\int_{z_{1}>0}$

$(g(\theta))^{n+k}$

$dz_{1}\cdots dz_{l}$

$B(z_{1,\ldots,\iota}z, m) \prod_{i=1}^{\mathrm{t}}.[h_{i}(\theta)]z_{i}$

$=$ $\{g(\theta)\}^{k}\int_{z_{l}>0}\cdots\int_{z_{1}>0}$

$(g(\theta))^{m}$

$dz_{1}\cdots d_{Z}\iota$

$=$ $\{g(\theta)\}^{k}$

となるから, $G_{k}$ は $\{g(\theta)\}^{k}$ の不偏推定量になる. ただし, $m=n+k$ とする. また, (2.2)
から, $G_{k}$ は完備十分統計量 $(Z_{1}, \ldots, Z_{l})$ の関数になる. よって, $G_{k}$ は $\{g(\theta)\}^{k}$ の UMVUE
になる. 口

次に, 確率密度関数 $f_{X,Y}(x, y;\theta)$ の推定問題を考える.
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定理 23 $(X_{1}, \mathrm{Y}_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, Y_{n})$ を (2.2) の p.d.f. をもつ $\mathrm{k}$ 次元指数型分布族からの無
作為標本ベクトルとする. ただし, $n\geq 2$ とする. このとき,

$\Phi_{x,y}(Z_{1}, \ldots, Z_{l}, n)=\{$

$\frac{a(x,y)B(Z1-d_{1}(x,y).’)z_{l^{-d_{l}(x,y}}),n-1)}{B(Z_{1},..,Z_{l},n)}\ldots$

$(Z_{1}>d_{1}(x, y),$
$\ldots,$

$Zl>d_{\iota(x,y))}$ , (2.5)

$0$ (その他)

は, $fx,Y(x, y;\theta)$ の UMVUEである.

(証明) (2.5) より,

$E_{\theta^{[\Phi_{x,y}(z_{1},\ldots,Z_{l}}},$ $n)]$

$=$ $\int_{z\iota>d_{l(y}}x,)\ldots\int_{z1}>d1(x,y)a(_{X}, y)B(Z_{1}-d_{1}(_{X}, y),$
$\ldots,$

$z\iota-d_{\iota}(_{X}, y),$ $n-1)$
$B(_{Z_{1},\ldots,z_{l}}, n)$

$B(z_{1}, \ldots, Z_{l}, n)i\prod_{=1}[h_{i}(l\theta)]z_{i}$

$dz_{1}\cdots dz_{l}$

$(g(\theta))^{n}$

$a(x, y) \prod_{i=1}^{\iota}[h_{i}(\theta)]^{d(xy)}i)$

$=$

$g(\theta)$

$\int_{z\iota}>d_{l}(x,y)\ldots\int_{z_{1>d(x,y}}1))B(Z_{1}-d_{1}(_{X}, y),$$\ldots,$
$z\downarrow^{-d}\iota(X, y, n-1)$

$\prod[h_{i}(\theta)l]^{z}i-di(x,y)$

.
$\frac{i=1}{(g(\theta))^{n-1}}d_{Z_{1}}\cdot*\cdot dz\iota$

$a(x, y) \prod_{i=1}^{\iota}[h_{i}(\theta)]^{d_{i}}(x,y)$ $B(w_{1}, \ldots, w_{\mathrm{t}}, m)\prod_{=i1}^{\mathrm{t}}[h_{i}(\theta)]w_{i}$

$=$

$g(\theta)$

$\int_{w_{l}>0}\cdots\int_{w_{1}>0}$

$(g(\theta))^{m}$

$dw_{1}\cdots dw_{l}$

$=$ $f_{X,Y}(_{X}, y;\theta)$

となるから, $\Phi_{x,y}$ は $f_{X,Y}(x, y;\theta)$ の不偏推定量になる. ただし, $m=n-1$ とする. また,

(2.2) から, $\Phi_{x}$ は完備十分統計量 $(Z_{1}, \ldots, Z_{l})$ の関数になる. よって, $\Phi_{x,y}$ は $f_{X,Y}(x, y;\theta)$

の UMVUE になる. 口

定理 $2.1\sim 2.3$ による構成法に基づいて, 指数分布, 正規分布, 対数正規分布の母数の

UMVUE を求めることができる.

例 21(指数分布). $n\geq 2$ とするとき, $(X_{1}, Y_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, \mathrm{Y}_{n})$ を p.d.f.

$f_{X,Y}(x, y;\alpha, \beta)=\{$

$\alpha\beta e^{-\alpha x-\beta y}$ $(_{X>0,>}y0)$ ,
$0$ (その他)
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をもつ指数分布からの無作為標本ベクトルとする. ただし, $\alpha>0,$ $\beta>0$ とする. このと

き, (X, Y) の j.p.d.f. は,

$f_{X,\mathrm{Y}}(x, y; \alpha, \beta)=\int\alpha^{n}\beta n\exp(-\alpha\sum^{n}X_{i}-\beta\sum i=1i=1nyi)$
$(_{X_{i}}>0, yi>0(i=1, \ldots, n))$ ,

10 (その他)

になるから, $Z_{1}= \sum_{i=1}^{n}X_{i2},$$Z= \sum^{n}i=1\mathrm{Y}_{i}$ とすると, $Z:=(Z_{1}, Z_{2})$ は $(\alpha, \beta)$ に対して完備

十分統計量になる. また, $Z:=(Z_{1}, Z_{2})$ の j.p.d.f. は

$f_{Z}(z_{1}, Z_{2};\alpha, \beta)=\{$
$\frac{\alpha^{n}\beta^{n}}{\{(n-1)!\}^{2}}z_{1}^{n-1-}z_{2^{n}}(1e-\alpha)z1(e^{-\beta})^{z_{2}}$ $(z_{1}>0, z_{2}>0)$ ,

(2.6)

10 (その他)

になる. このとき,

$B(z_{1}, z_{2}, n)-- \frac{z_{1^{n-}2^{n}}1_{Z}-1}{\{(n-1)!\}^{2}}$

になる. したがって, 定理 2.1より, $\exp(-\alpha-\beta)$ の UMVUEは,

$H_{2}(Z_{1}, Z_{2}, n):=\{$

$\frac{(Z_{1}-1)^{n-1}(z2^{-}1)^{n-1}}{Z_{1}^{n-1n-}Z_{2}1}=(1-\frac{1}{Z_{1}})^{n-1}(1-\frac{1}{Z_{2}})^{n-1}$

$(Z_{1}>1, Z_{2}>1)$ ,

$0$ (その他)

になる. また, 定理 22より, $1/(\alpha\beta)$ の UMVUE は,

$G_{1}(Z_{1}, Z_{2}, n):= \frac{Z_{1}Z_{2}}{n^{2}}$

になる. また, 定理 23より $f_{X,Y}(x, y;\alpha, \beta)$ の UMVUE は,

$\Phi_{x,y}(Z_{1}, z_{2}, n):=\int\frac{\{(n-1).\}^{2}}{\{(n-2)\}^{2}}!\frac{(Z_{1}-x)n-2(Z_{2}-y)^{n-2}}{Z_{1}^{n-1n-}Z_{2}1}$
$(Z_{1}>X, Z_{2}>y)$ ,

10 (その他)

になる.

特に, $\alpha=2,$ $\beta=3$ の場合に $n=20,50$ について, その p.d.f. $f_{X,Y}(x, y;2,3)$ と

その UMVUE $\Phi_{x,y}(Z_{1}, z_{2}, n)$ の値を数値計算によって求め, それらを表 21において,
$f_{X,Y}(x, y;2,3)$ の値, $\Phi_{x,y}(Z_{1,2}z, n)$ の値, およびその相対誤差 { $\Phi_{x,y}(z1, z2, n)-f_{X,Y}(X,$ $y$ ;
2, $3$ )} $/f_{X,Y}(x, y;2,3)$ の値を示す.
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例 22(正規分布). $n\geq 3$ とするとき, $(X_{1}, Y_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, \mathrm{Y}_{n})$ を p.d.f.

$f_{X,Y}(x, y; \sigma_{1,2}\sigma)=\frac{1}{2\pi\sigma_{1}\sigma_{2}}\exp\{-\frac{1}{2}(\frac{x^{2}}{\sigma_{1^{2}}}+\frac{y^{2}}{\sigma_{2}^{2}})\}$

をもつ 2次元正規分布 $N_{2}(0, \mathrm{o}, \sigma_{1}^{22}, \sigma 2,0)$ からの無作為標本ベクトルとする. ただし, $-\infty<$

$x<\infty,$ $-\infty<y<\infty$ で, $\sigma_{1^{2}}>0,$ $\sigma_{2^{2}}>0$ とする. このとき, $Z_{1}:=\Sigma_{i=1}^{n}x_{i^{2}},$ $z_{2}$ $:=$

$\sum_{i=1}^{n}\mathrm{Y}_{i}^{2}$ とすると, $Z:=(Z_{1}, Z_{2})$ は $(\sigma_{1^{2},2^{2}}\sigma)$ に対して完備十分統計量になり, $Z$ $:=$

$(Z_{1}, Z_{2})$ の j.p.d.f. は,

$f_{Z}(_{Z_{1},z}2; \sigma^{2}1, \sigma 2)2=|\frac{(Z_{1}\mathcal{Z}_{2})(n-2)/2}{2^{n}\{\Gamma(\frac{n}{2})\}^{2}}\frac{(e^{-\frac{1}{2\sigma_{1^{2}}}})^{z}1(^{-\frac{1}{2\sigma_{2^{2}}}}e)z_{2}}{(\sigma_{1}\sigma_{2})^{n}}$ $(z_{1}>0, z_{2}>0)$ ,
(2.7)

$|0$ (その他)

になる. このとき,

$B(_{Z_{1}}, Z_{2}, n)= \frac{(Z_{1}Z_{2})(n-2)/2}{2^{n}\{\Gamma(\frac{n}{2})\}^{2}}$

になる. したがって, 定理 2.1より, $\exp(-\frac{1}{2\sigma_{1^{2}}}-\frac{1}{2\sigma_{2^{2}}})$ の UMVUE は,

$H_{2}(Z_{1}, z_{2}, n)=\{$

$\{(1-\frac{1}{Z_{1}})(1-\frac{1}{Z_{2}})\}^{(n-2)}/2$ $(z_{1}>1, z_{2}>1)$ ,

$0$ $(\not\in\emptyset(\{\mathrm{h})$

になる. また, 定理 23より, $f_{x,Y}(x, y;\sigma 1, \sigma^{2}2)2$ の UMVUE は,

$\Phi_{x,y}(Z_{1}, Z_{2}, n)=\frac{1}{\{B(\frac{1}{2},\frac{n-1}{2})\}^{2}}\frac{\{(Z_{1}-X^{2})(z_{2}-y^{2})\}^{(}n-3)/2}{(Z_{1}z_{2})(n-2)/2}\mathcal{X}_{()}z_{1},Z2((X^{2}, \infty)\cross(y^{2}, \infty))$

になる.

特に, $\sigma_{1}^{2}=1,$ $\sigma_{2^{2}}=4$ の場合, すなわち 2次元正規分布 $N_{2}(0,0,1,4,0)$ の場合に $n=$

$20,50$ について, その p.d.f. $f_{X,Y}(x, y;1,4)$ とその UMVUE $\Phi_{x,y}(Z_{1}, z_{2}, n)$ の値を数値計

算によって求め, それらを表 22において, $f_{X,Y}(x, y;1,4)$ の値, $\Phi_{x,y}(Z_{1}, z_{2}, n)$ の値, お

よびその相対誤差 $\{\Phi_{x,y}(Z1, Z2, n)-f_{x,Y}(x, y;1,4)\}/f_{X},Y(x, y;1,4)$ の値を示す.

また, $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を正規分布 $N(\mathrm{O}, \sigma^{2})$ からの無作為標本とすれば, $Z:= \sum_{i}nX_{i}=12$ は $\sigma_{2}$

に対する完備十分統計量になり, 上記のことから $N(\mathrm{O}, \sigma^{2})$ の p.d.f. $fx(x;\sigma)2$ の UMVUE は

$\Phi_{x}(z, n)=\frac{Z^{-(n-2})/2}{B(\frac{1}{2},\frac{n-1}{2})}(z-X)2(n-3)/2\mathcal{X}Z((x^{2}, \infty))$

となる $([\mathrm{J}\mathrm{D}90], [\mathrm{V}\mathrm{N}93])$ . 特に, $\sigma^{2}=1$ の場合, すなわち $N(\mathrm{O}, 1)$ の場合に, $n=20,50$ に

ついて, その p.d.f. $fx(x;1)$ とその UMVUE $\Phi_{x}(Z, n)$ の様子を図 2.1によって示し, 数

値計算の結果を表 23で示す.
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$n=20$

$n=50$

図 2.1 $N(\mathrm{O}, 1)$ の p.d.f. $f_{X}(x;1)$ (実線) とその UMVUE $\Phi_{x}(z, n)$ (点線)

37



表 2.3 $N(0,1)$ の p.d.f. $f_{X}(x;1)$ の値 (真値), UMVUE $\Phi_{x}(z_{n)}$, の値とその相対誤差

$n=20$ の場合

$n=50$ の場合
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例 23(対数正規分布). $n\geq 3$ とするとき, $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$ を p.d.f.

$.f_{X}(x;, \sigma^{2})=\frac{1}{\sqrt{2\pi\sigma^{2}}}\frac{1}{x}\exp\{-\frac{(\log x-\mu 0)^{2}}{2\sigma^{2}}\}(X>0)$

をもつ対数正規分布 (lognormal distribution) $LN(\mu_{0}, \sigma^{2})$ からの無作為標本とする. ただ
し, $\sigma^{2}>0$ とし, $\mu_{0}$ は既知とする. このとき, $X:=(X_{1}, \ldots, X_{n})$ の j.p.d.f. は,

$f_{X}(_{XX}1, \ldots,n;\sigma^{2})$
$=$

$\frac{1}{(2\pi\sigma^{2})^{n/2}}\frac{1}{\prod x_{i}n}\exp\{-\frac{1}{2\sigma^{2}}\sum(\log Xi-\mu_{0})2i=1n\}$

$i=1$

$(x_{i}>0(i=1, \ldots, n))$

になる. したがって, $z:= \sum_{i=}^{n}1(\log Xi-\mu 0)2$ とすると, $Z$ は $\sigma^{2}$ に対して完備十分統計
量になり, $Z$ の p.d.f. は,

$f_{Z}(z;\sigma^{2})=\{$
$\frac{1}{(2\sigma^{2})^{n}/2\Gamma(\frac{n}{2})}z^{()/}n-22(e-\frac{1}{2\sigma^{2}})z$ $(z>0)$ ,

(2.8)

10 (その他)

になる. このとき,

$B(_{Zn},)= \frac{z^{(n-2)}/2}{(2\sigma^{2})^{n}/2\Gamma(\frac{n}{2})}$

になる. したがって, 定理 2.1より $\exp(-\frac{1}{2\sigma^{2}})$ の UMVUE は,

$H_{1}(Z, n):=\{$
$(1- \frac{1}{Z})(n-2)/2$ $(Z>1)$ ,

10 (その他)

になる. ここで, $-1/(2\sigma^{2})$ は自然母数であることに注意. また, 定理 23より, $fx(x;\sigma)2$

$\text{の}$ UMVUE ta,

$\Phi_{x}(z_{n)=},\{$ $\frac{1}{\sqrt{\pi Z}x}\frac{\Gamma(\frac{n}{2})}{\Gamma(\frac{n-1}{2})}\{1-\frac{1}{Z}(\log x-\mu 0)^{2}\}^{(-}n3)/2$ $(Z>(\log X-\mu_{0})^{2})$ ,

10 (その他)

になる.

3 多母数指数型分布族における最小分散不偏推定 (II)

ここでは, 前節とは異なる方法で指数型分布族の自然母数に関する最小分散不偏推定量
を構成する.
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3.1 指数型分布族とその制約条件

$(X_{1}, Y_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, \mathrm{Y}_{n})$ を (2.1) からの大きさ $\mathrm{n}$ の無作為標本ベクトルとすると, その同

時分布もまた指数型分布族に属し,

$f_{X,\mathrm{Y}}(x, y; \theta)=\prod_{j=1}a(x_{j}, y_{j})bn(\theta)\exp[\langle c(\theta), d(x, y)\rangle]$
(3.1)

となる. ただし, $c(\theta):=(c_{1}(\theta), \ldots, Cl(\theta)),$ $d(x, y):=(\Sigma_{j=11}^{n}d(Xj, y_{j}),$ $\ldots,$
$\Sigma_{j}^{n}=1d\mathrm{t}(x_{j}, yj))$

とし, $\langle\cdot, \cdot\rangle$ は内積を表すとする. このとき, 統計量 $Z=(Z_{1}(\mathrm{x}, \mathrm{Y}),$
$\ldots,$

$Z_{q}(\mathrm{x}, \mathrm{Y}))$ $:=$

$d(X, \mathrm{Y}.)$ の j.p.d.f. は,

$f_{Z}(z, \theta)=B_{n}(z)\psi_{n}(\theta)-1[\exp(\langle c(\theta), z\rangle)]\mathcal{X}_{\tau()}Z$ (3.2)

となる. ただし, $z:=(z_{1}, \ldots, z_{q})$ で, $\mathcal{T}$ を $Z$ の値域とし, また $\theta\in\Theta\subset R^{p}(q\leq p)$ で,

$B_{n}(z)$ は微分可能な正値関数, $\psi_{n}(\theta)$ は正値関数とする. このとき, 定理 2.11より $Z$ は

完備十分統計量である. さらに, 次の条件 (A), (B) を考える.

(A) $\mathcal{T}=\mathrm{x}_{i=1}^{q}(ai, b_{i})$ とするとき, 各 $n=1,2,$ $\ldots$ について,

$\lim_{z_{i^{arrow a}i+}0}B_{n}(\mathcal{Z})\exp$ [c4 $(\theta)z_{i}$ ] $=$ $0$ $(i=1, \ldots, q)$ ,

$\lim_{z_{i}arrow b_{i}0}B-n(z)\exp[c_{i}(\theta)z_{i}]$
$=$ $0$ $(i=1, \ldots, q)$

が成り立つ.

(B) $\mathcal{T}=\cross_{i=1}^{q}(a_{i}, b_{i}),\overline{B}_{ni}(z):=\int_{a_{i}}z_{i}B_{n}(Z)dz_{i}(i=1, \ldots, q)$ とするとき, 各 $n=1,2,$ $\ldots$

について,

$\lim_{z_{i}arrow b_{i}0}Bi(nz)\exp-[\mathrm{q}(\theta)z_{i}]=0$
$(i=1, \ldots, q)$

が成り立つ.

3.2 自然母数に関する–様最小分散不偏推定量の構成

指数型分布族において, $c(\theta)$ および $c(\theta)^{-1}$ の推定を考える. 実は, (3.2) において,

$\eta:=c(\theta)$ とおくと, (3.2) は

$f_{Z}(z, \eta)=B_{n}(z)\psi*n(\eta)-1\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{x}[\langle\eta, z\rangle]\mathcal{X}_{\mathcal{T}}(Z)$ (3.3)

と表せ, これを標準型 (canonical form) といい, $\eta=(\eta 1, \ldots, \eta_{q})$ を自然母数 (natural

parameter) という $([\mathrm{L}\mathrm{C}98])$ . したがって, 本節では自然母数 $\eta$ に関する推定を考えてい

ることに注意.
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定理 31 確率ベクトル $(X_{1}, Y_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, Y_{n})$ の j.p.d.f を (3.1) とする. そのとき, 条
件 (A) の下で,

$\hat{c}_{n}(Z)$ $:=$ $- \frac{\nabla B_{n}(Z)}{B_{n}(Z)}$

$=$ $(- \frac{\frac{\partial}{\partial Z_{1}}B_{n}(Z)}{B_{n}(Z)},$

$\ldots,$
$- \frac{\frac{\partial}{\partial Z_{q}}B_{n}(Z)}{B_{n}(Z)})$ (3.4)

は, $c(\theta)$ の UMVUEである.

(証明) (3.4) と条件 (A) より, 各 $i=1,$ $\ldots,$ $q$ について

$E_{\theta}[- \frac{\frac{\partial}{\partial Z_{i}}B_{n}(Z)}{B_{n}(Z)}]$

$=$ $- \frac{1}{\psi_{n}(\theta)}\int_{\mathcal{T}}\{\frac{\partial}{\partial z_{i}}B_{n}(z)\}\exp[\langle C(\theta), z\rangle]d_{\mathcal{Z}}$

$=$ $- \frac{1}{\psi_{n}(\theta)}\int_{a}^{b_{1}}1\ldots\int_{a_{i-}}bi-11\int_{a}^{b_{i+}}i+11\ldots\int_{a}^{b_{q}}qi\int_{a}^{b_{i}}\{\frac{\partial}{\partial z_{i}}B_{n}(z)\}\exp[\langle c(\theta), \mathcal{Z}\rangle]$

$dz_{i}dz_{!}\cdots dzi-1dz_{i+1}\cdots d_{Z}q$

$=$ $- \frac{1}{\psi_{n}(\theta)}\int_{a_{1}}^{b_{1}}\cdots\int_{a}^{b}i-i-11\int_{a_{i1}}b_{i+1}+\cdots\int_{a_{q}}^{b_{q}}\{[B_{n}(z)\exp[\langle_{C}(\theta), z\rangle]]^{b}a_{i}i$

$-c_{i}( \theta)\int^{b_{i}}a_{i}\cdot z_{i}B_{n}(z)\exp[\langle C(\theta), Z\rangle]d\}dz_{1}\cdots dz_{i}-1dZi+1\ldots dZ_{q}$

$=$ $c_{i}( \theta)\int_{\mathcal{T}}B_{n}(Z)\psi_{n}(\theta)-1[\langle_{C}(\exp\theta), z\rangle]dz$

$=$ $c_{i}(\theta)$

となるから, $\hat{c}_{n}(Z)$ は $c(\theta)$ の不偏推定量になる. また, (2.1) からち (Z) は完備十分統計
量の関数であるから, $\hat{c}_{n}(Z)$ は $c(\theta)$ の UMVUE になる. 口

また, 次の定理が成り立つ.

定理 32 確率ベクトル $(X_{1}, Y_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, Y_{n})$ の $\mathrm{j}.\mathrm{p}$ .d.f を (3.1) とする. 条件 (B) の
下で,

$\hat{C}_{n}(Z)$ $:=(- \frac{B_{n1}(Z)}{B_{n}(Z)},$
$\ldots,$

$- \frac{B_{nq}(Z)}{B_{n}(Z)})$ (3.5)

は, $c(\theta)^{-1}$ の UMVUEである.

(証明) (3.5) と条件 (B) より, 各 $i=1,$ $\ldots,$ $q$ について

$E_{\theta}[- \frac{\overline{B}_{ni}(Z)}{B_{n}(Z)}]$
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$=$ $- \frac{1}{\psi_{n}(\theta)}\int_{\mathcal{T}}\frac{\tilde{B}_{ni}(z)}{B_{n}(z)}B_{n}(Z)\exp[\langle_{\mathrm{C}(\theta)}, z\rangle]dz$

$=$ $- \frac{1}{\psi_{n}(\theta)}\int_{a_{1}}^{b_{1}}\cdots\int_{a_{i1}}^{b_{i-1}}-\int_{a_{i1}}^{b}i++1\ldots$ $\int_{a_{q}}^{b_{q}}\int_{a_{i}}^{b_{i}}\tilde{B}i(nZ)(\mathrm{G}(\theta)^{-1}\exp[\langle C(\theta), z\rangle])’$

$dz_{i}d_{Z_{1}}\cdots dzi-1dZi+1\ldots dZ_{q}$

$=$ $- \frac{1}{\psi_{n}(\theta)}\int_{a_{1}}^{b_{1}}\cdots\int_{a_{i1}}^{b_{i-1}}-\int_{a_{i+1}}^{b_{i+1}}\cdots\int_{a_{q}}^{b_{q}}\{[c_{i}(\theta)^{-}1\overline{B}_{ni}(_{Z)[}\exp\langle C(\theta), z\rangle]]_{a_{i}}^{b}i$

$- \mathrm{Q}(\theta)^{-}1\int_{a_{i}}b_{i}Bn(Z)\exp[\langle \mathrm{C}(\theta), z\rangle]d_{Z_{i\}}}dz_{1}\cdots dz_{i}-1dZi+1\ldots dZ_{q}$

$=$ $c_{i}( \theta)^{-1}\int_{\mathcal{T}}B_{n}(\mathcal{Z})\psi_{n}(\theta)-1[\langle_{C}(\exp\theta), z\rangle]dz$

$=$ $c_{i}(\theta)^{-1}$

となるから, $\hat{C}_{n}(Z)$ は $c(\theta)^{-1}$ の不偏推定量になる. また, (2.1) から $\hat{C}_{n}(Z)$ は完備十分
統計量の関数であるから, $\hat{C}_{n}(Z)$ は $c(\theta)^{-1}$ の UMVUE になる. 口

定理 3.1, 3.2による構成法に基づいて, 第 2節の例におけるいくつかの分布の他にワイ
ブル分布, バレ一 $\text{ト}$ 分布において自然母数の関数の UMVUE を求める.

例 21(続) (指数分布). $n\geq 2$ とするとき, $(X_{1}, \mathrm{Y}_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, Y_{n})$ を p.d.f.

$f(x, y)=\{$
$\alpha\beta e^{-\alpha x-\beta y}$ $(_{X>0,>}y0)$ ,
$0$ (その他)

をもつ分布からの無作為標本ベクトルとする. このとき, $Z_{1}:=\Sigma_{i=}^{n}1=X_{i},$$z_{2}: \sum^{n}i=1Y_{i}$ と

おくと, $Z:=(Z_{1}, Z_{2})$ は $\theta:=(\alpha, \beta)$ に対して完備十分統計量になり, その j.p.d.f は (2.6)
になる. このとき, $B_{n}(z)=(Z_{1}\mathcal{Z}_{2})^{n-}1/\{(n-1)!\}2$ となり, 条件 (A), (B) は満たされる.
よって, 定理 3.1より

$\hat{c}_{n}(Z):=(-\frac{n-1}{Z_{1}},$ $- \frac{n-1}{Z_{2}})$

は, $c(\theta)=(-\alpha, -\beta)$ の UMVUE になる. また, 定理 32より

$\hat{C}_{n}(Z):=(-\frac{Z_{1}}{n},$ $- \frac{Z_{2}}{n})$

は, $c(\theta)-1=(-1/\alpha, -1/\beta)$ の UMVUE になる.

例 2.2 (続) (正規分布). . $n\geq 3$ とするとき, $(X_{1}, Y_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, Y_{n})$ を 2次元正規分布
$N_{2}(0,0, \sigma_{1}^{2}, \sigma_{2},02)$ からの無作為標本ベクトルとする. このとき, $Z_{1}:= \sum_{i=1}^{n}x_{i^{2}},$ $z_{2}$ $:=$

$\sum_{i=1}^{n}Y_{i}^{2}$ とすると, $Z:=(Z_{1}, Z_{2})$ は $\theta:=(\sigma_{1^{2},2^{2}}\sigma)$ に対する完備十分統計量になり, その

j.p.d.f. は, (2.7) になる. このとき, $B_{n}(z)=(z_{1}Z_{2})(n-2)/2$ となり, 条件 (A) は満たされ
る. よって, 定理 3.1より,

$\hat{c}_{n}(Z):=(-\frac{n-2}{2Z_{1}},$ $- \frac{n-2}{2Z_{2}})$
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は, $c(\theta)=(-1/(2\sigma_{1^{2}}), -1/(2\sigma_{2}^{2}))$ の UMVUE になる. また, 定理 32より,

$\hat{C}_{n}(Z):=(-\frac{2Z_{1}}{n},$ $- \frac{2Z_{2}}{n})$

は, $c(\theta)^{-}1=(-2\sigma_{1^{2}}, -2\sigma_{2^{2}})$ の UMVUE になる.

例 31(ワイブル分布). $n\geq 2$ とするとき, 確率ベクトル $(X_{1}, \mathrm{Y}_{1}),$
$\ldots,$

$(X_{n}, Y_{n})$ を

p.d.f.

$f(x, y;\theta_{1}, \theta_{2})=\{$
$\frac{\beta_{1}\beta_{2}}{\theta_{1}\theta_{2}}X^{\beta_{1}\beta_{2}-1}-1y\exp(-\frac{x^{\beta_{1}}}{\theta_{1}}-\frac{y^{\beta_{2}}}{\theta_{2}})$ $(_{X>0,>}y0)$ ,

10 (その他)

をもつワイブル (Weibull) 分布からの無作為標本ベクトルとする. ただし, $\theta_{1}>0,$ $\theta_{2}>$

$0,$ $\beta_{1}>0,$ $\beta_{2}>0$ とし, $\beta_{1},$ $\beta_{2}$ は既知とする. このとき, (X, Y) の j.p.d.f. は,

$f_{X,\mathrm{Y}}(_{X}, y;\theta_{1}, \theta_{2})=\{$

$( \frac{\beta_{1}\beta_{2}}{\theta_{1}\theta_{2}})^{n}\Pi_{i=}^{n}1(x_{i^{\beta 1}}-1)y^{\beta_{2}-1}i\exp\{-\sum_{i=1}^{n}(\frac{x_{i^{\beta_{1}}}}{\theta_{1}}+\frac{y_{i}^{\beta_{2}}}{\theta_{2}})\}$

$(x_{i}>0, y_{i}>0(i=1, \ldots, n))$ ,

10 (その他)

になる. したがって, $Z_{1}:=\Sigma_{i1}^{n}=i^{\beta_{1}}Z_{2}X,:=\Sigma_{i=}^{n}1Y_{i^{\beta 2}}$ とすると, $Z:=(Z_{1}, Z_{2})$ (は $\theta$ $:=$

$(\theta_{1}, \theta_{2})$ に対する完備十分統計量になり, $Z:=(Z_{1}, Z_{2})$ の j.p.d.f. は,

$fz(_{Z}; \theta 1, \theta_{2})=\int\frac{(z_{1}z_{2})^{n-1}}{(\theta_{1}\theta_{2})^{n}\{\Gamma(n)\}^{2}}\exp(-\frac{z_{1}}{\theta_{1}}-\frac{z_{2}}{\theta_{2}})$

$(z_{1}>0, z_{2}>0)$ ,

10 (その他)

になる. このとき, $B_{n}(z_{1,2}z)=(Z_{1}Z_{2})n-1$ となり, 条件 (A), (B) は満たされる. よって,

定理 3.1より,

$\hat{c}_{n}(Z):=(-\frac{n-1}{Z_{1}},$ $- \frac{n-\perp}{Z_{2}})$

は, $c(\theta)=(-1/\theta_{1}, -1/\theta_{2})$ の UMVUE になる. また, 定理 32より,

$\hat{C}_{n}(Z):=(-\frac{Z_{1}}{n},$ $- \frac{Z_{2}}{n})$

は, $c(\theta)^{-}1=(-\theta_{1}, -\theta_{2})$ の UMVUE になる.

例 $32$ ( $/\backslash ^{\mathrm{o}}\triangleright-$ ト分布). $n\geq 2$ とするとき, 確率ベクトル ( $X_{1}$ , Yl), . . . , $(X_{n}, Y_{n})$ を

p.d.f.

$f(x, y;\theta_{1}, \theta_{2})=\{$

$\theta_{1}\theta_{2}\mu 1^{\theta_{1}}\mu 2^{\theta_{2}}x-\theta 1-1y^{-\theta_{2}-}1$ $(x>\mu_{1}, y>\mu 2)$ ,
(3.6)

$0$ (その他)

43



をもつパレート (Pareto) 分布からの無作為標本ベクトルとする. ただし, $\theta_{1}>0,$ $\theta_{2}>$

$0,$ $\mu_{1}>0,$ $\mu_{2}>0$ とし, $\mu_{1},$ $\mu_{2}$ は既知とする. このとき, (3.6) は

$f(x, y; \theta_{1}, \theta_{2})=\int^{\frac{\theta_{1}\theta_{2}}{xy}\exp(^{-\theta_{1}}\mathrm{l}\mathrm{o}}\mathrm{g}\frac{x}{\mu_{1}}-\theta 2\log\frac{y}{\mu_{2}}\mathrm{I}$
$(x>\mu_{1}, y>\mu_{2})$ ,

10 (その他)

になり, 指数型分布族となる. このとき, (X, Y) の j.p.d.f. は,

$f_{X,\mathrm{Y}}(x, y;\theta_{1}, \theta_{2})=\{$

$\frac{(\theta_{1}\theta_{2})^{n}}{n}\exp(^{-\theta_{1}\sum_{i=1}\log^{\frac{x_{i}}{\mu_{1}}}}n\mathrm{I}-\theta_{2^{\sum_{i1}^{n}\mathrm{l}\frac{y_{i}}{\mu_{2}}}}=\mathrm{o}\mathrm{g}$

$\prod_{i=1}(x_{i}y_{i})$

$(_{X_{i}>\mu_{1}}, y_{i}>\mu 2(i=1, \ldots, n))$ ,

10 (その他)

になる. したがって, $Z_{1}:=\Sigma_{i=}^{n}1\log(X_{i}/\mu_{1}),$ $Z_{2}:= \sum_{i}^{n}=1\log(Yi/\mu_{2})$ とすると, $Z:=(Z_{1}, Z_{2})$

は $\theta:=(\theta_{1}, \theta_{2})$ に対する完備十分置計量になり, $Z:=(Z_{1}, Z_{2})$ の j.p.d.f. は,

$f_{Z}(z_{1}, Z_{2}; \theta_{1}, \theta_{2})=\int\frac{(\theta_{1}\theta_{2})^{n}(Z1z2)^{n-1}}{\{\Gamma(n)\}^{2}}\exp(-\theta 1^{Z}1-\theta_{22}z)$
$(z_{1}>0, z_{2}>0)$ ,

10 (その他)

になる. このとき, $B_{n}(z)=(Z_{1}\mathcal{Z}_{2})^{n-}1$ となり, 条件 (A), (B) は満たされる. よって, 定

理 3.1より,

$\hat{c}_{n}(Z):=(-\frac{n-1}{Z_{1}},$ $- \frac{n-1}{Z_{2}})$

は, $c(\theta)=(-\theta_{1}, -\theta_{2})$ の UMVUE になる. また, 定理 32より,

$\hat{C}_{n}(Z):=(-\frac{Z_{1}}{n},$ $- \frac{Z_{2}}{n})$

は, $c(\theta)-1=(-1/\theta_{1}, -1/\theta_{2})$ の UMVUE になる.

例 2.3 (続) (対数正規分布). $n\geq 3$ とするとき, $X_{1},$
$\ldots,$

$X_{n}$を対数正規分布 $LN(\mu_{0}, \sigma^{2})$

からの無作為標本とする. このとき, $Z:= \sum_{i=1}^{n}(\log Xi-\mu_{0})^{2}$ とすると, 定理 2.1.1よ
り, $Z$ は, $\sigma^{2}$ に対して完備十分統計量になり, その p.d.f. は, (2.8になる. このとき,
$B_{n}(z)=Z(n-2)/2$ となり, 条件 (A), (B) は満たされる. よって, 定理 3.1より,

$\hat{c}_{n}(Z):=-\frac{n-2}{2Z}$

は, $c(\theta)=-1/(2\sigma^{2})$ の UMVUE になる. また, 定理 32より,

$\hat{C}_{n}(Z):=-\frac{2Z}{n}$

は, $c(\theta)-1=-2\sigma 2$ の UMVUE になる.
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