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用語 本稿では、母集団からのランダムサンプリングを、観測と略記する。

1. Introduction

11. 本稿は、 次の 2つの定理を示すと共に、 これら 2っの定理に関連した種々の問題を考察する。

定理 1

第 1回目の観測 $(x_{10},x_{1}1, \ldots,x_{1k-1},x_{1k})\sim Mu\iota tinomial(N_{1}, \theta_{0}, \theta 1, \ldots, \theta k-1, \theta_{k})$

第 2回目の観測 $(x_{20},x_{2}1, \ldots,X2k-1)\sim Multi7wmial(N2, \frac{\theta_{0}}{\theta_{0}+..+\theta k-1}, \ldots, \frac{\theta_{k-1}}{\theta_{0}+..+\theta_{k1}-})$

:

第 k-l 回目の観測 $(x_{k-10}, X_{k}-11, xk-12) \sim Mu\iota_{t}inomia\iota(Nk-1, \frac{\theta_{0}}{\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}}, \ldots, \frac{\theta_{2}}{\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}})$

第 $\mathrm{k}$ 回目の観測 $(x_{k0}, x_{k1}) \sim Bi_{7w}mia\iota(N_{k}, \frac{\theta_{0}}{\theta_{0}+\theta_{1}}, \frac{\theta_{1}}{\theta_{0}+\theta_{1}})$

第 1回目の観測で $X_{10}=X_{11}=\ldots=X_{1k-1}=0$ の場合、第 2回目以降の観測は行わない。第 2回目まで

の観測で $X_{10}=X_{201}=\ldots=^{x=X}k-22k-2=0$ の場合、 第 3回目以降の観測は行わない。以下、 同様の

状況を仮定する。 そうすると、 $\theta_{i}(\mathrm{i}=0,1,2,\ldots,\mathrm{k})$ の MLE は、 自乗損失下で許容的。

定理 2

第 1回目の観測 $(X10, x11, \ldots,x1k-1,x1k)\sim Multinomial(N1, \theta 0, \theta 1, \ldots, \theta k-1, \theta_{k})$

第 2回目の観測 $(x20, x21, \ldots,x2k-1)\sim Mu\iota ti_{7wm}ial(N_{2}, \theta_{0,1,\ldots,k}\theta\theta-2, \theta k-1+\theta_{k})$

第 k-l 回目の観測 $(X_{k-10}, X_{k-11k}, x-12)\sim Mu\iota tinomial(N_{k10,1}-, \theta\theta, \theta_{2}+\theta_{3}+\ldots+\theta_{k})$

第 $\mathrm{k}$ 回目の観測 $(X_{k0},Xk1)\sim Binomial(N_{k}, \theta_{0}, \theta_{1}+\ldots+\theta_{k})$

第 1回目の観測で $X_{10}=X_{11}=\ldots=X_{1k-1}=0$ の場合、第 2回目以降の観測は行わない。第 2回目まで

の観測で $X_{10}=X_{20}=\ldots=X_{1k-2}=X2k-2=0$ の場合、第 3回目以降の観測は行わない。以下、 同様の

状況を仮定する。 そうすると、 $\theta_{i},$ $\mathrm{i}=0,1,2,\ldots,\mathrm{k}$ の MLE は、 自乗損失下で許容的。

12 定理 1および定理 2の証明には、 stepwise Bayesian procedure を用いるのが簡潔である。 stepwise
Bayesian procedure とは、 次のようなものである。
標本空間を $X$ , 母数空間を $\Theta$ で表記する。 以下、 離散型確率分布 $P(x|\theta)$ のみを考え、確率分布損失

関数に次の仮定を置く。

仮定 1. $x\in \mathcal{X}$ に対し、 $P(x|\theta)>0$ を満たす $\theta\in\Theta$ が少なくとも 1つ存在する。

仮定 2. 損失関数 $\mathrm{L}$ は $\delta$ に関して strictly convex である。
$\mathcal{X}$ の空でない部分集合 $\mathcal{X}(i)$ に対し、 $\Theta(X(i))=\{\theta\in\Theta|g_{i}(\theta)=\sum_{x}\in \mathcal{X}P(X|\theta)>0\}$ と定める。 そうす

ると、標本空間を $\mathcal{X}(i\rangle$ , 母数空間を $\Theta(\mathcal{X}(i))$ とする restricted probability distribution $P_{\mathcal{X}\mathrm{t}^{i})}(X|\theta)/g_{i}(\theta)$
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が well-defined である。 $\ominus$ の空でない部分集合 $\Theta^{*}$ に対して、 $\Theta^{*}$ 上で定義されている事前確率 $d\tau(\theta)$ に対

し、 $\ominus-\Theta^{*}$ 上で zero mass を持つと定める。 これにより、 $d\tau(\theta)$ は $\Theta$ 上で定義された事前確率となる。

$g(x : \tau)=\int P(x|\theta)d\mathcal{T}(\theta)$ と定める。

定理 3
$\mathcal{X}$ の空でない部分集合の列 $\{\mathcal{X}(i)|i\in I\}$ と, 事前確率の列 $\{d\mathcal{T}_{i}(\theta)|i\in I\}$ が

(a) $X(1)=\{x\in\chi|g(x:\tau_{1})>0\},$
$\ldots,$

$\mathcal{X}(j)=\{x\in \mathcal{X}-\mathcal{X}(2) -...-\mathcal{X}(j-1)|g(x:\tau_{j})>0\}$ を満たし、 か

つ $\mathcal{X}(i)\neq\emptyset,$ $\mathcal{X}=\bigcup_{i\in I}\mathcal{X}(i)$ を満たす

(b) $\Theta(i)=$ { $\theta\in\ominus(\chi(i))$ : $d\tau_{i}(\theta)$ は positive mass を持つ} と置くと、 $\{\Theta(i)|i\in I\}$ は disjoint

(c) 推定量 $\delta(x)$ が各 $(\Theta(i), \chi(i))$ 上で事前確率 $d\tau_{i}(\theta)$ より -意に定まる Bayes 解

ならば、 $\delta(x)$ は $(\Theta, \mathcal{X})$ で許容的。

13. stepwise Bayesian procedure を用いた許容性証明の例

例 1 三項分布 $P(x_{0}, x_{1},x_{2}| \theta_{0}, \theta_{1}, \theta_{2})=\frac{n!}{x_{0}!x_{1}!x2!}\theta_{0}x\mathrm{o}\theta_{1}^{x_{1}}\theta_{2}^{x}2,$ $x\mathit{0}+x_{1}+x_{2}=n,$ $\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}=1,0\leq$

$\theta 0,$ $\theta 1,$ $\theta 2\leq 1$ にて、 $\hat{\theta}_{i}$ ( $\theta_{i}$ の MLE) の自乗損失下での許容性を考察する。
母数空間 $\Theta=\{(\theta_{0,1}\theta, \theta_{2})|\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}=1,0\leq\theta_{i}\leq 1\}$ 上に the sequence priors $\{d\mathcal{T}_{i}(\theta)|i=1,2,3\}$ を

$d_{\mathcal{T}_{1}}(\theta)$ : $\theta_{i}=1(\mathrm{i}=0,1,2)$ にのみ集中する事前確率
$d_{\mathcal{T}}2(\theta)$ : $\theta_{i}+\theta_{j}=1,0<\theta_{i},$ $\theta_{j}<1,$ $i\neq i$ にのみ集中する事前確率で、かっ

$d \tau_{2}(\theta)\propto(reStri_{C}tion)\sum_{i\neq j}\frac{d\theta_{i}}{\theta_{i}\theta_{j}}$

$d_{\mathcal{T}_{3}}( \theta)\propto(restri_{Ct}im)\frac{d\theta_{1}d\theta_{2}}{\theta_{0}\theta 1\theta 2}$

で導入する。 そうすると、標本空間の分割は

$X(1)=\{(n, 0,0), (0, n,0), (0,0, n)\}$ , $\mathcal{X}(2)=\{(x_{0}, X_{1},\mathrm{o})\}\cup\{(X_{0},0,X_{2})\}\cup\{(\mathrm{o},x_{1},X_{2})\}$ ,
$\mathcal{X}(3)=\{(X_{01},X, x2)\}$

で与えられる。 なお、 この表記で、 $1\leq x_{i}\leq n-1,$ $x_{0}+x_{1}+x_{2}=n$ なる条件を省略してある。 また

$\Theta(1)=\Theta(\mathcal{X}(1))=\{(1,\mathrm{o},\mathrm{o})\}\cup\{(\mathrm{o}, 1,0)\}\cup\{(0,0,1)\}$ ,
$\Theta(2)=\Theta(X(2))=\{(\theta_{0}, \theta_{1},0)\}\cup\{(\theta 0,0, \theta 2)\}\mathrm{U}\{(0, \theta_{1}, \theta_{2})\}$ , $\Theta(3)=\Theta(\mathcal{X}(3))=\{(\theta_{0},\theta_{1}, \theta_{2})\}$

であることも直ちにわかる。 なお、 この表記は $0<\theta_{i}<1$ , $\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}=1$ なる条件を省略してある。

あとは、 各 $(\Theta(i), \chi(i))$ 上で $d\tau_{i}(\theta)$ より定まる $\theta_{i}$ の Bayes 解を計算すれば、Bayes 解が MLE と –致する

ことが示される。 よって、 $\wedge i=x_{i}/n$ は自乗損失下で許容的。

2. 定理 1,2 の証明
本節では、定理 1, 2 の証明を $\mathrm{k}=3$ の場合に示す。 –列の $\mathrm{k}$ に対する証明も、同様である。

21 $\mathrm{k}=3$ の場合の定理 1の証明 すなわち、

$(x_{\mathit{0},1}X,X_{2},X_{3})\sim Multinomia\iota(N_{1}, \theta 0, \theta_{12}, \theta, \theta_{3})$ , $(\mathrm{Y}_{0}, \mathrm{Y}_{1}, \mathrm{Y}_{2})\sim Multinomia\iota(N_{2}, \theta’\theta^{i}\theta’)0’ 1’ 2$
’

$(Z_{\mathit{0}}, Z_{1})\sim Binomial(N3, \theta_{0}", \theta_{1}")$但し $\theta_{i}’=\theta_{i}/(\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}),$ $\theta_{j}"=\theta_{j}’/(\theta_{0}’+\theta_{1}’)$ の場合は

$\hat{\theta}_{0}=\frac{x_{0}+y_{0}+\infty}{x_{0}+x_{1}+y_{0}+y_{1}+\mathrm{r}+z1}\frac{x_{0}+x_{1}+y0+y1}{x0+X_{1}+X2+y0+y1+y2}\frac{x_{0}+x_{1}+x_{2}}{x_{0}+x_{1}+x2+x_{3}}$ ,

$\hat{\theta}_{1}=\frac{x_{1}+y_{1}+Z1}{x0+x_{1}+y0+y1+\triangleleft+Z1}\frac{x0+x_{1}+y0+y1}{x0+x_{1}+X2+y0+y1+y2}\frac{x_{0}+x_{1}+x_{2}}{x_{0}+x_{1}+X2+x_{3}}$
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$\hat{\theta}_{2}=\frac{x_{2}+y_{2}}{x0+x1+x2+N_{2}}\frac{x_{0}+x_{1}+x_{2}}{x_{0}+x_{1}+x2+x_{3}}$ $\hat{\theta}_{3}=\frac{x_{3}}{x_{0}+x_{1}+X2+x_{3}}$

.

である。 stepwise Bayes 法を用いると、 この推定量の自乗損失下での許容性を次のようにして示せる
$\mathcal{X}(N_{1})=\{(\mathrm{o}, \mathrm{o}, 0, N_{1})\}$ , $\mathcal{X}(N_{1,2}N)=\{(0,0,x_{2}, X_{3},0, \mathrm{o},N_{2})|x_{3}\leq N_{1}-1, x_{2}+x_{3}=N_{1}\}$ ,
$\mathcal{X}(N_{1}, N_{2}, N_{3})=\{(X_{0},X_{1},x2, X3, y_{0},y1, y2, \infty, Z1)|x_{i}=0,1,$ $\ldots,N_{1},$ $x_{0}+x_{1}+x_{2}+x_{3}=N_{1},$ $x_{3}\leq N_{1}-$

$1,$ $y_{i}=0,1,$ $\ldots,N_{2},$ $y_{0}+y_{1}+y_{22,i3}=Nz=0,1,$$\ldots,$
$N,$ $\mathrm{Z})+z_{1}=N_{3},$ $X_{0}+X_{1}+y_{0}+y_{1}+\triangleleft)+z_{1}\geq 1\}$ と定

める。

最初に、標本空間 $X$ は、 $\mathcal{X}=\mathcal{X}(N_{1})\cup \mathcal{X}(N_{1,2}N)\cup X(N_{1,2}NN_{3})$ であることに注意する。

母数空間 $\Theta=\{(\theta_{0,1,2}\theta\theta, \theta_{3})|\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}+\theta_{3}=1,0\leq\theta_{i}\leq 1\}$ 上に the sequence of priors $\{d\tau_{i}(\theta)|i=$

$1,2,3,4\}$ を

$d_{\mathcal{T}_{1}}(\theta)$ : $\theta_{i}=1(\mathrm{i}=0,1,2,3)$ にのみ集中する事前確率
$d_{\mathcal{T}}2(\theta)$ : $\theta_{i}+\theta_{j}=1,0<\theta_{i},$ $\theta_{j}<1,$ $i\neq j$ にのみ集中する事前確率で、 かっ

$d \tau_{2}(\theta)\propto(restric\zeta ion)\sum_{- A-}$

.
$\frac{d\theta_{i}}{\theta_{i}\theta_{j}}$

$d\tau_{3}(\theta)$ : $\theta_{i}+\theta_{j}+\theta_{k}=1,0<\theta_{i},$ $\theta_{j},$ $\theta_{k}<1,$ $i\neq j\neq k$ にのみ集中する事前確率で、 かつ

$d \tau_{3}(\theta)\propto(restriction)i\neq j\sum_{k\neq}\frac{d\theta_{i}d\theta_{j}}{\theta_{i}\theta_{j}\theta_{k}}$

$d_{\mathcal{T}_{4}}( \theta)\propto(restri_{C}ti_{\mathit{0}}n)\frac{d\theta_{1}d\theta_{2}d\theta 3}{\theta_{0}\theta_{1}\theta_{2}\theta 3}$

で導入する。 そうすると、標本空間の分割は
$X(1)= \bigcup_{i=1}^{4}X(1,i)$ , $\mathcal{X}(2)=\bigcup_{i,j,i\neq j}x(2, i:j)$ , $\mathcal{X}(3)=\bigcup_{i,j,k,i\neq}j\neq kX(3, i:j:k)$ ,
$\chi(4)=\{(X0,X_{1}, X_{2,\mathrm{s},y}X0, y_{1},y_{2,n}, z_{1})\}$

で与えられる。 ここで、

$\mathcal{X}(1,0)=\{(N_{1},0,0,\mathrm{o},N2, \mathrm{o},\mathrm{o},N3, \mathrm{o})\}$ , $X(1,1)=\{(0,N_{1},0,0, \mathrm{o},N2,0,0, Ns)\}$ ,
$\mathcal{X}(1,2)=\{(0,0, N_{1},0,\mathrm{o}, 0, N2)\}$ , $\mathcal{X}(1,3)=\{(0,\mathrm{o},0,N1)\}=x(N1)$ ,
$X(2,0:1)=\{(x_{0},x_{1},\mathrm{o},\mathrm{o},y\mathit{0}, y1,0, z0, Z_{1})\}$ , $\mathcal{X}(2,0:2)=\{(x\mathit{0},0,x2,\mathrm{o}, y0,0,y_{2,3}N,0)\}$ ,
$X(2,0:3)=\{(x_{0},\mathrm{o},0, X_{3},N2,0,0,N_{3},0)\}$, $\mathcal{X}(2,1:2)=\{(0,X_{1},X2,0,\mathrm{o},y1,y_{2},0,N_{3})\}$ ,
$X(2,1:3)=\{(0, x_{1},\mathrm{o}, x_{3},0, N_{2},\mathrm{o},N3,\mathrm{o})\}$, $X(2,2:3)=\{(0,1,x_{2,\mathrm{a},2}x0,\mathrm{o},N)\}$,
$X(3,0:1:2)=\{(x_{0,12}x,x,\mathrm{o},y0, y_{1},y2, \infty,z_{1})\}$ , $X(3,0:1:3)=\{(X_{0},x_{1},0,x_{3,y0,y_{1},\mathrm{a},)\}}\mathrm{o},Z1$,
$\mathcal{X}(3,0:2:3)=\{(x_{0,2}0,x, x\mathrm{s},y0,0,y_{2,s,0}N)\}$, $\mathcal{X}(3,1:2:3)=\{(0, x_{1,2}X,X3,0,y1,y_{2,3}0,N)\}$ .
$\mathcal{X}(4)=\{(x_{0}, X_{1}, X_{2},x_{3},y0, y_{1},y_{2,\mathrm{r}}, z_{1})\}$

であるが、 上記の表記で、 $1\leq x_{i}\leq N_{1}-1,$ $x_{0}+x_{1}+x_{2}+x_{3}=N_{1}$ , $1\leq y_{j}\leq$ N2–1, $y\mathit{0}+y_{1}+y_{2}=$

$N_{2},1\leq z_{k}\leq N_{3}-1$ , 掬 $+z_{1}=N_{3}$ なる条件を省略してある。 これらより

$\Theta(1)=\{(1,0,\mathrm{o},0), (0,1,0,0), (0,0,1,\mathrm{o}), (0,0,0,1)\}$

$\Theta(2)=\bigcup_{i},j$ { $(\theta 0,\theta 1,\theta_{2,3}\theta)\in\Theta|\theta_{i}=\theta=0j’ 0<\theta_{k},\theta_{\iota}<1,$ $for$ all $k,\iota\neq i,j$ }

$\mathrm{e}(3)=\bigcup_{i}$ { $(\theta 0,\theta 1,\theta_{2},\theta_{3})\in \mathrm{e}1^{\theta 0}i=,0<\theta_{j}<1,$ for $a\iota\iota_{j\neq}i$ }

$\Theta(4)=$ { $(\theta_{0},$ $\theta_{1},$ $\theta_{2},$ $\theta 3)\in\ominus|0<\theta_{i}<1$ , for all $i$}

が示され、更に、 定理の条件 $(\mathrm{a}),(\mathrm{b})$ が満たされることがわかる。 あとは各 $\{(\Theta(i), \chi(i))|i=1,2,3,4\}$ 上で

ベイズ解と MLE が–致することを示せばよい。 $(\Theta(4), \chi(4))$ 上でのベイズ解の計算は、次の通り。
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$P_{\mathcal{X}(4)}(_{Xy,z|\theta},) \propto\frac{\theta_{0}^{x_{\mathrm{O}}}\theta^{x}1\theta_{23}1x_{2}\theta^{x_{3}}}{restriCti_{on}}$

$\cross(\frac{\theta_{0}}{\theta_{0+}\theta_{1}+\theta_{2}})^{y_{\mathrm{O}}}(\frac{\theta_{1}}{\theta_{0+}\theta_{1}+\theta_{2}})^{y_{1}}(\frac{\theta_{2}}{\theta_{0}+\theta_{1}+\theta 2})y_{2}(_{\frac{\theta_{0}}{\theta_{0}+\theta_{1}})^{Z}}o(\frac{\theta_{1}}{\theta_{0}+\theta_{1}})^{Z}1$

であるから、 $s_{0}=\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2},$ $s_{1}=(\theta 0+\theta_{1})/(\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}),$ $s_{2}=\theta_{0}/(\theta_{0}+\theta_{1})$ . なる変数変換を行う。 そ
うすると $\theta_{0}=s_{0^{S_{1}}}s_{2},$ $\theta_{1}=s\mathit{0}s1(1-S_{2}),$ $\theta_{2}=s_{\mathrm{o}()}1-S_{1},$ $\theta_{3}=1-s0$ であり、

$0<\theta_{0},$ $\theta_{1},$ $\theta_{2}<1,0<\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}<1$ $\Leftrightarrow$ $0<s_{0},$ $s_{1},$ $s_{2},$ $s_{3}<1$

$|J|===s^{2}0S1$
である。 よって

$\int P\chi(4)(x,y, Z|\theta)d\mathcal{T}4(\theta)=\int\int\int\frac{\theta_{0^{\mathrm{o}}}^{x}\theta_{1}^{x}1\theta_{2}x2\theta_{3}^{x}3}{resmctim}(\frac{\theta_{0}}{\theta_{0}+\theta_{1}+\theta 2})y\mathrm{O}(\frac{\theta_{1}}{\theta_{0}+\theta_{1}+\theta_{2}})y1$

$\cross(\frac{\theta_{2}}{\theta_{0}+\theta_{1}+\theta 2})^{y_{2}}(\frac{\theta_{0}}{\theta_{0}+\theta_{1}})^{z_{O}}(\frac{\theta_{1}}{\theta_{0}+\theta_{1}})^{z_{1}}\frac{restrictim}{\theta_{0}\theta_{1}\theta_{2}\theta 3}d\theta 0d\theta 1ffl2$

$= \int\int\int(_{S_{0}}S_{1}s2)x_{\mathrm{O}}-1(S_{0^{S}1}(1-S_{2}))^{x_{1^{-}}}1(s0(1-s1))^{x_{2^{-}}}1(1-S\mathrm{o})^{x_{3}-1}$

$\cross(s_{1^{S)}}2y\mathrm{O}(s_{1(-}1s_{2}))^{y1}(1-S1)^{y2}S^{z}(2-01S_{2})^{z_{1}}|J|dS0d_{S_{1}}ds_{2}$

$= \int_{0}^{1}S_{0}^{x}-x121(0++x1-S\mathrm{o})^{x}3^{-1}ds0\int_{0}^{1}s_{1}^{x\mathrm{o}+0}(1-y+x1+y_{1^{-}}1)x_{2}+y2-1S_{1}ds_{1}$

$\cross\int_{0}^{1}s^{x\mathrm{o}+y_{\mathrm{O}}+}(21-s_{2}z\mathrm{O}^{-1})x_{1}+v_{1}+z1-1d_{S_{2}}$

$=B(x_{0}+x_{1}+x_{2},X_{3})B(X_{0}+y_{0}+x_{1}+y_{1},x_{2}+y_{2})B(x0+y_{0}+\triangleleft 1,X1+y_{1}+z_{1})$

を得る。

全く同様な計算方法により

$\int\theta \mathit{0}P\mathcal{X}(4)(x,y,z|\theta)d\tau 4(\theta)$

$=B(x_{0}+x_{1}+x_{2}+1,x_{3})B(X_{0}+y_{0}+x_{1}+y_{1}+1,x_{2}+y_{2})B(x0+y_{0}+\alpha)+1,x_{1}+y_{1}+z_{1})$

$\int\theta_{1}P_{\mathcal{X}\mathrm{t}4)}(x,y, z|\theta)d_{\mathcal{T}}4(\theta)$

$=B(x_{0}+x_{1}+x_{2}+1,x_{3})B(X_{0}+y_{0}+x_{1}+y_{1}+1,x_{2}+y_{2})B(x0+y_{0}+n,x_{1}+y_{1}+z_{1}+1)$

$\int\theta_{2}P\chi_{\langle}4)(x,y, Z|\theta)d\tau 4(\theta)$

$=B(x_{0}+x_{1}+x_{2}+1,x_{3})B(x0+y_{0}+x_{1}+y_{1},x_{2}+y_{2}+1)B(x_{0}+y_{0}+\mathrm{a}_{),X}1+y_{1}+z_{1})$

$\int\theta_{3}P\chi_{(4)}(X,y, z|\theta)d_{\mathcal{T}}4(\theta)$

$=B(x_{0}+x_{1}+x_{2},x_{3}+1)B(x_{0}+y_{0}+x_{1}+y_{1},x_{2}+y_{2})B(x\mathit{0}+y_{0}+*,x_{1}+y_{1}+z_{1})$
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を得る。 以上より

$\theta_{0Baye}S=\frac{\int\theta_{0}P\chi(4)(_{X},y,z|\theta)d\mathcal{T}_{4}(\theta)}{\int P_{\mathcal{X}4)(|)(\theta}\mathrm{t}x,y,z\theta d_{\mathcal{T}_{4}})}$

$= \frac{B(_{X_{0}}+X1+X_{2}+1,xs)B(_{X++X_{1}}\mathrm{o}y_{0}+y1+1,x_{2}+y2)B(X0+y0+\infty+1,X_{1}+y1+Z1)}{B(x0+x1+x_{2,\mathrm{s}}x)B(x_{0}+y0+x_{1}+y_{1},X2+y_{2})B(X0+y0+\infty,X_{1}+y1+z_{1})}$

. $= \frac{x_{0}+X_{1}+x_{2}}{x_{0}+x_{1}+X2+x_{3}}\frac{x_{0}+y0+x_{1}+y_{1}}{x0+y0+x1+y_{1}+X2+y2}\frac{x_{0}+y0+z_{0}}{x0+y0+\mathrm{a}_{)}+X_{1}+y1+Z1}$

$\theta_{1}$ Bayes $= \frac{\int\theta_{1}P\chi_{(4})(x,y,Z|\theta)d_{\mathcal{T}_{4}}(\theta)}{\int P\chi_{(4})(x,y,z|\theta)d\mathcal{T}_{4}(\theta)}$

$= \frac{x_{0}+x_{1}+x_{2}}{x_{0}+x_{1}+x2+x_{3}}\frac{x_{0}+y0+x_{1}+y_{1}}{x0+y0+x1+y_{1}+X2+y2}\frac{x_{1}+y_{1}+Z_{1}}{x_{0}+y_{0}+z0+x_{1}+y_{1}+z_{1}}$

$\theta_{2Bay\mathrm{e}}\Leftrightarrow=\frac{\int\theta_{2}P\chi_{\mathrm{t}4)}(X,y,z|\theta)d_{\mathcal{T}_{4}}(\theta)}{\int P\chi_{(4)}(X,y,Z|\theta)d\mathcal{T}_{4}(\theta)}=\frac{x_{0}+x_{1}+x_{2}}{x_{0}+x_{1}+x_{2}+x_{3}}\frac{x_{2}+y_{2}}{x0+y0+x_{1}+y1+X_{2}+y2}$

$\theta_{3}$ Bayes $= \frac{\int\theta_{3}Px(4)(_{X},y,z|\theta)d\mathcal{T}_{4}(\theta)}{\int Px_{\mathrm{t})}4(X,y,Z|\theta)d\mathcal{T}_{4}(\theta)}=\frac{x_{3}}{x_{0}+x_{1}+x2+x_{3}}$

が得られた。 $(\mathrm{e}(\ovalbox{\tt\small REJECT}, \mathcal{X}(i)),$ $i=1,2,3$ 上でベイズ解と MLEが–致することは、上記の計算方法を更に簡略

化したものなので、省略する。 このようにして $\theta_{MLE}$ の自乗損失下での許容性が示せた。

22 $\mathrm{k}=3$ の場合の定理 2の証明 すなわち、

$(x_{0,1}X,X_{2},X_{3})\sim Mu\iota_{t}inomia\iota(N1, \theta 0, \theta 1, \theta 2, \theta_{3})$ ,
$(\mathrm{Y}_{0}, \mathrm{Y}_{1},\mathrm{Y}_{2})\sim Multinomial(N2, \theta_{0}, \theta 1, \theta_{2}+\theta_{3})$,
$(Z_{0}, Z_{1})\sim Binomia\iota(N_{3}, \theta_{0,1}\theta+\theta_{2}+\theta_{3})$

の場合、 $\theta_{1}=(1-\theta 0)\xi$ , $\theta_{2}=(1-\theta 0)(1-\xi)\eta$ , $\theta_{2}=(1-\theta 0)(1-\xi)(1-\eta)$ と、 パラメータを変更して考

える。 そうすると、考えているモデルは

observation probability number of observations
$X_{0}$ $\theta_{0}$

$x_{0}$

$X_{1}$ $(1-\theta 0)\xi$ $x_{1}$

$X_{2}$ $(1-\theta 0)(1-\xi)\eta$ $x_{2}$

$X_{3}$ $(1-\theta_{0})(1-\xi)(1-\eta)$ $x_{3}$

$\mathrm{Y}_{0}$ $\theta_{0}$
$y_{0}$

$\mathrm{Y}_{1}$ $(1-\theta 0)\xi$ $y_{1}$

$\mathrm{Y}_{2}$ $(1-\theta_{0})(1-\xi)$ $y_{2}$

$Z_{0}$ $\theta_{0}$ 掬

$Z_{1}$ $1-\theta_{0}$ $z_{1}$

と書き表される。 そうすると、 $\mathrm{M}\mathrm{L}\mathrm{E}$ の計算およびM $\mathrm{L}\mathrm{E}$の自乗損失下での許容性の証明が容易である。 な

お、 このようなパラメータ変更のアイデアは、Meeden, Ghosh, Srinivasan, Vardeman(1989) を参考にした。

実際の計算結果は次の通り :

$P(x, y, z|\theta)\propto\theta_{0}x_{\mathrm{O}}+y\mathrm{o}+z\mathrm{o}(1-\theta 0)x1+x2+x3+y_{1}+y2+z_{1}\xi x1+y1(1-\xi)^{x}2+x\mathrm{s}+y2x_{2}\eta(1-\eta)x_{3}$
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これより直ちに MLE を求めることができる :

$\hat{\theta}_{0}=\frac{x_{0}+y0+\triangleleft 1}{N_{1}+N_{2}+N_{3}}$ , $\hat{\xi}=\frac{x_{1}+y_{1}}{x_{1}+x_{2}+x_{3}+y_{1}+y2}$ , $\hat{\eta}=\frac{x_{2}}{x_{2}+x_{3}}$

$\hat{\theta}_{1}=(1-\hat{\theta}0)\hat{\xi}=\frac{x_{1}+x_{2}+X_{3}+y_{1}+y_{2}+Z_{1}}{N_{1}+N_{2}+N_{3}}\frac{x_{1}+y_{1}}{x_{1}+x_{2}+x_{3}+y1+y_{2}}$

$\hat{\theta}_{2}=(1-\hat{\theta}0)(1-\hat{\xi})\hat{\eta}=\frac{x_{1}+x_{2}+X3+y_{1}+y_{2}+Z_{1}}{N_{1}+N_{2}+N_{3}}\frac{x_{2}+X_{3}+y_{2}}{x_{1}+x_{2}+X3+y1+y_{2}}\frac{x_{2}}{x_{2}+x_{3}}$

$\hat{\theta}_{3}=(1-\hat{\theta}0)(1-\hat{\xi})(1-\hat{\eta})=\frac{x_{1}+x_{2}+X_{3}+y_{1}+y_{2}+Z_{1}}{N_{1}+N_{2}+N_{3}}\frac{x_{2}+X_{3}+y_{2}}{x_{1}+X_{2}+x_{3}+y1+y_{2}}\frac{x_{3}}{x_{2}+x_{3}}$

母数空間 $\Theta=\{(\theta_{0}, \xi, \eta)|0\leq\theta_{0}, \xi, \eta\leq 1\}$ 上に the sequence of priors $\{d\tau_{i}(\theta 0, \xi, \eta)|i=1,2,3,4\}$ を

$d \tau_{1}(\theta 0,\xi, \eta)=\frac{1}{4}dI\{\theta 0=1\}(\theta_{0})d_{\mathcal{T}}(\xi,\eta)+\frac{1}{4}dI\{\theta 0=0\}(\theta 0)dI_{\{}\xi=1\}(\xi)d\tau(\eta)$

$+ \frac{1}{4}dI_{\{\}}\theta 0=0(\theta_{0^{)(\xi)}}dI\{\epsilon=0\}(dI_{\{0}\eta=\}(\eta)+dI_{\{\eta=1}\}(\eta))$

$d \tau_{2}(\theta_{0},\xi, \eta)\propto\frac{restriCti_{on}}{5}dI\{\theta_{\mathrm{o}}=0\}(\theta 0)dI_{\{\eta=}0\}(\eta)\frac{d\xi}{\xi(1-\xi)}$

$+ \frac{restriCti_{on}}{5}dI_{\{\theta_{\mathrm{o}}=}0\}(dI_{\{\xi\}}=0(\xi)+dI_{\{\xi}=1\}(\xi))\frac{d\eta}{\eta(1-\eta)}$

$+ \frac{restriCti_{on}}{5}dI_{\{\xi=0\}(\xi)()}dI\{\eta=0\}(\eta)+dI_{\{1\}}\eta=(\eta)\frac{d\theta_{0}}{\theta_{0}(1-\theta 0)}$

$d \mathcal{T}_{3}(\theta 0,\xi, \eta)\propto\frac{rest\dot{n}ction}{4}dI_{\{}\xi=0\}(\xi)\frac{d\eta d\theta_{0}}{\eta(1-\eta)\theta 0(1-\theta 0)}$

$+ \frac{restriCti_{on}}{4}(dI_{\{}0\}(\eta=\eta)+dI_{\{\}}1(\eta=\eta))\frac{d\xi ffl_{0}}{\xi(1-\xi)\theta 0(1-\theta 0)}$

$+ \frac{restriCti_{on}}{4}dI_{\{\}}\theta_{\mathrm{o}}=0(\theta 0)\frac{d\xi d\eta}{\xi(1-\xi)\eta(1-\eta)}$

$d \tau_{4}(\theta_{0},\xi, \eta)\propto\frac{restri_{C}tim}{\theta_{0}(1-\theta_{0})\xi(1-\xi)\eta(1-\eta)}d\theta_{0d}\xi d\eta$

で導入する。 そうすると、標本空間の分割は
$X(1)= \bigcup_{i=0^{\chi}}^{3}(1,i)$ , $\mathcal{X}(2)=\bigcup_{i=0}^{5}\mathcal{X}(2, i)$ , $\mathcal{X}(3)=\bigcup_{j=0^{X}}^{3}(3, j)$ ,
$\mathcal{X}(4)=\{(x\mathit{0},X_{1},x_{2}, x_{3},y0, y_{1},y2, \infty, Z_{1})\in X|1\leq x_{i}\leq N_{1}-1,1\leq y_{j}\leq N_{2}-1,1\leq z_{k}\leq N_{3}-1\}$

で与えられる。ここで $\mathcal{X}(i,j)$ は次のページの表で定められるもの。この表では $X\mathit{0},X1,X2,$ $x3$ , $y_{0}$ , $y_{1},$ $\infty$ ,掬, $z_{1}$

に対して $1\leq x_{i}\leq N_{1}-1,1\leq y_{j}\leq \mathrm{N}_{2}-1$ , $1\leq z_{k}\leq N_{3}-1$ の条件を省略して記述している。また、 $-$ と

は、「第 1回目の観測で $x_{10}=x_{1112}=^{x}=0$ の場合、第 2回目以降の観測は行わない。第 2回目までの観
測で $x_{10=}x_{20=}x_{1}k-2=x_{2}k-2=0$ の場合、 第 3回目の観測は行わない。」 との条件により、観測がな

されないことを示すものである。

あとは各標本空間 $\mathcal{X}(i)$ 上で $d\tau_{i}(\theta_{0,\xi},\eta)$ に対するベイズ解を求めれば良い。 これは容易に計算でき、MLE
に–致することがわかる。
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3. 定理 1,2 の拡張

定理 1, 2 では、 $\text{各観測に多項分布を仮定^{した}。_{}\wedge}$ しかし、 多項分布でなくても定理 1と同様の結果が得ら

れる場合がある。

次のような性質を満たすような確率分布を $D(\theta_{0},$ $\theta_{1},$
$\ldots$ ,\theta のとする。

1. 母数空間 $\Theta=\{(\theta_{0}, \theta_{1}, \ldots, \theta_{k})\in \mathrm{R}^{k+1}|0\leq\theta_{i}\leq 1, \theta_{0}+\theta_{1}+\ldots+\theta_{k}=1\}$

2. 標本空間濯 $=\{\mathrm{x}=(x0,X1, \ldots, xk)\in \mathrm{R}^{k+1}\}$ .

3. $P( \mathrm{x}|\theta 0, \theta_{1}, \ldots, \theta k)=C(\mathrm{X})\prod\theta kiai(x_{i})$

る=0

4. 関数 $a_{i}(Xi)$ は $a_{i}(x_{i})=biXi+d_{i}$ , $b_{i}\geq 0,$ $d_{i}\geq 0$ であつで、 かっ $b_{i}>0$ for all $\mathrm{i}=\mathrm{k}-\mathrm{m},$ $\mathrm{k}_{-}\mathrm{m}+1,$
$\ldots$

$\mathrm{k}$

5 . 各 $i=0,1,$ $\ldots,$

$k$ に対し、 $c(\mathrm{x}^{[i]})>0,$ $a_{i}(x_{i}^{1^{i}})]>0,$ $a_{j}(x_{j}^{1^{i}})]=0$ for all $j\neq i$ となるような

x国 $=(x_{0’ 1k}^{[i]}x^{1i\mathrm{J}}, \ldots,X[i])\in \mathcal{X}$ が存在する。

. 各非負の整数 $i,$ $j$ such that $0\leq i<j<k$ に対し、 $c(\mathrm{x}^{[ij]})>0$ , $a_{i}(X_{i})[ij]>0$ , $a_{j}(x_{j})[ij1>$

$0,$ $a_{h}(x_{h}^{ij})=0$ for all $h\neq i,j$ となるような $\mathrm{x}^{[ij]}=(x_{0’ 1}^{[i}j]X[ij], \ldots,x^{[j}ki])\in \mathcal{X}$ が存在する。

. $c(\mathrm{x}^{[012}\cdots]k)>0,$ $a\mathrm{o}(x_{0}^{[})012\ldots k]>0,$ $a_{1}(X_{1})[012\ldots k]>0,$
$\ldots,$

$a_{k}(x_{k}^{1^{0}})12\ldots k]>0$ となるような $\mathrm{X}^{[]}012\ldots k=$

$(x_{0^{0}}^{[k]},X,x)12\ldots[1k012\ldots k]\ldots,[012\ldots k]\in X$ が存在する。

定理 4 第 1回目の観測 $(x10, x11, \ldots, x1k-1,x1k)$ , 第 2回目の観測 $(x20,x21, \ldots, x2k-1),$ $\ldots$ , 第 $\mathrm{m}$

回目の観測 ($xm0,$ Xml, $\ldots,$
$x_{m}k-m$ ), に関して、 第 1回目の観測で $X_{11}=\ldots=X_{1}k-1=0$ の場合、第 2
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回目以降の観測は行わない。第 2回目までの観測で $X_{10}=X20=x11=x21=\cdots=x1k-2=X2k-2=0$

の場合、第 3回目以降の観測は行わない。以下、 同様の状況を仮定する。 更に、確率分布に関して、第 1回

目の観測が $D(\theta_{0}, \theta_{1}, \ldots, \theta_{k})$ に従い、第 $\mathrm{j}$ 回目の観測 $(\mathrm{j}=2,3,\ldots,\mathrm{m})$ が

$\mathcal{D}(\frac{\theta_{0}}{\theta_{0}+\ldots+\theta_{k-j+1}},$, . . . ’
$\frac{\theta_{k-j+1}}{\theta_{0}+\ldots+\theta_{k-j+1}})$

に従うならば、 $\theta_{i}(\mathrm{i}=0,1,2,\ldots,\mathrm{k})$ の MLE は、 自乗損失下で許容的。

定理 5 Sampling に関して、定理 4と同じ仮定をする。確率分布に関して、第 1回目の観測が $\mathcal{D}(\theta_{0}, \theta_{1}, \ldots, \theta_{k})$

に従い、第 $\mathrm{j}$ 回目の観測 $(\mathrm{j}=2,3,\ldots,\mathrm{m})$ が $D(\theta 0, \theta_{1,\ldots k}, \theta-j+1, \theta k-j+1+\theta_{k-j2}++\ldots+\theta_{k})$ に従うならば、

$\theta_{i}(\mathrm{i}=0,1,2,\ldots,\mathrm{k})$ の MLE は、 自乗損失下で許容的。

例 2 $D(\theta_{0,1}\theta, \ldots, \theta_{k})$ の例として、 多項分布の他に、次のようなものが考えられる。

$P(x_{1}, \ldots,X_{k}|\theta_{0,1}\theta, \ldots,\theta_{k})$

$=\{$

$\frac{(x_{1}+..\cdot.\cdot.+xk)!}{x_{1}!x_{k}!}\theta_{0}\theta_{12k}^{x_{1}}\theta x2\ldots\theta^{x_{k}}$ if $x_{1}+x_{2}+\ldots+x_{k}<n$

$x_{i}=0,1,$
$\ldots,$ $n-1$ for all $\mathrm{i}=1,2,\ldots,\mathrm{k}$,

$\frac{n!}{x_{1}!\ldots x_{k}!}\theta_{1}^{x_{1}}\theta_{2}x2\ldots\theta_{k}^{x_{k}}$ if $x_{1}+x_{2}+\ldots+x_{k}=n$

$x_{i}=0,1,$ $\ldots,n$ for all $\mathrm{i}=1,2,\ldots,\mathrm{k}$ ,

なお、 この確率分布は、 –次元確率分布

$P(x|\theta)=\{$

$(1-\theta)\theta^{x}$ if $x=0,1,2,$ $\ldots,$ $n-1$ ,

$\theta^{n}$ if $x=n$.

の自然な多次元化である。

4. Poisson 分布の場合の考察

定理 1,2, 4, 5を、一般の Exponential family に拡張できない。 なぜなら、 stepwise Bayes 法を用いた許

容性の証明は、母数空間がコンパクトのときに有効だが、母数空間がコンパクトでない場合には有用でない。

たとえば、ポアソン分布の母数空間はノンコンパクトである。 実際、 ポアソン分布の場合、 stepwise Bayesian

procedure によって許容性を証明できない。 しかしながら、定理 1,2の証明中で用いた変数変換を用いると、

Poisson 分布の場合、MLE が容易に求められることがわかった。 このことを本節で示す。

例 3 $X_{1},$ $X_{2},X3$ , $\mathrm{Y}_{1}$ , Y2 , $Z$ は互いに独立で、 $X_{i}\sim P\dot{\alpha}SSm(\lambda i)$ , $\mathrm{i}=1,2,3$ .

$\mathrm{Y}_{i}\sim P\dot{\alpha}ssm(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}}))$

’
$\mathrm{i}=1,2$ , $Z \sim P\dot{\alpha}Ssm(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})$

なるモデルに対して、MLE を求める :

$P(x,y, z|\lambda)\propto\lambda^{x_{1}}\lambda x_{2}\lambda x\mathrm{p}123^{3}\mathrm{e}\mathrm{x}(-\lambda 1-\lambda 2-\lambda 3)$

$\cross(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}})^{y_{1}}(\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}})^{y_{2}}\exp(-\frac{\lambda_{1}+\lambda_{2}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}})$

$\cross(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})^{z}\exp(-\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})$
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変数変換 $s=\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}$ , $t=\lambda_{1}/(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})$ , $u=\lambda_{2}/(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})$ を用いると、

$\lambda_{1}=st,$ $\lambda_{2}=su,$ $\lambda_{3}=s(1-t-u)$ であるから

$\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}}=\frac{st}{st+Su}=\frac{t}{t+u}$

ここで、 更に変数変換 $w=t+u,$ $v=t/(t+u)$ を用いると

$t=wu,$ $u=w-t=w(1-v),$ $1-T-u=1-wv-w(1-v)=1-w$

$\lambda_{1}=st=swv,$ $\lambda_{2}=su=sw(1-v),$ $\lambda_{3}=s(1-t-u)=s(1-w)$

Idkelihood $\propto(swv)x_{1}(sw(1-v))^{x}2(s(1-w))^{x}3\exp(-s)(wv)^{y}1(w(1-v))^{y2}\exp(-w)v\exp(z-v)$

$\ln L=C+(x_{1}+x_{2}+x_{3})\ln S-s+(x_{1}+x_{2}+y_{1}+y_{2})\ln w+x_{3}\ln(1-w)-w$

$+(x_{1}+y_{1}+z)\ln v+(x_{2}+y_{2})\ln(1-v)-v$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial s}=\frac{x_{1}+X_{2}+x_{3}}{s}-1$ $\Rightarrow$ $\hat{s}=X_{1}+x_{2}+x_{3}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial w}=\frac{x_{1}+X_{2}+y1+y_{2}}{w}-\frac{x_{3}}{1-w}-1$

$0= \frac{\partial\ln L}{\theta v}=\frac{x_{1}+y_{1}+z}{v}-\frac{x_{2}+y_{2}}{1-v}-1$

$w^{2}-(x_{1}+x_{2}+y_{1}+y_{2}+x_{3}+1)w+x_{1}+x_{2}+y_{1}+y_{2}=0$

$v^{2}-(x_{1}+x_{2}+y_{1}+y_{2}+z+1)v+x_{1}+y_{1}+z=0$

この $w,$ $v$ に関する二次方程式は、 $0\leq w\leq 1,0\leq v\leq 1$ の間で唯–の解を持ち、 その解は

$\hat{w}=\frac{1}{2}(X_{1}+X2+y_{1}+y2+x_{3}+1-\sqrt{(x_{1}+x_{2}+y_{1}+y2+X3+1)2-4(X_{1}+x_{2}+y_{1}+y_{2})})$

$\hat{v}=\frac{1}{2}(X_{1}+x_{2}+y1+y2+z+1-\sqrt{(_{X_{1}+x_{2}}+y_{1}+y_{2}+z+1)2-4(x1+y1+Z)})$

例 3-2 例 3の–般化を行う。すなわち

第 1回目の観測 $(X_{11}, X_{12}, \ldots,X1,k-1, X1k)$ , 第 2回目の観測 $(X_{21}, x22, \ldots,x2k-1)$ ,

第 $\mathrm{k}-1$ 回目の観測 $(X_{k-1,1}, X_{k1,2}-)$ , 第 $\mathrm{k}$ 回目の観測 $X_{k}$

$X_{11},$ $X_{1}2,$
$\ldots,$

$\mathrm{x}1,k-1,\mathrm{x}1k,X21,X22,$ $\ldots,x2,k-1,$ $\ldots,xk-1,1,xk-1,2,$ $Xk$ は、 すべて独立であって

$X_{1i}\sim P\alpha i_{S}Son(\lambda i)$ , $x_{2i} \sim Poi_{Ss}on(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda_{k}}),x_{3}i\sim Poi_{S}Sm(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda_{k-1}})$,

..., $X_{k-1i} \sim P\dot{m}sSm(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}}))$
’

$X_{k} \sim Poi_{SS}on(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})$

の時に $\hat{\lambda}_{i}$ を求める。

た

$Like \iota ihood\propto(\prod\lambda_{i}^{x_{1i}})\exp(-\lambda_{1}-\lambda 2 -... -\lambda_{k})$

$i=1$
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$\mathrm{x}(.\prod_{--1}(k-1\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda_{k-}1+\lambda_{k}})^{x}2\mathrm{i})\exp(-\frac{}\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda_{k-1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda_{k}-1+\lambda \text{た})$

$\cross\cdots\cross(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}})^{x_{k1}}-1(\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}})^{x_{k12}}-\frac{\lambda_{1}+\lambda_{2}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}}\exp(-)$

$\cross(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})^{x_{k}}\exp(-\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})$

変数変換

$s_{\text{た}}=\lambda 1+\lambda_{2}+...$ $+\lambda_{k}$ , $s_{k-1}= \frac{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda_{k-1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda k-1+\lambda_{k}}$ , $s_{k-2}= \frac{\lambda_{1}+\lambda_{2}.+\ldots+\lambda_{k-2}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+..+\lambda k-2+\lambda_{k-1}}$ ,

$\ldots$ , $s_{2}= \frac{\lambda_{1}+\lambda_{2}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}})$ $s_{1}= \frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}}$

を用いると

$\lambda_{1}=s_{1^{S_{2}}}\cdots s_{\text{た}}$ , $\lambda_{2}=(1-s_{1})S2\ldots S_{k}$ , $\lambda_{3}=(1-S_{2})_{S_{3}\cdots S_{k}}$ , $\cdot$ . . ,

$\lambda_{k-1}=(1-S\text{た_{}-2})_{S}k-1sk$ , $\lambda_{k}=(1-s_{\text{た}-1})Sk$

である。 よって

$Likelihood\propto(S1s_{2k}\ldots S)x_{1}1((1-S_{1})S_{2k}\ldots S)x_{1}2((1-S_{2})s3\ldots S_{k})x_{1}3\ldots((1-sk-1)sk)x_{1}k\exp(-s_{k})$

$\cross(s_{1}\cdots s_{k}-1)^{x_{2}}1((1-S_{1})s_{2}\cdots s_{k}-1)^{x_{2}}2\ldots((1-s_{k}-2)sk-1)^{x_{2}}k-1\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{x}(-Sk-1)$

$\cross\cdots\cross(_{SS}12S3)x_{k-}2,1((1-S_{1})s_{23}s)x_{k}-2,2((1-S_{2})_{S)}3xk-2,3\exp(-S_{3})$

$\cross(_{S_{1^{S}2}})x_{k}-11((1-S_{1})s2)x_{k}-12\exp(-S2)\cross s_{1}^{x}\exp(k-s_{1})$

$=s_{1}^{x_{11}+}-1,1+xk(x_{21}+\cdots+X_{k}(1-S_{1})^{x_{12}+x}22+\cdots+x_{k1,2}-\exp(-s_{1})$

$\mathrm{x}s_{2}^{x_{11}}+x_{12}+x_{2}1+x_{2}2+\cdots+X_{k}-1,1+Xk-1,2(1-s_{2})x_{1}3+x_{23}+\cdot-\cdot+Xk-2,3\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{p}(-s_{2})$

$\cross\cdots\cross s^{x_{11}}-1^{+}(k-s_{k1}-)x_{12}+\cdots+x_{1k}+x21+x_{2}2+\cdots+X2k-11x_{1}k\mathrm{x}\mathrm{e}\mathrm{p}(-s\text{た_{}-}1)$

$\mathrm{x}s_{k}^{x_{11}+}\ldots+x1k$ exp(-sた)

$\ln L=C+(_{X+}11x21+\cdots+Xk-1,1+X\text{た})\ln S1+(_{X+x}1222+\cdots+X_{k-1},2)\ln(1-s_{1})-S_{1}$

$+(_{X_{11}+}x12+X_{21}+x22+\cdots+Xk-1,1+X_{k}-1,2)\ln s_{2}+(X_{13}+\cdots+xk-2,3)\ln(1-S_{2})-s_{2}$

$+\cdots+(_{X+X}1112+\cdots+x1k+X21+x_{22}+\cdots+X2,k-1)\ln s3+X_{1}k\ln(1-Sk-1)-S\text{た}-1$

$+(X_{11}+x_{12}+\cdots+X_{1k})$ In $s_{k}-s_{k}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{1}}=\frac{\sum_{i=1}^{k-1}Xi1+X_{k}}{s_{1}}-\cdot\frac{\sum_{\sim-1}^{\text{た}-}1x_{i2}}{1-s_{1}}-1$ , $0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{2}}=\frac{\sum_{j1}^{2k1}=1^{\sum_{i}}=-Xij}{s_{2}}-\frac{\sum_{i=1}^{k-2}X_{i}3}{1-s_{2}}-1$ ,

.. . , $0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{k-1}}=\frac{\sum_{j=1^{X}1j}^{k}+\sum_{j}k-1=1^{X_{2j}}}{s_{\text{た}-1}}-\frac{x_{1\text{た}}{1-s_{k-1}}}-1$ ,
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0=–\partial \partial lsnた L=--\Sigma jた$=1^{X}1s_{k}j-1$ $\Rightarrow$ $\hat{s}_{k}=\sum^{\text{た}}j=1x_{1}j$

よって Si $\mathrm{i}=1,2,\ldots,\mathrm{k}-1$ は、上記から得られる二次方程式の解で exact に求まる。それゆえ、 $\hat{\lambda}_{i}\mathrm{i}=1,2,\ldots,\mathrm{k}-1$

も exact に求まる。

例 3では $X_{1},$ $X_{2},$ $X_{3},\mathrm{Y}_{1},$ $\mathrm{Y}_{2},$ $Z$ は互いに独立で、 $X_{i}\sim Poissm(\lambda i)$ , $\mathrm{i}=1,2,3$ .

$\mathrm{Y}_{i}\sim P\dot{m}sson(\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}}))$

’
$\mathrm{i}=1,2$ , $Z \sim PoiSSm(\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})$

なるモデルに対して、MLE を求めたが、今度は

例 3-3 $X_{11,12,1}Xx3,$ $X_{2}1,$ $X_{22},x_{\mathrm{s}}$ は互いに独立で、 $X_{1i}\sim P\sigma i_{S}Son(\lambda i)$ , $\mathrm{i}=1,2,3$.

$X_{2i} \sim P\sigma iSSon(\mu 2\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})$, $\mathrm{i}=1,2,$ $x_{3}\sim P_{oi_{S}Sm(}\mu_{3})$

なるモデルに対して、MLE を求めてみる。 例 3同様の変数変換を用いると

$Dike\iota ihood\propto\lambda_{1}^{x_{11}}\lambda^{x_{12}}2\lambda_{3}x13\exp(-\lambda 1-\lambda_{2}-\lambda_{3})$

$\cross(\frac{\mu_{2}\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})^{x_{21}}(\frac{\mu_{2}\lambda_{2}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})^{X}22\exp(-\mu 2)\cross\mu_{3^{3}}^{x}\exp(-\mu_{3})$

$=(s_{1}S2S_{3})x_{1}1((1-S_{1})_{S_{2}}S_{3})x_{1}2((1-S_{2})s_{3})x_{1}3\exp(-s_{3})$

$\cross(\mu_{2^{S}1})^{x}21(\mu 2(1-S_{1}))^{x_{22}}\exp(-\mu 2)\cross\mu_{3}^{x_{3}}\exp(-\mu 3)$

$=s_{1}^{x_{11}}(+x21(1-S_{1})^{x_{12}+x}x22S(2-2)11+x121Sx_{13}\cross s_{3}^{x_{11}+x_{12}}\mathrm{e}+x_{1}3\mathrm{x}\mathrm{p}(-s_{3})$

$\cross\mu_{2}^{X_{2}+X_{22}}\mathrm{e}1\mathrm{x}\mathrm{p}(-\mu_{2})\cross\mu^{x}3\mathrm{x}3\mathrm{e}\mathrm{p}(-\mu_{3})$

$\ln L=C+(x_{11}+x_{21})\ln S1+(x_{12}+x_{22})\ln(1-S_{1})+(x_{11}+x_{12})\ln S_{2}+x_{13}\ln(1-S_{2})$

$+(x_{11}+x_{12}+X_{13})\ln s_{3}-S_{3}+(x_{21}+x_{22})\ln\mu 2-\mu 2+x3\ln\mu 3-\mu_{3}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{1}}=\frac{x_{11}+x_{21}}{s_{1}}-\frac{x_{12}+x_{22}}{1-s_{1}}$ $\Rightarrow$ $\hat{s}_{1}=\frac{x_{11}+x_{2}1}{x_{11}+x_{21}+X12+X_{22}}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{2}}=\frac{x_{11}+x_{12}}{s_{2}}-\frac{x_{13}}{1-s_{2}}$ $\Rightarrow$ $\hat{s}_{2}=\frac{x_{11}+x_{12}}{x_{11}+X_{12}+x_{13}}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{3}}=\frac{x_{12}+X_{12}+x_{13}}{s_{3}}-1$ $\Rightarrow$ $\hat{s}_{\mathrm{s}}=X11+x12+X_{13}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial\mu_{2}}=\frac{x_{21}+x_{22}}{\mu_{2}}-1$ $\Rightarrow$ $\hat{\mu}_{2}=X_{21}+x_{22}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial\mu_{3}}=\frac{x_{3}}{\mu_{3}}-1$ $\Rightarrow$ $\hat{\mu}_{3}=x_{3}$

$\hat{\lambda}_{1}=\hat{s}_{1^{\hat{S}}2}\hat{s}\mathrm{s}=\frac{(_{X_{11}+}x21)(x11+x_{1}2)}{x_{11}+x_{21}+X12+X22}$, $\hat{\lambda}_{2}=(1-\hat{S}_{1})\hat{S}_{2}\hat{s}_{3}=\frac{(x_{12}+x22)(X11+x12)}{x_{11}+x_{21}+X12+X22}$ ,

$\hat{\lambda}_{3}=(1-\hat{S}_{2})\hat{S}_{3}=X13$ .
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例 3-4 例 &3で、 $\mu_{2}=\mu 3=\lambda 1+\lambda_{2}+\lambda_{3}$ の場合を考える。すなわち
$X_{11},$ $X_{12},$ $X13,$ $X21,$ $X_{22},$ $X_{3}$ は互いに独立で、 $X_{1i}\sim P\sigma issm(\lambda i)$ , $\mathrm{i}=1,2,3$

$X_{2} \dot{.}\sim P\dot{m}sSm((\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})$, $=1,2$ , $X_{3}\sim P\dot{m}sSm(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})$

なるモデルに対して、MLE を求めると

$Like\iota ihood\propto 8(s_{123}SS)^{x}11((1-S_{1})s_{2^{S}3})^{x}12((1-s_{2})s3)^{x_{1}}3(\exp-s_{3})$

$\cross(S_{3}S_{1})x_{2}1(S3(1-s_{1}))^{x_{22}}\exp(-S_{3})\mathrm{X}S^{x_{3}}\exp 3(-S_{3})$

$=S_{1}^{x_{11}+}(x_{2}1(1-s_{1})^{x_{12}}+x_{22}x+x_{1}s(2^{11}21-s_{2})^{x_{13}}S_{3^{1}}\exp(x1+x12+x_{1}3+x_{2}1+x_{2}2+x_{3}-3S_{3})$

$\hat{s}_{1}=\frac{X_{11}+x_{21}}{x_{11}+X_{21}+X12+x22}$ , $\hat{s}_{2}=\frac{x_{11}+x_{12}}{X_{11}+X_{1}2+X13}$ ,

$\hat{s}_{3}=\frac{x_{11}+x_{12}+X13+X_{2}1+X22+X_{3}}{3}=\frac{x_{total}}{3}$

$\hat{\lambda}_{1}=S_{1}^{\wedge}S_{23}^{\wedge}\hat{s}=\frac{x_{11}+x_{21}}{x_{11}+X_{21}+x_{12}+x_{22}}\frac{x_{11}+x_{1}2}{X_{11}+X_{12}+X_{1}3}\frac{x_{lotal}}{3}$

$\hat{\lambda}_{2}=(1-\hat{s}_{1})S\wedge 2^{S}3\wedge=\frac{x_{12}+x_{22}}{x_{11}+X_{21}+x_{12}+x_{22}}\frac{x_{11}+x_{12}}{x_{11}+X_{12}+x_{13}}\frac{Xtotal}{3}$

$\hat{\lambda}_{3}=(1-s_{2})\wedge \text{禽}$
$= \frac{x_{13}}{X_{11}+X_{12}+X13}\frac{x_{to\mathrm{t}}al}{3}$

例 3-5 例 34の–般化すなわち

第 1回目の観測 : $(X_{11},x12, \ldots,x1k-1,x1k)$ , 第 2回目の観測 : $(X_{21}, X22, \ldots, X2k-1),$ $\cdots$ .
第 k-l 回目の観測 : $(X_{k-11}, X_{k12}-)$ , 第 $\mathrm{k}$ 回目の観測 : $X_{k}$ に対して

$X_{11},$ $X_{1}2,$ $\ldots,x_{1}k-1,X1k,X21,X_{2}2,$ $\ldots,x2k-1,$ $\ldots,xk-11,xk-12,$ $Xk$ は、 すべて独立であって

$X_{1i}\sim P\dot{m}sSm(\lambda i)$ , $i=1,2,$ $\ldots,k$

$X_{2i} \sim P\dot{m}ssm((\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda_{k})\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda k-1})$ , $i=1,2,$ $\ldots,k-1$

$X_{3:} \sim P\dot{\alpha}ssm((\lambda_{1}+\lambda_{2}+ ... +\lambda_{k})\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda \text{た}-2})$ , $i=1,2,$ $\ldots,k-2$

$X_{k-1i} \sim P\dot{\alpha}Ssm((\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda_{k})\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})$ , $i=1,2$

$x_{k}\sim P\sigma iSsm(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\ldots+\lambda \text{た})$

と仮定する。 この場合に MLE を求める。

ん

$Like\iota ihood\propto(_{i=1}\square \lambda^{x_{1i}})i\mathrm{p}(-(\lambda 1+\lambda 2+\cdots+\lambda \text{た})\mathrm{e}\mathrm{x})$
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$\mathrm{x}$ ( $. \prod_{-1}^{\text{た}}$ ($( \lambda 1+\wedge-1 ... +\lambda_{\text{た}})\frac{\lambda_{i}}{\lambda_{1}+\ldots+\lambda \text{た}-1}$ ) $2i$ ) $\exp(-(\lambda_{1}+ ... +\lambda_{\text{た}}))\mathrm{X}\cdots$

$\mathrm{x}$ ( $( \lambda_{1}+ ... +\lambda_{\text{た}})\frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}}$ ) $x_{k11}-(( \lambda_{1}+ ... +\lambda_{k})\frac{\lambda_{2}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}})^{x}k-12\exp(-(\lambda 1+ ... +\lambda_{k}))$

$\mathrm{x}(\lambda_{1}+\ldots+\lambda \text{た})xk\exp(-(\lambda_{1}+ ... +\lambda_{k}))$

先ほどと全く同じ変数変換を用いると

$Likelihood\propto(_{S_{12}}s\cdots sk)x_{1}1((1-S_{1})s2\ldots s_{\text{た}})x_{1}2((1-S_{2})s3\ldots sk)^{x_{1}\mathrm{s}}\cdots((1-Sk-1)S_{k})^{x_{1k}}\exp(-S_{k})$

$\cross(s\text{た^{}s}1\ldots S\text{た}-2)^{x_{2}}1(Sk(1-S_{1})S_{2}\cdots s_{k}-2)x_{2}2\ldots(s\text{た}(1-s_{k-}2))^{x}2k-1\exp(-s_{\text{た}})\mathrm{X}\cdots$

$\cross(s_{\text{た}}s1s2)x_{k-}21(_{S_{k}}(1-S_{1})s_{2})x_{k^{-}}22(Sk(1-s_{2}))^{x_{k-23}}\exp(-sk)$

$\cross(s_{k1}S)x_{k-}11(S\text{た}(1-s_{1}))^{x_{k}}-12\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{x}(-s_{k})\mathrm{X}S^{x}\exp \text{た}(k-s_{k})$

$=s_{1}^{x_{11}}+x_{2}1+\cdots+x_{k-11}+X_{k}((1-S_{1})^{x_{12}+++}x22-\cdot\cdot x_{k}-!2$

$\mathrm{x}s_{2}^{x_{11}++}(x_{1}2x21+x_{2}2+\cdots+x_{k-2}1+x_{k-22}1-S_{2})^{x+x_{2}}133+\cdots+xk-23\cross\cdots$

$\cross s_{k-2^{+}}^{x_{11}}(x_{12}+\cdot-\cdot+X_{1k}-2+x_{2}1+x22+\cdots+X2k-21-sk-2)x_{1}k-1+x2k-1$

$\mathrm{x}s_{k-1^{+}}^{x_{1}}1x_{12}+\cdots+x_{1}k-1(1-Sk-1)^{x}1k\mathrm{x}s_{\text{た}^{}x}\iota_{\circ}c\alpha 1$ exp(-ksた)

但し $x_{lo}ta \downarrow=\sum_{\mapsto}^{k1}.-1\sum-k-i1X_{k}j=1^{+}X_{i}j+$ . 従って

$\ln L=C+(_{X}11+X_{21}+\cdots+Xk-11+X_{k})\ln s_{1}+(X12+x_{2}2+\cdots+xk-12)\ln(1-s_{1})$

$+(_{X_{11}+}x12+X_{21}+x_{22}+\cdots+x\text{た}-21+X_{k2}-2)\ln S2+(_{X_{1}+x_{23}}3+\cdots+Xk-2s)^{]\mathrm{n}}(1-s_{2})$

$+\cdots$

$+(_{X_{11}+x_{12}}+\cdots+x1\text{た}-2+X_{21}+X22+\cdots+X2k-2)\ln s\text{た_{}-}2+(X_{1k1}-+x2k-1)\ln(1-S_{k-2})$ .

$+(x_{11}+x_{12}+\cdots+X1k-1)\ln s_{k-}1+x_{1}k]\mathrm{n}(1-S_{k1}-)+Xtota\iota\ln S_{k}-ks\text{た}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{1}}=\frac{\sum_{i=1}^{k-1}X_{i}1+X_{k}}{s_{1}}-\cdot\frac{\sum_{\sim}^{k-1}-1^{X_{i}}2}{1-s_{1}}$ $\Rightarrow$ $\hat{s}_{1}=\frac{\sum_{i=1}^{k-1}X_{i}1+x_{k}}{\sum_{i=}^{\text{た}-}11(xi1+X_{i}2)+X_{k}}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{2}}=\frac{\sum_{j=1}^{2}\sum_{arrow}^{k}-1^{X}-2ij}{s_{2}}.-\frac{\sum_{i=}^{\text{た}-}1^{X}2i3}{1-s_{2}}$ $\Rightarrow$ $\hat{s}_{2}=.\frac{\sum_{i1}^{\text{た}-2}=(x_{i}1+xi2)}{\sum_{\mapsto-1}^{k-1}(X_{i}1+Xi2+Xi3)}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{\text{た}-1}}=\frac{\sum^{k-1}j=1X1j}{s_{k-1}}-\frac{x_{1k}}{1-s_{k-1}}$ $\Rightarrow$ $\hat{s}_{k-1}=\frac{\sum^{\text{た}-}j=1x1j1}{\sum_{j=1}^{k}X_{1j}}$

$0= \frac{\partial\ln L}{\partial s_{k}}=\frac{}x_{to}ta\iota}{S\text{た}-k$ $\Rightarrow$ $s \hat \text{た}=\frac{x_{\iota ot}al}{k}$
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これより、各 $\hat{\lambda}_{i}$ は、 $\hat{\lambda}_{1}=\hat{s}_{1^{\hat{S}}}2\ldots\hat{s}_{k},\hat{\lambda}_{2}=(1-\hat{s}_{1})\hat{s}_{2}\cdots$ s^た, $\hat{\lambda}_{3}=(1-\hat{S}_{2})\hat{s}3\ldots\hat{s}_{k},$ $\ldots,\hat{\lambda}_{k}=(1-\hat{s}_{k-1})_{\hat{S}}k$

によって求まる。

例 4 $X_{1},$ $X_{2},X_{3},$ $\mathrm{Y}_{1}$ , Y2, $Z$ は互いに独立で、 $X_{i}\sim P\sigma i_{S}Sm(\lambda_{i})$ , $i=1,2,3$ , $\mathrm{Y}_{1}\sim P\dot{m}sSm(\lambda 1)$ , Y2\sim
$Poi_{S}Son(\lambda_{2}+\lambda_{3}),$ $z_{\sim}P_{\mathit{0}}iSsm(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})$ なるモデルに対して、MLE を求める :

$P(x, y,z|\lambda)\propto\lambda^{x}1\lambda_{2}x2\lambda^{x\mathrm{s}}\mathrm{e}\mathrm{x}13\mathrm{p}(-\lambda 1-\lambda 2-\lambda 3)\mathrm{x}\lambda_{1}^{y1}(\lambda 2+\lambda 3)^{y2}\exp(-(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}))$

$\cross(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})z\exp(-(\lambda 1+\lambda 2+\lambda_{3}))$

MLE を求めるのに、 次の変数変換を用いると容易に計算できる

$\lambda=\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda 3$ , $t=\lambda_{1}/(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})$ , $u=\lambda_{2}/(\lambda_{2}+\lambda_{3})$ .

$\lambda_{1}=\lambda t$ , $\lambda_{2}=\lambda(1-t)u$ , $\lambda_{3}=\lambda(1-t)(1 - u)$ .

$P(x,y, z|\lambda)\propto\lambda^{x_{1}+y_{1}+}x_{2}+y2+x3+z(\exp-3\lambda)f^{1}+y1(1-t)x_{2}+x\mathrm{s}+y2x_{2}u(1-u)x_{3}$ .

これより直ちに

$\hat{\lambda}=\frac{x_{1}+y_{1}+x_{2}+y_{2}+X_{3}+z}{3}$ , $\hat{t}=\frac{x_{1}+y_{1}}{x_{1}+x_{2}+y_{1}+y2+x_{3}}$ , $\text{\^{u}}=\frac{x_{2}}{x_{2}+x_{3}}$

を得る。 よって

$\hat{\lambda}_{1}=\hat{\lambda}\hat{t}=\frac{x_{1}+y_{1}+X2+y_{2}+X_{3}+z}{3}\underline{x_{1}+y1}$

$x_{1}+y_{1}+x_{2}+y_{2}+x_{3}$
’

$\hat{\lambda}_{2}=\hat{\lambda}(\hat{t}-1)\hat{u}=\frac{x_{1}+y_{1}+x_{2}+y_{2}+X_{3}+z}{3}\frac{x_{2}+y_{2}+x3}{x_{1}+y_{1}+x_{2}+y2+X_{3}}\frac{x_{2}}{x_{2}+x_{3}}$ ,

$\hat{\lambda}_{3}=\hat{\lambda}(1-t\gamma(1-\hat{u})=\frac{x_{1}+y_{1}+x_{2}+y_{2}+X_{3}+z}{3}\frac{x_{2}+y_{2}+X3}{x_{1}+y_{1}+X_{2}+y_{2}+x_{3}}\frac{x_{3}}{x_{2}+x_{3}}\cdot$

5. single proper prior による Bayes 推定

Poisson 分布に対し、通常の Bayes 推定では、パラメーター $\lambda_{i}$ $\mathrm{i}=1,2,.$ . の事前分布に、共役分布族であ
るガンマ分布を仮定する。 さて、 ガンマ分布には次のような都合の良い性質がある。

Property 1. $W_{i}\sim Gamma(\alpha_{i},\beta)$ , $\mathrm{i}=1,2,3$. $W_{1},$ $W_{2},$ $W_{3}$ are independent, then

$S_{3}=W_{1}+W_{2}+W_{3}$ , $S_{2}= \frac{W_{1}+W_{2}}{W_{1}+W_{2}+W_{3}}$ , $S_{1}= \frac{W_{1}}{W_{1}+W_{2}}$

are mutually independent and $S_{3}\sim Gamma(\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha_{3},\beta)$, $S_{2}\sim Beta(\alpha_{1}+\alpha 2,\alpha_{3})$ $S_{1}\sim Beta(\alpha_{1,2}\alpha)$

例 3-3の続き Property 1を用いて、例 3-3のモデルに対して、事前分布

$d\tau(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda 3)\propto\lambda_{1}^{\alpha_{1}-1}\exp(-\beta\lambda 1)\lambda^{\alpha_{2}}-1(2\mathrm{p}-\mathrm{e}\mathrm{x}\beta\lambda_{2})\lambda_{3}^{\alpha}3-1\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{x}(-\beta\lambda 3)d\lambda 1d\lambda_{2}d\lambda 3$

を用いた時の Bayes 推定量を求める。 パラメータの変数変換は、前回同様

$s_{1}= \frac{\lambda_{1}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}}$ , $s_{2}= \frac{\lambda_{1}+\lambda_{2}}{\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}}$ , $s_{3}=\lambda 1+\lambda_{2}+\lambda_{3}$
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を用いる。 $\lambda_{1},$ $\lambda_{2},$ $\lambda_{3}$ について解くと、 $\lambda_{1}=s_{1}s_{2}S_{3},$ $\lambda_{2}=(1-S_{1})s_{2}S_{3},$ $\lambda_{3}=(1-S_{2})_{S_{3}}$ であるから
$\backslash$

Property 1により

$d\tau(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \lambda_{3})\propto s_{3}\exp(\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha 3-1-\beta_{S_{3}})s_{2}(\alpha_{1}+\alpha_{2}-11-S_{2})^{\alpha_{3}-1_{S}1}1\alpha_{1^{-}}(1-S_{1})^{a_{2}-1}\ 1\ _{23}d_{S}$

である。 そして、 $Dikelihood\propto Sx_{1}11+x_{2}1(1-S_{1})^{x_{12}}+x22S_{2}(x11+x_{1}21-s_{2})^{x_{13}l_{0}t\circ}s_{3}^{x}\exp(l-3S_{3})$ であるから

Likelihood $\cross$ prior $\propto s_{3}^{x_{\iota_{\circ}\iota_{\alpha}1}}-1\mathrm{e}+\alpha 1+\alpha 2+\alpha 3\mathrm{x}\mathrm{p}(-(\beta+3)s_{3})s_{2}-21(x_{11}+x12+\alpha_{1}+\alpha 1-s_{2})^{x_{13}+-1}\alpha_{3}$

$\cross s_{1}^{x_{11}}-1(+x21+\alpha_{1}1-S1)x12+x22+\alpha_{2}-1dS3ds_{2}\ 1$

$\int Likelih_{oo}d$ $\cross prior\propto\int S_{3}^{x_{t\circ tl}}-\alpha 231\mathrm{e}\circ+\alpha_{1}++\alpha \mathrm{x}\mathrm{p}(-(\beta+3)ss)ds_{3}$

$\cross\int s_{2}^{x_{11}}-1(+x12+\alpha_{1}+\alpha_{2}1-S_{2})x_{13}+\alpha_{3}-1dS_{2}\int s_{1}^{x_{11}++}-1(x_{2}1\alpha_{1}1-S_{1})x_{12}+x22+\alpha_{2}-1dS_{1}$

$= \frac{\Gamma(_{X_{l}}ota\iota+\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha 3)}{(\beta+3)^{x_{\iota \mathrm{o}t}}al+\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha_{3}}\mathrm{B}(_{X+X_{12}}11+\alpha 1+\alpha_{2,13}X+\alpha_{s)\mathrm{B}(\alpha_{1,12}}x11+X21+x+x_{22}+\alpha_{2})$

同様に

$\int\lambda_{1}\cross Like\iota ihood\cross prior=\int s_{12}SS_{3}\cross Like\iota ihood\cross prior$

$\propto\frac{\Gamma(x_{tot}a\iota+\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha 3+1)}{(\beta+3)^{x+\alpha}\iota\circ\iota a\iota 1+\alpha_{2}+\alpha 3+1}$

$\mathrm{x}\mathrm{B}(x_{11}+X_{12}+\alpha 1+\alpha 2+1,X13+\alpha_{3})\mathrm{B}(x11+X_{21}+\alpha 1+1, X12+x_{2}2+\alpha_{2})$

$\int\lambda_{2}\cross nkelihood\cross$ prior $= \int(1-s_{1})S_{23}s\cross$ Likelihood $\cross$ prior

$\propto\frac{\Gamma(x_{tota}l+\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha_{3}+1)}{(\beta+3)^{x_{lo}+}l\Phi\iota\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha_{3}+1}$

$\cross \mathrm{B}(_{X_{11}}+x12+\alpha 1+\alpha_{2}+1,X_{1s\alpha_{3}}+)\mathrm{B}(x_{\mathrm{l}}\mathrm{n}+X_{2}1+\alpha_{1},X_{1}2+x22+\alpha_{2}+1)$

$\int\lambda_{3}\cross Like\iota ihood\cross prior=\int(1-S2)S3\cross kkelihood\cross$ prior

$\propto\frac{\Gamma(x_{t_{\mathit{0}}ta}\iota+\alpha 1+\alpha 2+\alpha_{3}+1)}{(\beta+3)x_{tt}o\circ\iota+\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha_{3}+1}$

$\mathrm{x}\mathrm{B}(_{X_{11}}+x12+\alpha_{1}+\alpha_{2},x13+\alpha_{3}+1)\mathrm{B}(x11+X21+\alpha_{1},X12+x_{22}+\alpha_{2})$

$\tilde{\lambda}_{1}=\frac{\int\lambda_{1}\cross Likelihood\cross prior}{\int Likelihood\cross prior}$

$= \frac{1}{\beta+3}\frac{\mathrm{r}(_{X_{lol}+\alpha}a\iota 1+\alpha 2+\alpha_{3}+1)}{\Gamma(x_{\iota_{\mathit{0}}tl}a+\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha 3)}$

$\cross\frac{\mathrm{B}(_{X_{11}+X_{12}}+\alpha 1+\alpha 2+1,x13+\alpha_{3})\mathrm{B}(x11+X_{21}+\alpha_{1}+1,x_{12}+x22+\alpha 2)}{\mathrm{B}(_{X_{11}+}x12+\alpha_{1}+\alpha 2,X13+\alpha s)\mathrm{B}(_{X_{1}+X_{2}}11+\alpha 1,X_{12}+X_{2}2+\alpha 2)}$

$= \frac{x_{to}la\iota+\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha_{3}}{\beta+3}\frac{x_{11}+x12+\alpha_{1}+\alpha 2}{x_{11}+X12+X13+\alpha 1+\alpha 2+\alpha 3}\frac{x_{11}+X_{21}+\alpha_{1}}{x_{11}+X_{21}+x_{12}+X_{22}+\alpha_{1}+\alpha 2}$
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$\tilde{\lambda}_{2}=\frac{\int\lambda_{2}\cross Likelih_{oo}d\mathrm{x}prior}{\int Likelih_{\mathit{0}}od\mathrm{X}prior}$

$=. \frac{x_{tota\iota}+\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha_{3}}{\beta+3}\frac{x_{11}+x12+\alpha_{1}+\alpha 2}{x_{11}+x_{1}2+x_{13}+\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha_{3}}\frac{x_{12}+X_{22}+\alpha_{2}}{x_{11}+X_{21}+x_{12}+X_{22}+\alpha_{1}+\alpha 2}$

$\tilde{\lambda}_{3}=\frac{\int\lambda_{3}\cross Like\iota iho\mathit{0}d\mathrm{x}prior}{\int uke\iota ih_{ood\mathrm{X}pr}rio}=\frac{Xtota\iota+\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha_{3}}{\beta+3}\frac{x_{13}+\alpha_{3}}{X_{11}+X_{12}+x1s+\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha_{3}}$

limit property 上記の結果から、 $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\alpha_{3},$ $\betaarrow 0$ とすることで、 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{i}arrow\wedge i$ $(i=1,2,3)$ が得られる。

Property 1と本質的に同じではあるが、パラメーター変換を多少違えた場合、次のようになる

Property 2. $W_{i}\wedge aeamrm(\alpha_{i}, \beta)$ , $\mathrm{i}=1,2,3$ . $W_{1},$ $W_{2},$ $W_{3}$ are independent, then

$S=W_{1}+W_{2}+Ws$ , $T= \frac{W_{1}}{W_{1}+W_{2}+Ws}$ , $U= \frac{W_{2}}{W_{2}+W_{3}}$

are mutually independent and $S\sim Gamma(\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha_{3},\beta),$ $T\sim Beta(\alpha_{1},\alpha_{2}+\alpha_{3}),$ $U\sim Beta(\alpha 2,\alpha s)$ .

例 4の続き Property 2を用いて、例 4のモデルに対して、事前分布

$d\tau(\lambda_{1}, \lambda_{2},\lambda 3)\propto\lambda_{1}^{\alpha-}11\exp(-\beta\lambda_{1})\lambda\alpha 1\exp 2^{2^{-}}(-\beta\lambda 2)\lambda_{3}^{\alpha}3^{-}1\exp(-\beta\lambda_{3})$

$=\lambda_{123}^{\alpha_{1}-1}\lambda\alpha 2^{-}1\lambda\alpha 3-1\exp(-\beta(\lambda 1+\lambda_{2}+\lambda_{3}))d\lambda 1d\lambda 2d\lambda_{3}$

を用いた時の Bayes 推定量を求める。 変数変換

$s=\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda 3$ , $t=\lambda_{1}/(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3})$ , $u=\lambda_{2}/(\lambda_{2}+\lambda_{3})$

$\lambda_{1}=st,$ $\lambda_{2}=s(1-t)u,$ $\lambda_{3}=s(1-t)(1-u)$ により

$bkelihood\propto\lambda_{1}^{x_{1}}\lambda_{2}^{x}2\lambda_{\mathrm{s}}x3\exp(-\lambda_{1^{-}}\lambda_{2}-\lambda 3)\cross\lambda_{1}^{y_{1}}(\lambda_{2}+\lambda_{3})^{y2}\exp(-(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda_{3}))$

$\mathrm{x}(\lambda_{1}+\lambda 2+\lambda_{3})z(\exp-(\lambda_{1}+\lambda_{2}+\lambda \mathrm{s}))$

$=s^{x_{t\circ t\iota}}a\exp(-3s)tx_{1}+y_{1}(1-t)x_{2}+x3+y2x2u(1-u)x_{3}$

但し| $x_{tota}\iota=x1+y1+x_{2}+y_{2}+X_{3}+z$ .

prior $\propto s^{\alpha_{1}++\alpha-1}\alpha_{2}3\exp(-\beta S)t\alpha_{1}-1(1-t)^{\alpha}2+\alpha_{3}-1(u^{\alpha_{2}-1}1-u)\alpha_{3^{-}}1\ dtdu$

Likelifwod $\cross$ prior

$\propto s^{x_{t_{0}l}+\alpha}\circ l1+\alpha_{2}+\alpha 3-1\exp(-(\beta+3)s)$

$\cross t^{x_{1}+}y_{1}+\alpha_{1}-1(1-t)x_{2}+x3+y_{2}+\alpha_{2}+\alpha 3^{-1x_{2}+}u-1(\alpha_{2}1-u)x_{3}+\alpha 3-1dsdtdu$

$\int Dikelih_{oO}d\cross$ prior

$\propto\int S^{x_{t_{0}C\iota}+}\Phi\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha 3-1\exp(-(\beta+3)s)dS$
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$\cross\int f^{1}+y1+\alpha_{1}-1(1-t)x_{2}+x3+y_{2}+\alpha_{2}+\alpha_{3}-1dt\int u^{x}-1(2+\alpha_{2}1-u)^{x}3+\alpha_{3}-1du$

$= \frac{\Gamma(xtota\iota+\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha_{3})}{(\beta+3)^{x+}l\circ\iota a\iota\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha \mathrm{s}}$

$\cross \mathrm{B}(x_{1}+y_{1}+\alpha_{1},x_{2}+x_{3}+y_{2}+\alpha_{2}+\alpha_{3})\mathrm{B}(X_{2}+\alpha_{2},x_{3}+\alpha_{3})$

同様に

$\int\lambda_{1}\cross nkelih_{ood}\cross prior=\int st\cross$ Likelihood $\cross$ prior

$\propto\frac{\Gamma(x_{to}ta\iota+\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha 3+1)}{(\beta+3)^{x_{tot\iota+}}a\alpha 1+\alpha 2+\alpha_{3}+1}$

$\cross \mathrm{B}(x_{1}+y_{1}+\alpha_{1}+1, x_{2}+x_{3}+y_{2}+\alpha_{2}+\alpha_{3})\mathrm{B}(X_{2}+\alpha_{2},x_{3}+\alpha_{3})$

$\int\lambda_{2}\cross Like\iota ihood\cross prior=\int s(1-t)u\cross hke\iota ihood\cross pri_{\mathit{0}}r$

$\propto\frac{\Gamma(Xtota\iota+\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha s+1)}{(\beta+3)^{x_{\iota \mathit{0}}}t\circ\iota+\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha_{3}+1}$

$\cross \mathrm{B}(x_{1}+y_{1}+\alpha_{1},x_{2}+x_{3}+y_{2}+\alpha_{2}+\alpha_{3}+1)\mathrm{B}(x_{2}+\alpha_{2}+1,x_{3}+\alpha_{3})$

$\int\lambda_{3}\cross bkelihood\cross$ prior $= \int s(1-t)(1-u)\cross Likelifwod\cross prior$

$\propto\frac{\Gamma(_{X+}tota\iota\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha 3+1)}{(\beta+3)^{x_{\iota_{\mathit{0}}}}\iota a\iota+\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha_{3}+1}$

$\cross \mathrm{B}(x_{1}+y_{1}+\alpha_{1},x_{2}+x_{3}+y_{2}+\alpha_{2}+\alpha_{3}+1)\mathrm{B}(x_{2}+\alpha_{2},x_{3}+\alpha_{3}+1)$

$\tilde{\lambda}_{1}=\frac{\int\lambda_{1}\cross Likelihood\cross prior}{\int Likelih_{\mathit{0}}od\cross prior}$

$= \frac{1}{\beta+3}\frac{\Gamma(x_{\mathrm{t}ta\iota}o+\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha 3+1)}{\Gamma(x_{ttal}o+\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha_{3})}$

$\cross\frac{\mathrm{B}(_{X_{1}+y_{1}+}\alpha_{1}+1,x_{2}+x3+y_{2}+\alpha 2+\alpha_{3})}{\mathrm{B}(_{X_{1}++X+x_{s}+}y_{1}\alpha_{1},2y2+\alpha 2+\alpha s)}\frac{\mathrm{B}(_{X_{2}++\alpha_{3}}\alpha_{2,3}X)}{\mathrm{B}(_{X_{2}+\alpha_{2},X_{3}}+\alpha_{3})}$

$= \frac{x_{tota}\iota+\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha_{3}}{\beta+3}\frac{x_{1}+y_{1}+\alpha_{1}}{x_{1}+y_{1}+X_{2}+X_{3}+y_{2}+\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha_{3}}$

$\tilde{\lambda}_{2}=\frac{\int\lambda_{2}\cross Likelihood\mathrm{x}prior}{\int Likelihood\cross prior}$

$= \frac{x_{tola\iota}+\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha_{3}}{\beta+3}\frac{x_{2}+X_{3}+y_{2}+\alpha 2+\alpha_{3}}{x_{1}+y1+X_{2}+X_{3}+y_{2}+\alpha_{1}+\alpha 2+\alpha_{3}}\frac{x_{2}+\alpha_{2}}{x_{2}+x_{3}+\alpha_{2}+\alpha_{3}}$

$\tilde{\lambda}_{3}=\frac{\int\lambda_{3}\cross Likelihood\mathrm{X}prior}{\int Likelihood\mathrm{X}pri_{\mathit{0}}r}$

$= \frac{X\iota_{\mathit{0}}\iota_{a}\iota+\alpha 1+\alpha_{2}+\alpha_{3}}{\beta+3}\frac{x_{2}+X_{3}+y_{2}+\alpha 2+\alpha_{3}}{x_{1}+y_{1}+x_{2}+X_{3}+y2+\alpha 1+\alpha 2+\alpha_{3}}\frac{x_{3}+\alpha_{3}}{x_{2}+x_{3}+\alpha_{2}+\alpha_{3}}$

limit property 上記の結果から、 $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\alpha_{3},$ $\betaarrow 0$ とすることで、 $\tilde{\lambda}_{i}arrow\hat{\lambda}_{i}$ $(i=1,2,3)$ が得られる。
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Blyth の方法を用いた許容性について 例 $\lambda 3$ , 例 4にて、MLE が limit Bayes ゆえ「許容的な推定量で

近似される」 ことまではわかった。 しかし、許容的な推定量で近似されても、MLE が許容性だと断言できな

い。 Blyth(1951) tは、「目的の推定量が、ベイズ推定量によって、ペイズリスクという measurement で近づく

ことが示されれば、許容的」 という定理を示した。 よって、 Blyth の方法によって許容性を示すには、 単に

limit Bayes だけでは不十分で、ペイズリスクも近づくことを示さなくてはならない。

次元 Poisson分布: $P(X|\lambda)=\lambda^{x}exp(-\lambda)/x!$ の MLE $\hat{\delta}(x)=x$ が、 自乗損失下で許容的であること

を Blyth の方法で証明するには、次のようにすればよい :, 事前分布として、 $d\tau_{\alpha,\beta}(\lambda)\propto\lambda^{\alpha-1}exp(-\beta\lambda)d\lambda$

を選ぶ。 この事前分布に対する Bayes estimator は $\delta_{\alpha,\beta}(X)=(x+\alpha)/(1+\beta)$
。

$R(\lambda, \delta_{\alpha,\beta})=E_{\lambda}(\lambda-[(X+$

$\alpha)/(1+\beta)])^{2}=((\alpha-\beta\lambda)^{2}+\lambda)/(1+\beta)^{2}$ , $\gamma(d_{\mathcal{T}_{\alpha,\beta}}, \delta_{\alpha},\rho)=\alpha/(\beta(1+\beta))$ . 他方 ‘ $\hat{\delta}(x)=x$ に対して

$R(\lambda,\hat{\delta})=E_{\lambda}[\lambda-X]2=\lambda$ , $\gamma(d_{\mathcal{T}_{\alpha,\beta}},\hat{\delta})=\alpha/\beta$ であり、 $\gamma(d\tau_{\alpha,\beta}, \delta_{\alpha,\beta})-\gamma(d\tau_{\alpha,\beta},\hat{\delta})=-\alpha/(1+\beta)arrow$

$0$ when $\alpha,$ $\betaarrow 0$. であるから、許容的。

この Blyth の方法を例 3-3, 例 4に適用できるかも知れないと思い、試みた。 しかし、計算が途中でスタッ

クし、 成功していない。
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