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ここで考える方程式は

$i,\partial_{l}\uparrow l+\Delta u=f(u)$ (NLS)

なる形の非線型 ‘$\sqrt$‘

$=-$ レディンガー方程式である. ここで旧ま $1+n$ 次元時空 $\mathrm{R}\mathrm{x}\mathrm{R}^{n}$

上の複素数値函数 $(t, x)\mapsto\uparrow\iota(t, x),$ $\partial_{t}=\partial/\partial t,$ $\Delta$ は $\mathrm{R}^{n}$ のラプラシアン, $f$ は

$f(0)=0$ なる複素数値函数とする. $f(\mathrm{t}l)$ として典型的なモデルとして十 P-\searrow , $1l^{p}$

などに比例する $p$ 乗の単独幕, 更には単独幕の線型結合が考えられる. $u$ の導函数

を含んだ非線型相互作用や積分項を含んだ非局所的相互作用などのモデルはここで

は議論しない. 我々の考える問題は $(\mathrm{N}\mathrm{L}\mathrm{S})$ に対する初期値問題である. 特に時間大

域的に存在する解に興味を持つ. 発展方程式論的枠組では NLS は $\mathrm{R}^{n}$ 上の函数の

成すバナハ空間 $X$ に値を取る時間変数函数 $t\mapsto(x\mapsto u(t_{X},))$ についての $X$ 値常

微分方程式と見倣される. ガレルキン法などのコンパクト性を用いる解法を除けば
その常微分方程式は 7–“z-アメル式に書かれる積分方程式

$u(t)=U(t) \emptyset-i\int_{0}^{t}U(t-t’)f(u(t’))dt’$ (I)

に基づいて扱われる. ここで $\phi=u(0)$ は初期時亥 I $=0$ で与えたデータであり $U(t)$

は自由 $\backslash \grave{\nearrow}=$. レディンガー発展作用素 $\exp(i(t/2)\Delta)$ である. 一般に空間 $X$ は非線型

項の性質 (微分可能性, 原点での消滅度, 無限遠での増大度等), 空間次元 $n$ , 対象
とする時間尺度 (時間局所的か大域的か) の三条件に応じて定まり逆に $X$ の取り

方に応じてこの三条件が自然に定まってくる. 単独幕では原点での消滅度と無限遠
での増大度は–致し, これと微分可能性の概念もほぼ–致する事に注意されたい $(p$

乗の幕は分数階でも–般的には $p$ 回迄しか微分出来無い). 積分方程式 (I) の型から

見て $U(t)$ による $X$ の不変性を要請するのは自然である. 従って $X$ としては任意

階数 $s$ のソボレフ空間 (ベッセルポテンシャルの空間) $H^{s}=(1-\Delta)^{-S}/2L^{2}$ , 斉次
ソボレフ空間 (リースポテンシャルの空間) $\dot{H}^{S}=(-\Delta)^{-s/2}L^{2}$ , フーリエ不変な非
負階数 $s$ の空間 $\Sigma^{s}=H^{s}\cap \mathcal{F}(H^{S})$ ($F$ は $\mathrm{R}^{n}$ 上の函数に働くフーリエ変換), 更に
は (バナハでは無いが) $H^{s}$ や $\Sigma S$ の射影極限として $H^{\infty},$ $S$ が考えられる. NLS
を始めとする場の発展方程式では $x$ として :
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(a) 方程式の力学量から定まる空間

(b) 方程式の偏微分作用素から定まる空間

(c) 方程式の尺度次元から定まる空間

の三種類が代表的である.

(a) 型としては例えば $J_{\lrcorner}^{2}$ は全電荷に対応する空間, $H^{1}$ -はエネルギに対応する空
間, $\Sigma^{1}$ は運動量・位置作用素の定義域 $D(-i,\nabla)\cap D(x)$ であり生成・消滅作用素

の定義域であり個数作用素 $N$ の型式定義域 $Q(N)$ である. (b) 型としては例えば

If$2=D(-\triangle)$ は $\mathrm{N}\mathrm{L}\mathrm{S}$ を $L^{2}$ 値常微分方程式と見倣した際の強解に対応する空間,

$H^{1}=Q(-\triangle)$ は $\mathrm{N}\mathrm{L}\mathrm{S}$ のディリクレ型式に拠る弱解に対応する空間, $L^{2}$ は (I) が

(通常の意味で) 意味を持つ最大の空間であり $H^{s}$ ($s>n/2$ 又は $s>n/2+2$) は

NLS の古典解に対応する空間である. 線型偏微分作用素峨 $+\Delta$ と特別な交換関

係を持つ-階の偏微分作用素を $L^{2}$ に於いて実現した作用素の定義域もこの (b) 型

に属する (非線型波動方程式に於けるクライネルマンのベクトル場の方法に相当す

る). (c) 型としては例えば時空の伸長から導かれる函数の変換で方程式の解の集合
を不変に保つものに対し, その変換の空間方向の作用で保存される様なノルムを持

つ函数空間が考えられる. (a) (b) 型は概ね方程式の線型 (化) 作用素で決定される

のに対し (c) 型は方程式の線型構造と非線型構造との釣合いで決定される事に注意

する.

さて歴史的には $H^{1},$ $\Sigma^{1},$ $H^{2},$ $L^{2}$ の順で NLS の時間局所的・大域的可解性が
解明されている [1, 4, 5, 6, 14, 15, 18, 32, 34, 35]. その後 $H^{s}$ や $\Sigma^{s}$ について

幾つか結果が出ている [2, 10, 16, 17, 31]. 古典解については [3, 7, 8, 11, 12, 13,
30] を参考文献として挙げる. 我々の目的は $H^{s}$ に於ける NLS の大域解に関する
Cazenave-Weissler [2], Kato [16] の結果を–般化・精密化を含めて拡張する事であ
る. 特に

(i) ソボレフ空間 $H^{s}$ の階数 $s$ ,

(ii) 空間 $\mathrm{R}^{n}$ の次元 $n$ ,
(iii) 非線型項 $f(\tau l)$ の挙動,

の三者間で記述される臨界関係を全ての $s\geq 0$ に対して見出し NLS の大域的可解
性との関係を論じその際必要とされるデータの小ささをより精密に定式化する事が

具体的な作業と成る. 以下の内容は [19, 20, 21] で得られた結果を要約し基本的な

考え方を紹介したものである (技術的には込み入った所は省略する場合がある).
ここに於ける立場はソボレフ空間 $H^{s}$ を (c) 型の空間と見倣す事から始まる.

議論を簡単にする為非線型項は $p$ 乗の単独幕に代表される様な $p$ 次斉次であるとす
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る. $1+n$ 次元時空 $\mathrm{R}\mathrm{x}\mathrm{R}^{n}$ 上の函数 $u$ 及び\mbox{\boldmath $\lambda$} $>0$ に対し函数 $u_{\lambda}$ が

$u_{\lambda}(t, x)=\lambda^{2/(p-1})(u\lambda 2t,$ $\lambda_{X)}$

で定まり $u$ が NLS の解である事と $u_{\lambda}$ が NLS の解である事が任意の $\lambda>0$ に対

して同値となる. さて $u(0):x\mapsto u(0, x)$ と $u_{\lambda}(0):x\}arrow u_{\lambda}(0, x)$ のノルムを斉次
ソボレフ空間で計算すると

$||\uparrow l_{\lambda}(0);\dot{H}s||=\lambda s+2/(p-1)-n/2||u(0);\dot{H}^{S}||$

なる関係がある事が分かる. ここで三つの場合を区別して考える :

(1) $s>n/2-2/(p-1)$ .
(1a) $u$ が大域解であると仮定する. このとき $u_{\lambda}$ も大域解である. $\lambda$ を十分弛き

く取る事により任意に大きなデータの下での大域解の存在が従う. これはエ
ネルギが定義出来且つそれが正である場合以外には期待出来無い.

(1b) $u$ が爆発解であると仮定する. このとき $u_{\lambda}$ も爆発解である. $\lambda$ を十分越さ

く取る事により任意に小さなデータの下での爆発解の存在が従う. これは

シュレディンガー型の発展方程式では通常期待出来無い.

(2) $s<n/2-2/(p-1)$ .
(2a) $\tau\iota$ が大域解であると仮定する. このとき $u_{\lambda}$ も大域解であるが $\lambda$ を十分小

さく取る事により (1a) と同様の結論に至る.

(2b) $u$ が爆発解であると仮定する. このとき $u_{\lambda}$ の爆発解であるが $\lambda$ を十分大
きく取る事により (1b) と同様の結論に至る.

(3) $s=n/2-2/(_{\mathit{1}^{y-}}1)$ .
(3a) $tl$ が大域解であると仮定する. このとき $u_{\lambda}$ も大域解であるがその初期デー

タの大きさは\mbox{\boldmath $\lambda$} に依存しない.

(3b) $u$ が爆発解であると仮定する. このとき $u_{\lambda}$ の爆発解であるがその初期デー
タの大きさは\mbox{\boldmath $\lambda$} に依存しない.

従って非線型項に特定の条件 (ゲージ条件やポテンシャルの存在及びその挙動
に対する条件など) を付けない場合は-般に (3) のみが許されるものと推論される.
ここでは大域解のみを議論するので具体的には 「臨界等式

$s=n/2-2/(p-1)$

の成立する場合データの $\dot{I}\mathrm{f}^{s}$ ノルムが十分小さければ $H^{s}$ 解は時間大域的に存在す
るか ? 」 と云う問題を考える事とする (勿論上記推論は厳密とは限らない. 厳密に
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結論付ける為には仮定を適切に置いて定式化すれば良いのであってそれは困難では
無いがここでは止めておく). 非線型発展方程式で–定の時空伸長で解の集合が不変
な場合その時空伸長の空間方向 $\{0\}\cross \mathrm{R}^{n}$ への作用が不変なノルムを持つ函数空間
では「小さな大域解の存在 ( $1$ data-global existence) 」 が従う現象が屡々見ら
れる. これをここでは発見者に因んで藤田加藤の原理と呼ぶ事にする [29].

さて上記臨界等式に鑑み次の定義を導入する.

定義 幕 $P$ が $H^{s}$ 水準で臨界 $\Leftrightarrow p=1+4/(n-2S)$

$\text{幕}p$ が $H^{s}$ 水準で劣臨界 $\Leftrightarrow p<1+4/(n-2_{S})$

そこで 8に対し $I^{J_{c}=p(}\mathrm{C}S$) $=1+4/(n-2g),$ $p$ に対し $s_{c}=s_{c}(P)=n/2-2/(p-1)$

と置く. 次の簡単な事実に注意されたい.

(7) $s\geq 0$ に対して $J)_{\mathrm{C}}(S)$ が定まる為には $s<n/2$ でなければならな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ .
$(\triangleleft’)p>1$ に対して $s_{c}(p)\geq 0$ である為には $P\geq 1+4/n$ でなければならな $\mathrm{A}^{\mathrm{N}}$ .

さて $s=0,1,2$ に対しての臨界幕は各々 $p=1+4/n,$ $1+4/(n-2),$ $1+4/(n-4)$ で

あり前出の [6, 14, 15, 34, 35] 等で既に現れた数と –致している. 特に $p=1+4/n$

は擬共型幕であり士|u|4/nu なる非線型項を持つ NLS は特別な対称性を持っている.

又 $p=1+4/(n-2)$ は所謂臨界ソボレフ指数であり NLS に限らず様々な方程式に
対しても屡々登場する数である. $0\leq s<n/2$ なる $s$ に対して Cazenave-Weissler
[2] は単独幕士 $|u|^{p-1}u$ を持つ $\mathrm{N}\mathrm{L}\mathrm{S}$ は藤田・加藤の原理が成立する事を示した. こ

こでデータの小ささは $H^{s}$ ノルムに課せられ更に $[s]+1<p$ なる条件も必要とし
ている. 後者の条件に於いて $[s]$ は $s$ の整数部分であり非線型項を $[s]+1$ 回微分す

る為に必要とされている. その後 Kato [16] は非線型項に対する条件を準斉次型 :

$|f^{(k)}(_{\mathcal{Z}})|\leq C|z|p-k$ , $z\in \mathbb{C}$ ,

$k=0,1,$ $\cdots$ なる条件に緩め, データの小ささは $\dot{H}^{s}$ ノルムに課せば十分越ある事
を示した. 我々の得た結果を述べる為次の仮定・記号を導入する. 先ず非線型項 $f$

に対する条件を考える. $p>1,$ $s\geq 0$ に対し f\in C同 $(\mathbb{C};\mathbb{C})$ が条件 $(A)_{p,s}$ を満たす

とは $0\leq.j\leq[s]$ なる全ての $i$ に対し $f^{(j)}(0)=0$ であり評価

$|f^{(k)}(z1)-f^{()}k(z_{2})|\leq.\{$

$C(|Z_{1}|\vee|z_{2}|)^{p-}[S]-1|_{Z\mathcal{Z}_{2}|}1^{-}$ , $p\geq[s]+1$ の場合
$C|z_{1}-z_{2}|p-\iota s]$ , $p<[s]+1$ の場合

が全ての $z_{1},$ $z_{2}\in \mathbb{C}$ に対して成立する事を云う (ここで $a\vee b={\rm Max}((\iota, b))$ . 次に大
域解の属す函数空間 $\mathcal{X}^{s}$ は

$\mathcal{X}^{S}=C(\mathrm{R};H^{S})\mathrm{n}0\leq 2/q=\cap Lq(\mathrm{R};Bs\mathrm{n}\dot{B}^{0})\delta(r)<1rr$
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と定義する. ここで $\delta(\uparrow\cdot)=n/2-??,/r,$ $B_{r}^{s}=B_{r}^{s_{2}}$, は通常のべゾフ空間でフーリエ

空間に於ける局所化に対する総和を $\ell^{2}$ の意味で取ったもので $\dot{B}_{r}^{0}=\dot{B}_{r,2}0$ は斉次ベ

ゾフ空間である [9]. さて我々の得た結果は次の様になる.

定理 1 $.\mathrm{s},p_{1},p_{2}$ は次の条件を満たすものとする.

$\{$

$0\leq s<n/2$ ,
$1+4/n\leq p_{1}\leq p_{2}\leq 1+4/(n-2_{S)}$ ,
$S<_{J}y_{1}$ .

$f$ は $f=f_{1}+f_{2}$ と分解され $f_{j}$ (は $(A)_{p_{j^{S}}}$, を満たすものとする. $s_{j}=s_{c}(p_{j})$

と置く. $\epsilon>0$ に対し

$B^{s}(\epsilon)=\{\emptyset\in H^{S}; ||\phi;\dot{H}S_{j}||\leq\epsilon, .\dot{\gamma}=1,2\}$

と置く. このとき $\epsilon>0$ が存在し任意の $\phi\in B^{s}(\epsilon)$ に対し $\mathrm{N}\mathrm{L}\mathrm{S}$ ?は $\mathrm{s}x(0)=\emptyset$

なる大域解 $u\in \mathcal{X}^{s}$ を唯-つ持つ.

非線型項に対する仮定はもう少し弱められる. $p_{1}=p_{2}=1+4/(n-2S)=p\mathrm{c}(S)$

の場合は既に [19] で得られたものと –致する. ここで強調すべきは藤田・加藤の原

理は例えば単独幕の–次結合で表わされる非線型項にも適用可能であると云う事で
ある. では線型項と非線型項の時空伸長に対する均衡は何処に行ってしまったのか.

実はその均衡は臨界等式勺 $=s_{c}(p_{j})$ を通じてデータの小ささの要求される $B^{s}(\epsilon)$

の定義の中に現れている事に注意されたい. 即ち無限小の位数 $p_{1}$ 及び無限大の位

数 $p_{2}[33]$ に対応する臨界指数 $s_{c}(p_{1})$ 及び $s_{c}(\mathit{1}^{y_{2}})$ の微分をコントロールすれば十分

である事が明らかになった訳である.

定理 1の証明にはべゾフ型のストリッカーズ評価 [2, 10, 16, 36]

$||U(\cdot)\emptyset;L^{q}(\mathrm{R};\dot{B}_{r}s)||\leq C||\phi;\dot{H}^{S}||$

及びその非斉次版を用いる. ここで $s$ は任意の実数 $(q, r)$ は $0\leq 2/q=\delta(r)<1$

を満たす指数の組である. 非線型項の評価には条件 $(A)_{p,s}$ を満たす $f$ が評価

$||f(?l);\dot{B}^{s}\ell||\leq c||u;\dot{B}_{m}^{01}||p-||u;\dot{B}^{s}|r|$

を持つ事を用いる $[10, 19]$ . ここで $0\leq s\leq p,$ $1<l<r<\infty,$ $1/P=1/r+(p-1)/m$

とする. 微分に相当する指数 $s$ を持つノルムは右辺に於いて線型の寄与を持つ事と

$p_{r,m}$, はヘルダーの指数の関係により空間変数のスケールの均衡を保っている事に
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注意されたい. 大雑把に言って上記不等式, 空間及び時間変数のヘルダーの不等式,

更には空間変数についての斉次ベゾフ空間の埋蔵不等式及び補間不等式を組合せて
縮小写像の原理を用いれば定理 1の証明は完結する. 但し函数空間やその閉球, 更

にはその上の距離の定義の方法に様々な工夫が必要とされる. 基礎となる函数空間

に (ソボレフ空間でなく) ベゾフ空間を選んだ理由は無限小の位数 pl と微分可能

性を示す指数 $s$ との整合性を最大限に追求する為である (現在の所ソボレフ型の枠

組での非線型項の評価には少し多くの微分可能性と少し多くの無限小の位数が $f$ に

要求される様である [16] $)$ .

さて $s=n/2$ の場合を考えよう. 上記 (7) により $H^{n/2}$ 水準の臨界幕と云

う概念は意味を失う. $H^{n/2}$ 水準では任意の幕は劣臨界としての意味しか持ち得な

い. 従って $H^{n/2}$ 水準では単純なスケール変換から推測可能な臨界非線型性は見出

せない事となる. ソボレフ空間 $H^{n/2}$ は埋蔵定理の中でも良く使われる $H^{s}arrow L^{\infty}$

$(..- 9>n/2)$ の丁度破綻する限界に位置する. 定理 1で用いられた埋蔵定理の代表的

なものは $H^{s}arrow L^{2n/(2s}n-$ ) $(0\leq s<n/2)$ に相当しこちらも $s=n/2$ では破綻

する. 前者と後者の中間に位置する埋蔵定理は $H^{n/2_{\llcorner}}arrow L^{q}(2\leq q<\infty)$ である.

よって $fJ^{n/2}$ に属する函数は任意の幕乗について可積分であるが対応する不等式は

勿論スケール不変では無い. この様に $H^{n/2}$ 水準は方程式のスケールの議論から見

ても埋蔵定理のスケールの議論から見ても丁度臨界に位置するものと考えられる.
方所謂トウルディンガー型の不等式に拠れば $H^{n/2}$ は指数函数型の定義凸函数を

持つオルリッツ空間に埋込まれる. よって $H^{n/2}$ 水準では最早臨界では無くなった

幕函数に代わって指数函数的に増大する非線型項が臨界に位置するのではないかと
予想される. 実際この予想は正しく我々は次の定理 2を得た. 非線型項に関して次

の条件を導入する. $p>1,$ $s\geq 0$ に対し $f\in C^{[_{S}]}(\mathbb{C};\mathbb{C})$ が条件 $(B)_{p,s}$ を満たすとは

$0\leq k\leq[s]$ なるすべての整数 $k$ に対し $f^{(k\rangle}$ が評価

$|f^{(k)}(\chi)|\leq|z|^{(pk}-)+M(|_{Z|})$

を満たし $f^{([s])}$ が評価

$|f^{(\ddagger_{S}1)}(z1)-f(\mathrm{l}_{\mathit{8}1})(z2)|\leq\{$

$|z_{1}-z_{2}|^{p}-\mathrm{l}S1M(|z1|\vee|z2|)$ ,
$s<p<[s]+1$ の場合

1 1/1 $|_{\mathrm{t}\prime}|$
$\mathrm{I}\backslash \mathrm{r}_{\eta}-\mathrm{I}_{-\epsilon}1\perp\rceil$ ) $\mathfrak{l}\mathrm{n}’/|_{-}1\backslash$$\leq$

を満たす事を云う. ここで $M(x)=c_{\mathrm{e}\mathrm{x}}\mathrm{p}(\lambda x^{2}),$ $C,$ $\lambda>0$ , とする.
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定理 2 $f$ は $(B)_{1+4/}n,n/2$ を満たすとする. この時 $\lambda$ に依存する定数 $C(\lambda)$ が存在

して次を満たす. $0<\rho<C(\lambda)$ なる任意の $\rho$ に対し $\epsilon>0$ が存在し

$B_{\rho}(\epsilon)=\{\phi\in Hn/2|;|\phi;L^{2}||\leq\epsilon, ||\emptyset;\dot{H}^{n}./2||\leq\rho\}$

に属す任意の $\phi$ に対し NLS は $u(0)=\phi$ なる大域解 $u\in \mathcal{X}^{n/2}$ を唯–つ

持つ.

ここで $C(\lambda)$ は $C(\lambda)=C_{0}\lambda^{-}1/2,$ $c_{\mathit{0}>}\mathrm{o}$ , の形に取れる. $\rho$ は必ずしも小さい

場合のみとは限らないが $\epsilon$ は\rho に対して相対的に小さく取る事を想定している. 定

理 2の仮定を満たす $f$ は無限遠で $\exp(\lambda|u|^{2})$ , 原点で囮 4/nu の如く振舞う函数で
ある. 例えば

$f(\uparrow x)=\pm(_{C}\lambda|u|2-1-\lambda|u|^{2})$ , $n=1$ ,
$f(u)=\pm(e^{\lambda|}u|^{2}-1)u$, $n=2,3$ ,

$f(u)=\pm(e^{\lambda}|u|^{2}-1)$ , $n\geq 4$

はその仮定を満たす無限回微分可能な函数である. $H^{n/2}$ に値を取る解は $7\iota=2$ の

時有限エネルギのクラス, $n=4$ の時義解のクラスに属すので重要である. 定理 2

の証明の枠組は定理 1の証明と変わらないが非線型項の評価は全く異なる. 方針は
トウルディンガーの不等式の証明に倣って $f(u)$ のべゾフノルムの評価を級数展開
に基づいて実行する事である. 具体的には例えば次の不等式を用いる : $1<?\cdot<\infty$

なる 7 \iota こ対して $r$ と 7 \iota このみ依存する定数 $C_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ が存在し $r\leq q<\infty$ なる任意の $q$

に対しガリアルド. ニレンベルグ型評価 [27]

$||u;L^{q}||\leq Cq^{1/2+}-2)|(r)/(2q|u;\dot{H}-|n-2|^{1-}r/q||u;Lr||r/q$

が成立する. 展開された-つ–つの項をこの様な不等式を用いて評価し導かれた無
限級数の収束を考えるのであるがそれを保障するのが $C(\lambda)$ である. 実際最終的に
問題と成るのは

$\sum_{j=1}^{\infty}\frac{j^{j+k}}{j!}(\lambda c\rho^{2})^{j}$

の様な無限級数の収束性だからである. 上記ガリアルド. ニレンベルグ型評価は $L^{q}$

の $q$ に対する増大度が明示されている事が特徴である. 実はこの形のガリアルド.

ニレンベルグ型不等式は精密化されたトウルディンガーの不等式と同値であり [28]
後者に於いて $\exp(\lambda|u|^{2})$ の罧 2はこれ以上大きく取れない事が知られている. その
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為 $H^{n/2}$ 水準で許容される $f$ の無限遠に於ける増大度は $\exp(\lambda|\uparrow l|^{2})$ が限界ではな

いかと予想される. -方原点での消滅度は $1+4/n$ の幕である. これは前出 (イ)

によって考えると許容される原点の消滅度としては最も弱いものであり対応する臨

界指数は $s_{\mathrm{c}}(1+4/n)=0$ である. 定理 2で $||\phi;L^{2}||$ の小ささを要求したがこれは

$p=1+4/7l$ が $L^{2}$ 水準で臨界であると云う事情を反映したものである.

最後に $s>n/2$ の場合を考えよう. 矢張興味の有るのは大域可解性を保障す

る為の $f$ の挙動及びデータ\mbox{\boldmath $\phi$} の小ささの要求される部分を明らかにする事である.
定理 1, 2に於ける $s\leq n/2$ の場合に臨界現象に対応するソボレフの埋蔵の存在

を指摘し, また証明に於けるその役割も述べた. $s>n/2$ の場合は最も容易な埋蔵
$H^{S}arrow L^{\infty}$ が使えるので非線型項の評価が難しく成る事は無いと予想される. 実際
我々は次の定理 3を得た. 非線型項に関して次の条件を導入する. 条件 $(C)_{p,s}$ とは

前出の条件 $(B)_{p,s}$ に於いて函数 $M$ が $\mathrm{R}_{+}$ 上の非負非減少函数として–つ取れる事

を云う.

定理 3 $s>n/2$ とし $f$ (は $(C)_{1+4/}n,s$ を満たすとする. $n/2<\sigma\leq s$ なる任意の $\sigma$

を取る. この時任意の $p>0$ に対し $\epsilon>0$ が存在し

$D_{\rho}^{s}(\epsilon)=\{\emptyset\in Iif^{s};||\emptyset:L^{2}||\leq\epsilon, ||\phi;\dot{H}^{\sigma}||\leq p\}$

に属す任意の $\phi$ に対し $\mathrm{N}\mathrm{L}\mathrm{S}$ は $u(0)=\emptyset$ なる大域解 $u\in \mathcal{X}^{\mathit{8}}$ を唯-っ持つ.

意性に関する内容はもう少し強い形で述べられる. 定理 3の仮定を満たす $f$

は無限遠で任意の増大度を持ち原点では $|u|^{\mathit{4}/n}u$ の如く振舞う函数である. 無限遠

に於ける挙動は $p+\epsilon$ 及び $M$ で常にコントロール出来る. $||\phi;L^{2}||$ を ( $||\phi;\dot{H}^{\sigma}||$ に

比べて) 相対的に小さくする理由は定理 2と同様 $p=1^{\alpha^{\mathit{1}}}+4/n$ の $L^{2}$ 水準での臨界

性に拠る. 定理 3の証明の基本的枠組はべゾフ型のストリッカーズ評価と非線型項
のべゾフ評価に基づくという点では定理 1, 2と同じである. $\sigma$ を $n/2$ に–致させ

るのは技術的に困難である–方 $\sigma=n/2$ では何らかの矛盾が導かれるのかどうかは

不明である.

以上 NLS の $H^{s}$ 理論 $(s\geq 0)$ を概説した. 上記プログラムは非線型波動方程

式や非線型クラインゴルドン方程式に対しても実現可能である [22-26].
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