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Serre は $P$進 modular形式の例として $P$進 Eisenstein級数を構成し, そ
の Fourier係数 (とくにその定数項) に $P$ 進 L-関数が現われることを指
摘し, さらに Hilbert modular群に対する Eisenstein級数を考察すること
により, 総実体上の $p$進 $\zeta-$関数を構成した. この小文では $p$進 Eisenstin
級数に関する Serre のある公式が–般の Siegel modular群の場合に拡張
されることを示す. 興味深い点は, ある場合にそれが “現実の” modular
形式となる場合があることである.

1 P進 Eisenstein級数
$\mathrm{r}^{(n)}:=\mathrm{s}\mathrm{p}n(\mathbb{Z})$ を $n$ 次の Siegel modular群とし, $E_{k}^{(n)}$ で次数 $n$ weight
$k$ の正規化された Eisenstein級数を表すものとする (ただし $k>n+1$).
さらにここではこれを定数倍したもの

$G_{k}^{(n)}:=- \frac{B_{k}}{2k}E_{k}^{(n)}$

を考える. ここで $B_{k}$ は $k$番目の Bernoulli数.
ここで次の様な自然数列 $\{k_{m}\}$ を考える. まず $k\geqq 1$ を自然数とし, こ

の $k$ に対して次の様な素数 $P$ をとる.

$p>2k$ , $\{$

$p\equiv 1$ (mod 4) if $k_{i}$ even
$p\equiv 3$ (mod 4) if $k$ :odd.

この的な条件を満たす整数の組 $(k,p)$ に対して

$k_{m}:=k+ \frac{p-1}{2}p^{m-1}$

で定義される数列 $\{k_{m}\}$ を考える. この数列 $\{k_{m}\}$ は Serre の $p$進 weight
の空間

$x:=_{\mathrm{k}^{\mathrm{m}}p^{m-1}}\mathbb{Z}/(p-1)\mathbb{Z}=\mathbb{Z}p\cross \mathbb{Z}/(p-1)\mathbb{Z}$
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(ただし $\mathbb{Z}_{p}$ は $P$進整数環) 内に極限をもつ :

$k_{m} arrow k=(k,\frac{p+2k-1}{2})\in X$.

主定理 数列 $\{k_{m}\}$ を上の様にとる. すると Eisenstein級数の列 $\{G_{k_{m}}^{(n)}\}$

は形式的巾級数環 $\mathbb{Q}[[q]T]=\mathbb{Q}[qij, q_{ij}^{-}]1[[q_{1}, \ldots , q_{n}]]$ の中に極限

$\lim_{marrow\infty}G_{k}^{(}n):=\overline{G}_{k}(n)\overline{c}m=((k^{\mapsto^{2}},+\underline{k-1})n)2$

をもち, 具体的には次の様に表示される :

$\overline{G}_{(\frac{2}{2})}^{(n)}\underline{k-1}\frac{1}{2}L_{p}k,\alpha(=1-k;\omega^{k})+^{\mathrm{a}_{\frac{-1}{2}}}+1\leqq \mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}\tau^{\Lambda}0\leqq\tau\sum_{\leqq k}\overline{b}\in n_{2}(\tau)q^{\tau}$

,

ここで係数 $\overline{b}(T)$ は $r:=$ rank $T\geqq 2$ が even のとき

$2^{\frac{\Gamma-2}{2}} \cdot\frac{L_{p}(1-k+\frac{r}{2’}\cdot\eta_{T_{1}}.\omega^{k+}\frac{-1-\mathrm{r}}{2})}{L_{p}(1-2k+r,\omega^{2k}-r)}.$ .

$l|(d \langle T_{1})/D(T\iota \mathrm{p}\Gamma \mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{e}\prod_{1))}g^{(r)}l(\tau 1;(\frac{l}{p})\iota^{k-\gamma)}$

$i=1 \frac{\Gamma-2}{\prod 2}L_{p}(1 - 2k+2i;\omega-)2k2i$

$r:=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}T\geqq 1$ が odd のとき

$\prod$

.
$g_{l}^{(r)}(T_{1}$ ; $( \frac{l}{p})l^{k-r)}$

$l:\mathrm{p}\mathrm{n}\mathrm{m}\mathrm{e}$

$\mathrm{r}-1$ $l|d(\tau_{1})$

$2\overline{2}$ .
$\frac{\prime-1}{\prod 2}i=1L_{p}(1-2k+2i;\omega^{2k2i}-)$

と書ける. 式に現われる記号は以下の通りである.

$\bullet$ $L_{p}(s;x)$ : Kubota-Leopoldt $P$進 L-関数.

$\bullet$ $\mathrm{A}_{n}$ : $n$ 次半整対称行列全体の集合.

$\bullet$ $T_{1}arrow 0\leqq T\in\Lambda_{n}$ が rank $r$ のとき $T[U]={}^{t}UTU=$

$U\in \mathrm{G}\mathrm{L}_{n}(\mathbb{Z}),$ $0<T_{1}\in\Lambda_{n}$ と表したもの.
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$\bullet$ $d(T)$ は $0<T\in\Lambda_{n}$ に対して

$d(T):=\{$

$(-1)^{\frac{n}{2}}\det(2T)$ if $n$ is even

$\frac{1}{2}(-1)^{\frac{n-1}{2}}\det(2T)$ if $n$ is odd

と定義されるもの.

$\bullet$ $\eta_{T}(*)$ は $(^{\underline{d(T)}}*)$ を induce する様な原始指標.

$\bullet$ $D(T)=(-1)^{\frac{n}{2}}$ $\cross$ (衡の conductor).

$\bullet$ $\omega$ : the Teichm\"uller character.

$\bullet$ $g_{l}^{(n)}(T;x)\in \mathbb{Z}[X]$ : the modffied Katsurada-Kitaoka多項式.

2 “true” modular形式

我々の式の興味深い点は, 我々の極限

$\overline{G}_{k}(n)=\overline{c}_{(,\frac{2k-1}{2})}(n)k^{L}+$

が時々 “現実の” modular形式となることである.

例 1 . $n=1$ のとき

$\overline{G}_{()}^{(1)}ke_{\frac{+2k-1}{2})}=-\frac{B_{k,(\frac{*}{\mathrm{p}})}}{2k}+\sum_{t=10d|}^{\infty}\sum_{<t}(\frac{d}{p})dk-1q^{\tau}$

( $B_{k,(\frac{*}{p})}$ は–般化された Bernoulli数) となり, 良く知られている様に合同

部分群 $\mathrm{r}_{0}^{(1)}(p)$ に関する指標 $( \frac{*}{p})$ を持つ weight $k$ の modular形式となる :

$\tilde{G}_{(k}^{(1)},\frac{P+2k-1}{2})\in M_{k}(\Gamma_{0}^{(1)}(p),$ $(_{\overline{p}}^{*}))$ .

特に $p>3,$ $k=1$ なる条件を付加すれば, 我々の研究のモチーフである

Serre $\sigma$) $\text{式}$

$\overline{G}_{(1}^{(1)},=\frac{1}{2}e\frac{+1}{2})h(-p)+\sum_{t=10<}\sum_{|t}\infty d(\frac{d}{p})q^{T}$
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が得られる. ここで $h(-p)$ は虚 2次体 $\mathbb{Q}(\sqrt{-p})$ の類数を表す.
この Serre の式に少し remark を与えよう.

$\{S_{1}, \ldots, S_{h(-p)}\}\subset \mathrm{S}\mathrm{y}\mathrm{m}_{2}(\mathbb{Q})$ を判定式 $=-p$ なる 2元 2次形式の代表系
を表すものとし, これらに対して $\mathbb{H}_{n}$ 上の theta級数 $\Theta_{S:}^{(n)}$ を対応させる.

すると Serre の公式は

$\overline{G}_{(1^{L}}^{(1)},\underline{+1}2)=.\frac{1}{2}h(-p)+\sum_{=t1}^{\infty}\sum_{0<d|t}(\frac{d}{p})q=\frac{1}{2}\sum_{=i1}^{h}\Theta(ST(-p)1)$:

と書ける. 右辺は genus theta級数である.

例 2 . $k=1$ とし, $n$ は任意とする. 主定理は

$\overline{G}_{(1,2}^{(n)}=\epsilon\pm\underline{1})-\frac{1}{2}B_{1,(\frac{*}{p})}+$ $\sum$ $\sum$ $( \frac{d}{p})q^{T}+2$ $\sum$ $\sum$ $( \frac{d}{p})q^{T}$

$0\leqq T\in\Lambda_{n}(1)0<d|\epsilon(T)$
$D\mathrm{t}^{\tau_{1}})=0\leqq T\in\Lambda_{n,-p}^{(}2)0<d|\mathcal{E}(\tau)$

を主張する. ここで $\Lambda_{n}^{(r)}$ は rank $r$ なる $\Lambda_{n}$ の元の集合, $\epsilon(T)$ は $T$ の成

分の最大公約数を表す.
さらに, ここで $p>3$ の条件を付加すれば, Serre の式と同様に上式で

定数項 $= \frac{1}{2}h(-p)$

となる. そこで Hirzebruch-Zagier の結果 [1] を使えば

$h(-p)$

$\overline{G}_{(1,\frac{+1}{2})}^{(n)}e=\frac{1}{2}\sum_{i=1}\Theta_{S_{i}}^{(n})$

がわかり, これは

$\overline{G}_{(1^{\mathrm{L}^{\underline{1}}})}^{()}n,+2\in M_{1}(\Gamma_{0}^{(n)}(p),$ $(_{\overline{p}}^{*}))$

をも示し, Serre の式の拡張を与えていることになる.

3 問題

2節の結果より次の様な問題が考えられる.
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問題. $\overline{G}^{(n)}$ が “現実の” modular形式になるのはどんな場合か ?
$\text{より厳密には},\text{ん}\mathrm{a}\frac{}2}{\text{ど}-\text{な場合_{に}}$

$\overline{G}_{(k^{\frac{+2k-1}{2}})}^{(n)},\in M_{k}(\Gamma_{0}^{(n)}(p),$ $(_{\overline{p}}^{*}))$

となるか ?
もちろん, 2節の結果は

$(k, n)=(k, 1)$ または $(1, n)$ のとき

は正しいことを示している.
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