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この講演においては, 2次元整数格子 $\mathbb{Z}^{2}$ 上で定義された, ランダムな磁場を持つ離散的シュレ

ディンガー作用素の状態密度 (the integrated density of states) の, スペクト)$\mathrm{s}$の下端での Lifshitz

特異性について論ずる. これは, スペクトルの下端に近いエネルギーを持つ粒子は極めて希だ, と

いう物理的主張に対応している. この結果の詳細は, [3] に出版される予定である.

\S 1. 序
最初に, (普通の) 離散的シュレディンガー作用素の定義を思い出しておこう. $\psi\in l^{2}(\mathbb{Z}^{d})(d\geq 1)$

に対して,

$H \psi(_{X)}=\sum_{|x-y|=1}(\psi(X)-\psi(y))+V(X)\psi(X),$

$x\in \mathbb{Z}^{d}$

でハミルトニアンが定義される. 磁場のある場合は, 以下の説明のように拡張される. まず, ベク

トル・ポテンシャルを $A=A(e)$ とおく. ただし, $e$ はエッジの集合 :
$\mathcal{E}=\{(x, y)|x, y\in \mathbb{Z}^{d}, |x-y|=1\}$

の元であるとする. さらに, $A$ は $\mathrm{T}=\mathbb{R}/(2\pi \mathbb{Z})$ に値をとる関数, つまり $A:\mathcal{E}arrow \mathrm{T}$ であると考え

る. また,

$A(\overline{e})=-A(e)$

を仮定する. ただし, $\overline{e}=(y, x)$ は $e=(x, y)$ の反対向きのエッジである. すると, 磁場のある場合

の離散的シュレディンガー作用素 (discrete magnetic Schr\"odinger operator) [よ, 次のように定義さ

れる.

$H \psi(X)=\sum_{x|-y|=1}(\psi(_{X})-e^{i}\psi A((x,y))(y))+V(X)\psi(X)$
.

以下では, $d=2,$ $V(x)=0$ の場合だけを考えることにする.
二次元平面の, 単位面の集合を

$\mathcal{F}=\{[x_{1}.x_{1}+1]\mathrm{X}[.\prime r,\cdot \mathit{2}\cdot x2+1]\subset \mathbb{R}^{\mathit{2}}|x=(_{T_{1}}...x_{2})\in \mathbb{Z}^{2}\}$

とおこう. $f=[x_{1}..\prime x,\cdot 1+1]\cross[x_{\mathit{2}}..?_{2}.+1]\in g-$ (こ対して. その (向きづけられた) 境界 $\acute{\mathrm{c}}Jf\subset \mathcal{E}$ を

$\partial.f\cdot=\{(.\cdot li..l\cdot+\delta \mathrm{l})$ . $(_{\Gamma}.$. $+()^{\backslash }1\cdot.1:+(\overline{)}_{1}+\grave{\delta}_{\mathit{2}}.)$ . $(.\iota\cdot+\grave{\wedge}_{1}+\delta_{2}...l\cdot+()_{\underline{)}}^{-}.)$ . $(_{l}.\cdot+\overline{\delta}_{2}..\iota\cdot)$ \dagger
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と定義する. ただし, $x=(x_{1}, x_{2}),$ $\delta_{1}=(1,0),$ $\delta_{2}=(0,1)$ である.
ベクトルポテンシャル $A$ に対応する磁場 $B$ は, $\mathcal{F}$ 上の $\mathrm{T}$ に値を持つ関数

$B(f)= \sum_{e\in\partial f}A(e)$
, $f\in \mathcal{F}$

として定義される. シュレディンガー作用素 $H$ のスペクトルやその性質は, 磁場 $B$ にのみで決
まり, ベクトルポテンシャル $A$ には直接依らないことが知られている. つまり, ふたつのベクト
ルポテンシャル $A_{1},$ $A_{2}$ があって対応する磁場が同じであるとすれば, ゲージ変換とよばれるか
け算作用素が存在して, それにより対応するシュレディンガー作用素はユニタリー同値になる.

Anderson 型モデル : この講演で考えるモデルは, 磁場 $B$ が Anderson 型のランダム磁場であ
る場合である. つまり, 磁場が, 確率空間 $\Omega$ 上の, 磁場に値を持つ関数 $B=B_{\omega}$ で与えられ, 確率
変数の集合 $\{B_{\omega}(f)|f\in \mathcal{F}\}$ が独立同分布 (i.i.d.) である場合を考える. このとき, $H=H_{\omega}$ は, ラ

ンダム・シュレディンガー作用素の–般論で言うエルゴード的作用素となるので, 一般論から’
のスペクトルは確率 1である –定の集合になり, スペクトルの性質も確率 1で–致することが従
う. さらに, この分野でよく知られた手法により, 状態密度 (the integrated density of states, IDS)
が存在することが分かる. つまり,

$k(E)=E \lim_{arrow\infty}\frac{1}{|\Lambda_{L}|}\#${ $\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{s}$ of $H_{\omega}^{\Lambda_{L}}\leq E$ }

が存在する. ここで, $\Lambda_{L}$ は $\mathbb{Z}^{2}$ の中の–辺が長さ $2L$ の正方形

$\Lambda_{L}=\{x\in \mathbb{Z}^{2}||x|\leq L\}$ , $|\Lambda_{L}|=\#(\Lambda_{L})$ ,

$H_{\omega}^{\Lambda_{L}}$ は H。の $\ell(\Lambda_{L})$ への制限である. $dk(E)$ のサポートは, $\sigma(H_{\omega})\text{と}arrow$
–致することが知られてい

る. この講演の主題は, $k(E)$ の $\inf\sigma(H_{\omega})$ の近くでの挙動を調べることである. そこで, $B_{\omega}(f)$ の

分布について, 以下のような仮定をする. $f\in \mathcal{F}$ を止めたときの, $B_{\omega}(f)$ の ( $\mathrm{T}$ 上の) 分布を $d\mu$ と

書くことにする.

仮定 A. (1) $d\mu$ は $\{0\}$ 上の点測度ではない.
(2) 定数, $C,$ $a>0$ が存在して,

$d\mu([-\mathit{6}, \in])\geq C\epsilon^{a}$ , $\epsilon>0$

が成立する.

定理 1([3]). 仮定 $A$ のもとで, 次の評価が成り立つ.

$\lim_{arrow 0}\log(-\log k(E))/\log E=-1$ .

つまり, 任意の $\delta>0$ に対して $E_{0}>0$ が存在して, $0<E<E_{0}$ ならば

$\exp(-E^{-}1+\delta)\leq k(E)\leq\exp(-E^{-1}-\delta)$

が成り立つ.

注意. (1) この形の評価は. Lifshtz tail. または Lifshitz特異性と呼ばれ, ランダム・ポテンシャル
を持つシュレディンガー作川角の場合については. Past,111. Nakao. Kirscll-Martillelli 等により、多
くの場合に証明されている ([2. 1] 参照).
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図 1: $k(E)$ の $E\sim \mathrm{O}$ と $E\sim 8$ での様子

(2) ランダムな磁場を持つ, 連続な ( $\mathbb{R}^{d}$ 上の) シュレディンガー作用素についても, 同様の結果が成
立する. ガウス型の分布の場合については上木 [6], また–般の場合については中村 [4] を参照せよ.

(3) 我々の仮定の下で, $H$ のスペクトルは確率 1で $\sigma(H)=[0,8]$ となる. 定理で述べられたよう

な, IDS のスペクトルの下端での挙動は, 上端, つまり $E=8$ においても成立する. $E>8$ では

$k(E)=1$ なので, おおざっぱに言えば, $1-k(E)\sim O(e-1/(8-E))$ となる (図 1参照).

証明の枠組み : 証明は, 次のような三つの要素から成り立っている.

1. 局所エネルギー評価: 磁場から決まる非負の関数 $W_{B}(x)$ が構成できて, $H\geq W_{B}(x)$ が成立

する.

2. Dirichlet-Neumann decoupling: 有界領域上の, 磁場がある離散シュレディンガー作用素に
「境界条件」 を適当に定義して, 連続なシュレデインガー作用素における Dirichlet-Neumann
decoupling に対応する評価を得る. この部分は, B. Simon [5] の拡張になっている.

3. Large deviation argument: Lifshitz tail の理論では必ず使われる, 「大偏差原理」のひとつ

の例になっている. ほとんど, Simon の論文 [5] と同じなので簡単に述べる.

記号 : この講演録では, 以下のような記号を用いる. 内積は,

$\langle\varphi, \psi\rangle=\sum_{x\in \mathbb{Z}}\overline{\varphi}(x)\psi(_{X)}2’ \varphi, \psi\in\ell^{2}(\mathbb{Z}2)$
,

と書く. また, $e\in\epsilon$ のとき, $e=(x, y)$ の始点と終点をそれぞれ $i(e)=x,$ $t(e)=y$ で表す. 確率空

間 $\Omega$ や $\omega$ に対応する確率測度を $\mathrm{P}(\cdot)$ , 期待値を $\mathrm{E}(\cdot)$ で表す. しばしば, 確率空間のパラメーター
$\omega\in\Omega$ は省略する. 集合 $A$ の元の個数を $\# A$ で表す.

\S 2. 局所エネルギー評価
ここでは, (Anderson 型モデルに限らず), 一般の磁場 $B(x)$ を持つ離散的シュレディンガー作用

素をひとつ固定して考える. このとき, スカラー関数 $W_{B}(x)$ を

$W_{J\mathit{3}}(x)=. \cdot\sum_{l\in\int}.(1-\mathrm{e}:o\mathrm{S}(\frac{B(f)}{4}.))$ , $x\in \mathbb{Z}^{2}$

と定義する. ただし. $B(f\cdot)$ は $\mathrm{T}$ の元であるから. $B(.f\cdot)/4$ は自然には定義されていない. ここで
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は, $\mathrm{T}\simeq[-\pi, \pi)$ とみなして割り算を実行している. したがって $B(f)/4\in[-\pi/4, \pi/4)$ であり,

$1- \cos(\frac{B(f)}{4})\geq 1-\frac{1}{\sqrt{2}}$

が常に成立する.

定理 2. $H\geq W_{B}(x)$ . つまり, 任意の $\psi\in\ell^{2}(\mathbb{Z}^{2})$ に対して,

$\langle\psi, H\psi\rangle\geq\langle\psi, W_{B}\psi\rangle=\sum_{x\in \mathbb{Z}}W_{B}(x)|\psi(X)|^{2}2^{\cdot}$

略証. $\langle\psi, H\psi\rangle$ を書き換えると,

$( \psi, H\psi\rangle=\frac{1}{2}\sum_{e\in\epsilon}|\psi(i(e))-e^{iA(e)}\psi(t(e))|^{2}$

$\frac{1}{2}\sum_{f\in \mathcal{F}}(\sum_{e\in\partial f}|\psi(i(e))-e^{iA(}e)\psi(t(e))|^{2})$

となる.

さて, $x_{1},$ $\cdots,$
$x_{4}\in \mathbb{Z}^{2}$ と $e_{1},$ $\cdots,$

$e_{4}\in\epsilon$ を図 2のように決め, 上の式の右辺の $(\cdots)$ を計算し
よう.

図 2: $x_{1},$ $\cdots,$ $x_{4}$ と $e_{1},$ $\cdots,$ $e_{4}$ の取り方

$j=1,$ $\cdots,$
$4$ に対して,

$A(e_{j})=\theta_{j}$ , $u_{j}=\psi(X_{j})$

とおく. $B(f)= \sum\theta_{j}$ であることに注意しよう、すると, ある行列 $h_{\theta}$ が存在して

$(\cdots)=\overline{(u_{1},\cdots,u_{4})}h_{\theta}$

と書けるが, 簡単な計算で, $h_{\theta}$ は以下のような行列とユニタリー同値であることが分かる.

$[t_{(J},\simeq$
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この行列の固有値, 固有関数は簡単に計算できて,

$\sigma(h_{\theta})=\{2(1-\cos(\frac{B(f)+2\pi j}{4}))|j=0,1,2,3\}$

となる. したがって特に,

$h_{\theta} \geq 2(1-\cos(\frac{B(f)}{4}))$

であることが分かる. これを上の式に代入すると,

$( \cdots)\geq 2(1-\cos(\frac{B(f)}{4}))\sum_{x\in f}|\psi(x)|^{2}$

となる. これを $f\in \mathcal{F}$ に関して足しあわせて, 定理の不等式が導かれる. 日

実はこの評価は最適である. つまり, この不等式が等号で成立するような磁場が存在する.

例 1. $b\in(-\pi, \pi)$ とする. $f=[x_{1}, x_{1}+1]\cross[x_{2}, x_{2}+1]$ に対して,

$B(f)=\{$
$b$ , $x_{1}+x_{2}j\mathfrak{h}$“偶数 0時,
$-b$ , $x_{1}+x_{2}$ が奇数の時,

とおくと, このモデルは厳密に解けて,

$\sigma(H)=[4(1-\cos(b/4)), 4(1+\cos(b/4))]$

であることが分かる. この場合は, $W_{B}(f)=1-\cos(b/4)$ であるから, $\inf\sigma(H)$ と等しい.

$-$方, 次のような離散的な場合の「加藤の不等式」が成立する. 証明は, ほとんど自明に近い.

補題 3.

$\langle\psi, H\psi\rangle\geq\langle|\psi|, H_{0}|\psi|\rangle$ , $\psi\in l^{2}(\mathbb{Z}^{2})$ .

ただし, $H_{0}$ は自由なシュレディンガー作用素 ($V=A=0$ としたハミルトニアン) である.

証明. 定理 2の証明の計算と同様に,

$\langle\psi, H\psi\rangle=\frac{1}{2}\sum_{e\in\epsilon}|\psi(i(e))-e^{iA(e)}\psi(t(e))|^{2}$

$\geq\frac{1}{2}\sum_{e\in\epsilon}||\psi(i(e))|-|\psi(t(e))||^{2}=\langle|\psi|, H0|\psi|\rangle$

ロ

これらを用いて, 次のようなスペクトルに関する結果を得る.

補題 4.

illf $\sigma(H)\geq\frac{1}{2}$ ilff $\sigma(H_{0}+W_{\mathit{3}},)$ .
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\S 3. Dirichlet-Neumann bracketing
今回は, Dirichlet-Neumann bracketing を, 正方形分割の場合に限定して定義しておこう. $\alpha\in \mathbb{Z}^{2}$

をパラメーターとする, 大きさ $L$ の正方形を

$S_{\alpha}=\{x\in \mathbb{Z}^{2}|L\alpha_{j}\leq x_{j}<L(\alpha_{j}+1),j=1,2\}$

と定義する. すると $\mathbb{Z}^{2}$ と $\ell^{2}(\mathbb{Z}^{2})$ は

$\mathbb{Z}^{2}=\sum_{\alpha\in \mathbb{Z}}s_{\alpha}2$ ’ $p^{2}( \mathbb{Z}^{2})=\bigoplus_{\in\alpha \mathbb{Z}^{2}}p2(S_{\alpha})$

と分割される. 境界の集合を

$\Sigma=\{e\in \mathcal{E}|e\not\in S_{\alpha},\forall\alpha\in \mathbb{Z}^{2}\}$

とする. $e\in\epsilon$ に対して, 作用素 $L_{e}^{\pm}$ を

$L_{e}^{\pm}=\{$

$\frac{1}{2}\frac{1}{2}$ $xx=t(e)=i(e)\mathit{0})\downarrow_{\varpi}\mathrm{B}\square \emptyset\iota_{\varpi_{\text{ロ}^{}\mathrm{A}}’}\mathrm{B}\mathrm{A}$

,

$0$ , それ以外

で定義すれば,

$H= \sum L_{e}^{-}$ , $L_{e}^{\pm}\geq 0$ ,
$e\in \mathcal{E}$

が成立し, また $L_{e}^{+}+L_{e}^{-}$ は対角行列 (作用素) である. Neumanll作用素 $\tilde{H}^{L;N}$ と Dirichlet 作用素
$\tilde{H}^{L;D}$ を, 次のように定義する.

$\tilde{H}^{L;N}=H-\sum_{e\in\Sigma}L_{e}-=\sum_{e\not\in\Sigma}L_{e}^{-}$
,

$\tilde{H}^{L;D}=H+\sum_{e\in\Sigma}L_{e}+$
.

すると, $\tilde{H}^{L;N},\tilde{H}^{L;D}$ は $\Sigma$ の元に対応する成分を持たないので, 各 $p^{2}(s_{\alpha})$ に独立に作用する. 言

い換えると, これらの作用素は $\oplus_{\alpha}\ell^{2}(s_{\alpha})$ の分割と交換する. そこで,

$\tilde{H}^{L;N}=\oplus H_{\alpha}\alpha\in \mathbb{Z}2L;N$
,

$\tilde{H}^{L;D}=\oplus H_{\alpha}\alpha\in \mathbb{Z}2L;D$
on

$\ell^{2}(\mathbb{Z}^{2})=\bigoplus_{\alpha\in \mathbb{Z}^{2}}\ell 2(s_{\alpha})$

とおくことにする. -方,

$\tilde{H}^{L;NL;D}\leq H\leq\tilde{H}$

が成立する. そこで,

$k_{L}^{\mathrm{b}}(E)= \frac{1}{L^{2}}\mathrm{E}(\#\{\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{g}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{V}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{S}$ of $\tilde{H}^{L;\mathrm{b}}\leq E\})$ , ( $\mathrm{b}=N$ または $D$ )

と定義すると, $B_{\omega}$ のエルゴード性から $k_{L}^{\mathrm{b}}(E)$ は $\tilde{H}^{L;\mathrm{b}}$ の IDS となる. さらに. $|arrow$.に注意した作用

素の大小関係から.

$h_{/_{\lrcorner}}^{D}j(E)\leq k(E)\leq k_{/_{\lrcorner}}^{J}\backslash ’(E)$
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が成立することが分かる. これにより, $k(E)$ の上限と下限が得られたから, $L$ を適当に選んで評価

をする, と言う方針で定理 1を証明する.

\S 4. 定理 1の証明
(1) Lower bound: 最初に, 易しい方の下限を証明する. 十分小さな $E>0$ に対して, $L$ を

$L \sim\frac{2\pi}{\sqrt{E}}$

であるように取る. 仮定より,

$\mathrm{P}(|B(f)|\leq\frac{E}{8L},\forall f\in s_{0})\geq[C(\frac{E}{8L})^{a}]^{L^{2}}$

が成立する. -方, $|B(f|)|\leq E/8L$ がすべての $f\in S_{0}$ について成立しているとすると, $S_{0}$ 上のベ

クトル・ポテンシャル $A(e)$ で $|A(e)|\leq E/8$ であるようなものが存在する. すると,

$||HL;D-H_{0|}L;D| \leq\frac{E}{4}$

が成り立つ. $H_{0}^{L;D}$ のスペクトルは厳密に計算できるから, それらを組み合わせると, (十分 $E$ が

小さく, したがって $L$ が大きいとき)

$\inf\sigma(H^{LD};)\leq\frac{E}{4}+2(1-\cos\frac{\pi}{L})\leq\frac{E}{2}$

がしたがう. これを用いて, 単純な計算をしていくと,

$\lim_{Earrow}\inf_{0}\log(-\log k_{L}D(E))/\log E\geq-1$

が導かれ, 定理の半分が証明される.
(1) Upper bound: 定数 $\epsilon_{0},$ $f\mathrm{o}>0$ を次のように選ぶ.

$\mathrm{F})(1-\cos(\frac{B(f)}{4})\geq\epsilon_{0})=f_{0}>0$ .

すると, $\mathrm{S}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{n}[5]$ と同様に, Temple の不等式から次が証明できる.

命題 5. 定数 $L_{0},$ $\alpha_{0}>0$ が存在して, $L\geq L_{0}$ しかも

$\frac{1}{L^{2}}\#\mathrm{f}^{x\in}S_{0}|W_{B}(x)\geq\epsilon_{0}\}\geq\frac{f_{0}}{2}$

であるならば,

$\inf\sigma(H^{L,N}0;+W_{B})\geq\alpha_{0}L^{-2}$

が成り立つ.

また, これも Sinlon[()]「 と同様にして, 次のような大偏差原理の命題が成り立つ.

命題 6.

$\mathrm{P}(\frac{1}{L^{2}}.\#\{f\cdot\in S_{()}|(]-\langle \text{ノ}.\mathrm{t})^{\iota}.;\frac{B(f)}{4}.)\geq\epsilon_{()}\}<\frac{1}{2}.f_{\mathrm{t}}.))\leq \mathrm{t}^{1}\mathrm{x}_{1^{)}}(-\frac{1}{2}f_{()}^{\mathit{2}}L^{2)}$
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これらを組み合わせて, $L\geq L_{0}$ ならば, 以下の評価が成り立つことが分かる.

$k_{L}^{N}(E) \leq \mathrm{P}(\inf\sigma(H^{LN};)\leq E)$

$\leq \mathrm{P}(\inf\sigma(H^{L;N}0+W_{B})\leq 2E)$

$\leq\exp(-\frac{1}{2}f\mathrm{o}^{22}L)$ .

この条件を満たすように,

$L\sim(\sqrt{\frac{\alpha_{0}}{2}}-\delta)E^{-}1/2$

と取れば, $E$ が十分小さいとき

$k_{L}^{N}(E)\leq\exp(-cE-1)$

がしたがい, したがって,

$\lim_{Earrow}\sup_{0}\log(-\log k(E))/\log E\leq-1$

が導かれる. これで定理 1の証明は終わる.
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