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Yang-Mills場は、重力を除く 3つの相互作用を統–して記述できるため、物理学に
おいて有効な理論とされてきた。 これを記述する幾何構造は 4次元球面上の $SU(2)$

主バンドルである。
さて、 $C^{\infty}$-多様体 $M$ 上のベクトルバンドルの滑らかな切断全体の空間は、有限生

成射影 $C^{\infty}(M)$-加群になっていることに注意すると、「量子化された多様体」 の上
で Yang-Mills理論を議論すること可能であることを示唆する。実際、 次の Connes-
Rieffel による非可換トーラス $2\square _{\theta}^{\infty}$ 上の有限生成射影 $C^{*}$-加群 $\not\subset$ のモジ $=$ ライ空間
$X_{\mathfrak{U}_{\theta}^{\infty}}(\mathrm{C})$ の研究がある :

定理 [Connes-Rieffel]
$\mathrm{C}$ が $\mathfrak{U}_{\theta}^{\infty}$ 上の極小有限生成射影加群のとき、 $\mathfrak{E}$ の\yenごユライ空間は 2次元トーラス
に同型である。

そこでは、 (1) Hisenberg加樹上の特別な接続の構成、 (2) Hisenberg群の Schr\^odinger
表現の–意性 (3) $\mathfrak{U}_{\theta}^{\infty}$ 上の有限生成射影加撃の分類理論、 というアイデアを用い
て証明されているが、 $\mathfrak{U}_{\theta}^{\infty}$ をサークル環の滑らかな部分で近似するという次の定理
を用いると著しく容易に証明される :

定理 [樋口]
$\mathfrak{U}_{\theta}^{\infty}$ の Frechet*-部分環 $\mathfrak{U}_{n}^{\infty}$ で $(M_{q_{n}}\oplus M_{q_{n}’})\otimes C^{\infty}(\mathrm{T})$ に同型なものと、埋め込み

$\iota_{n,n+1}^{\infty}$ : $\mathfrak{U}_{n}^{\infty}arrow \mathfrak{U}_{n+1}^{\infty}$ が存在して、 Frechet*-環として $\mathfrak{U}_{\theta}^{\infty}=\underline{1\mathrm{i}_{\mathfrak{R}}},$ $(\mathfrak{U}_{n}^{\infty}, \iota_{n},)\infty n+1$ となって
いる。 ただし、 $\{q_{n}\},$ $\{q_{n}’\}$ は $\theta$ の連分数展開に付随する自然数列。

$-$埋め込み $\iota_{n,n+1}^{\infty}$ の構成法 $-$

行列環のランクは $q_{n+1}=a_{n}q_{n}+b_{n}q_{n}’,$ $q_{n+1}’=c_{n}q_{n}+d_{n}q_{n}’$ とする。
$x$ と $y$ はそれぞれ $M_{q_{n}},M_{q_{n}}$, の元、 2(は $C^{\infty}(\mathrm{T})\ovalbox{\tt\small REJECT}$

.
を生成するユニタリ元、 $\phi_{n}$ は n-time

around embedding とすると、埋め込みは次のように構成される。
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$\iota_{n,n+1}^{\infty}((X\oplus y)\otimes 1\mathrm{T})$

$=(((1_{a_{n}}\otimes x)\oplus(1_{b_{n}}\otimes y))\oplus((1_{\mathrm{c}_{n}}\otimes x)\oplus(1_{d_{n}}\otimes y)))\otimes 1_{\mathrm{T}}$

$\iota_{n,n+1}^{\infty}((1_{q_{n}}\oplus 1q\prime n)\otimes \mathcal{Z})$

$=((1_{a_{n}}\otimes\phi_{q_{n}}(z))\oplus(1_{b}n\otimes\phi_{q_{n}}’(\mathcal{Z})))$

$\oplus((1_{c_{n^{\otimes\emptyset_{q_{n}}(\mathcal{Z})}}})\oplus(1_{d_{n}}\otimes\emptyset q_{n}’(z)))$

このように埋め込みを定義すると、帰納極限の C*環は単純、 unital かつ tracial
stateが唯–存在し、 さらに $\mathrm{K}$ 群がそれぞれ $\mathbb{Z}^{2}$ に order 同型となる。 よって [2] より、
帰納極限は $\mathfrak{U}_{\theta}$ に同型になることに注意しておく。

$-\mathfrak{U}_{n}=(M_{q_{n}}\oplus M_{q_{n}’})\otimes C(\mathrm{T})$ 上の微分 $\delta_{(n)}$ の構成法 $-$

$M_{n}\otimes C(\mathrm{T})$ 上の微分 $\delta_{n}$ を、

$\delta_{n}=\mathrm{a}\mathrm{d}[0,1, \cdots, n-1]\otimes \mathrm{I}\mathrm{d}_{\mathrm{T}}+\mathrm{I}\mathrm{d}_{n}\otimes nz\frac{d}{dt}$

と書くことにすると、 これは $n$-time around embedding と可換。 これと、

$D_{1}=([0,1, \cdots, q_{n}-1]\oplus[0,1, \cdots, q_{n}’-1])\otimes 1_{\mathrm{T}}\in \mathfrak{U}_{1}$

$D_{n+1}=\iota_{n,n+1}(D)n\in \mathfrak{U}_{n+1}$ $(n\geq 1)$

を用いて、 次のように構成する。

$\mathit{5}_{(1)}=\{$

$\mathrm{a}\mathrm{d}D_{1}$ on $(M_{q_{1}}\oplus M_{q^{J}1})\otimes 1_{\mathrm{T}}$

$\delta_{q_{1}}\oplus \mathit{5}_{q’1}$ on $(1_{q1}\oplus 1q1J)\otimes c\infty(\mathrm{T})$

$\delta_{(n+1)}=\{$

$\mathrm{a}\mathrm{d}D_{n+1}$ on $(M_{qn+1}\oplus M_{q_{n}’+1})\otimes 1_{\mathrm{T}}$

$((1_{a_{n^{\otimes)(}}}\delta_{(n)}^{(1)}\oplus 1b_{n}\otimes\delta_{(n)}(2)))$

$\oplus((1_{c_{n}}\otimes\delta_{(n)}^{(1)})\oplus(1_{d_{n}}\otimes\delta_{(n)}^{(2)}))$ on ${\rm Im}\iota_{n,n+1}$ $(n\geq 1)$

ただし、 $\delta_{(n}^{(k)}$

) $(k=1,2)$ は $\delta_{(n)}$ の第 $k$ 成分^の制限である。 このように構成すると、
埋め込み $\iota_{n,n+1}^{\infty}$ と可換となる。,

先の定理を利用すると次の定理が導かれる :

定理 [樋ロー高井] 任意の $\mathfrak{U}_{\theta}^{\infty}$ 上の有限生成射影 $C^{*}$-加群 $\mathfrak{E}$ に対し $\mathfrak{U}_{n}^{\infty}$ 上の有限生
成射影 $C^{*}$-加群 $\mathrm{C}_{n}$ が存在して、

$X_{\mathfrak{U}_{\theta}^{\infty}}(\mathrm{G})\cong\underline{1\mathrm{i}\mathrm{q}}(^{\chi_{\mathfrak{U}_{n}^{\infty(oe}}}n),$ $X(\iota^{\infty})n,n+1)\cong \mathrm{T}^{2}$
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となる。ただし、 $X(\iota_{n,n+1}\infty)$ は、 $\iota_{n,n+1}^{\infty}$ から導かれたモジ\supset -ライ空間列の埋め込み写像。

証明のアイデアは、 (1) $X_{\mathfrak{U}_{n}^{\infty}}(\mathfrak{U}_{n}^{\infty})$ が $\mathrm{T}^{2}$ に同型であること、 (2) $X(\iota_{n,n})\infty+1$ が可

逆であること、 を示すことにある。

さて単純 AT-環として、次の例が代表的である :

これら 3つの例をたたき台にして、「任意の単純 AT-環 $\mathfrak{U}$ に微分構造が導入でき
る場合に、 その可微分部分 $\mathfrak{U}^{\infty}$ 上の有限生成射影加群 $\not\subset$ について、 それを近似する

サークル環の可微分部分 $\mathfrak{U}_{n}^{\infty}$ 上の有限生成射影加群 $\mathrm{C}_{n}$ が存在して、 $\mathfrak{E}$ 上のモジ 2- ラ

イ空間が、 $\not\subset_{n}$ のモジ $\supset-$ ライ空間の帰納極限の形で書けるか ? 」 という今後 \mbox{\boldmath $\sigma$})課題が

考えられる。 (以上)
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