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はじめに

古典力学系における軌道の性質と, 対応する量子力学系 (Schr\"odinger 方程式) のエネル
ギー分布との関係は, 種々の視点から議論されてきている.
その出発点は, Bohr-Sommerfeld の量子化則である. すなわち, 軌道が周期的である

1自由度の古典力学系において, 断熱不変量についての条件 :

$J( \equiv\oint_{\gamma}\sum pdq)=Nh$ ( $N\in \mathbb{Z},$ $h$ :Planck 定数)

をみたす軌道 $\gamma$ におけるエネルギーが量子系でのエネルギーを与えるというものである.
Bohr-Sommerfeld の量子化則は, その後, Einstein, Keller等によって, 相空間内の不変トー
ラスが存在する場合に定式化されたが, 実際にそれが適用できるのは力学系が完全積分可能
なときである.

方, Schr\"odinger の波動力学によれば, 古典 Hamilton 関数からある規則で, 自己共役
微分作用素が対応し, その固有値として量子エネルギー分布が得られる. ところで, Bohr-
Sommerfeld の量子化則から得られるエネルギー準位と $\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{r}\ddot{\circ}$dinger 固有値方程式を解いて
得られる準位とは, 完全には–致しない. これらの 2っのエネルギー準位の関係を, Fourier
積分作用素などの理論に基づいて数学的に明らかにする –連の研究 (1970年代以降) とし

て, [13], [5], [18], [4] などがある. これらの研究で扱われている力学系は, 主として多様体
上の自由粒子の運動, すなわち測地流の系であるが, 磁場がある系については [11] で考察さ
れた. それによれば, 相空間内のエネルギ–一定 $(_{=}E)$ な不変コンパクト Lagrange 多様
体で, (拡張された) Bohr-Sommerfeld 量子化条件を満たすものがあるとき, $E$ は対応する

Schr\"odinger 作用素の固有値の近似値を $\dot{O}(\hslash^{2})$ の誤差で与える 9
古典力学系が完全積分可能でない場合 (これが–般的な場合である), 古典系の軌道に関

する情報と量子系のエネルギー分布について, その対応関係としてどんなことを考えれば
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よいか. ひとつの試みが Gutzwiller によって, 1960年代後半からの–連の論文でなされた.
そこでは, Feynman の経路積分法によって, Schr\"odinger 作用素のプロパゲータを古典軌道
に係わる量で近似表現することによって, 量子エネルギーと古典周期軌道の情報を関係付け
る跡公式を導いた (cf. $[9],[14]$ ). すなわち,

Tr$G(E):= \sum_{n}\frac{1}{E-E_{n}}$ $(E\in \mathbb{C}, {\rm Im} E>0)$

( $\{E_{n}\}$ は Schr\"odinger作用素の固有値) を古典力学系の全ての周期軌道の特性量で表現する
公式 (Gutzwiller の trace formula) を与えた. ただし, 彼の仕事は非常に興味深いが, 問
題の設定, 議論の展開において, 数学的には厳密さに欠けていると言わざるを得ない.

(擬) 微分作用素のスペクトルと周期軌道の関係を数学的に厳密に議論した仕事は Selberg
[16] によるコンパクト負定曲率曲面上の Laplace 作用素に対する trace formula に始まる. そ
の後, Colin de Verdiere [3], Chazarain [2], Duistermaat-Guillemin [6] 達によって, 一般の
コンパクト Riemann 多様体に対して, Laplace作用素のスペクトルと閉測地線の長さの関係
を与える公式が (適当な条件の下で) 与えられた. 例えば, $\{\lambda_{j}(\geq 0)\}_{\dot{J}}^{\infty}=0$ を Laplace 作用素
のスペクトルとすると, $\mathbb{R}$ 上の超関数 $\sigma(t):=\sum_{j}\exp(it\sqrt{\lambda_{j}})$ の特異台 (singular support)
が $T(>0)$ を含めば, Riemann 多様体上に長さ $T$ の閉測地線が存在する (Chazarain [2]).

方, 不変トーラスに対する $\mathrm{B}\mathrm{S}$ 量子化則を完全積分可能でない場合に如何に拡張すべき
かという問題について, Voros [17] は, 1つの古典周期軌道があったとき, それに対応する
量子エネルギー分布を導出する –つの規則を提案した. そして, Guillemin [7], Guillemin-
Weinstein [8] は, 拡張された Fourier 積分作用素の理論に基づいて, Voros の対応規則が
$\mathrm{S}\mathrm{c}\mathrm{h}\mathrm{r}\ddot{\circ}$dinger 作用素 (Laplace 作用素) の固有値の近似値を与えることを明らかにした. す
なわち,

( $\iota\{\mathrm{a}\iota \mathrm{S}\mathrm{t}_{\mathrm{o}\mathrm{n}}\lfloor 15\rfloor \mathrm{b}$, A似固有関敷をより具体的に構黙する万象によって, $M$ か同さ付け $\mathrm{R}\mathrm{J}$ 能

という仮定なしに, 同じ結果を導いている.)

本稿では, $(M, g)$ 上に磁場が与えられたとき, 磁場のもとでの力学系に対して, 上記定理
に対応するものがどのように定式化されるかを考察する.

1. 磁場における力学系

コンパクト Riemann 多様体 $(M, g)$ 上に磁場 $\Theta$ ( $M$ 上の閉実 2次形式) が与えられたと
き, その中における (単位電荷をもつ) 荷電粒子の運動をあらわす力学系 (magnetic flow
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の系) を考える. これは, シンプレクティック構造が

$\Omega:=\Omega_{M}+\pi_{M}^{*}\Theta$

$(\pi_{M} : T^{*}Marrow M)$ で与えられる Hamilton 系 $(T^{*}M, \Omega, H)$ として定式化される. ただし,
$\Omega_{M}$ は $T^{*}M$ の標準的なシンプレクティック形式であり, $H$ は計量 $g$ から自然に定まる

Hamilton $\text{関数}$ :

$H(x, \xi)=\sum_{kj,=1}g(jk\epsilon_{j}\xi_{k}X)$

である. –方, 対応する量子系 (Schr\"odinger 作用素) を考えるためには, 磁場 $\Theta$ に条件

$(*)$ $[\Theta/2\pi]\in H^{2}(M, \mathbb{Z})(\subset H^{2}(M, \mathbb{R}))$

を課す. このとき, Chern-Weil の理論により, Chern 類が $[\Theta/2\pi]$ となる $M$ 上の複素直線
束 $\pi_{E}$ : $Earrow M$ が–意的に存在し, 更に, $E$ 上には, 曲率が $-i\Theta(i:=\sqrt{-1})$ であるよう

な接続 $\tilde{\nabla}$ および $\nabla$-不変な Hermite構造が入る. さて, 計量 $g$ と接続 $\tilde{\nabla}$ から, $E$ 上に非
負, 自己共役, 楕円型 2階微分作用素 (Bochner-Laplacian と呼ばれる) $\hat{H}$ が自然に定義さ
れる. 局所的に, $\Theta=d(\sum_{j}AjdX^{j})$ とすれば,

$\hat{H}=-\sum_{j,k}g^{j}(k\nabla_{jj}-iA)(\nabla_{k}-iA_{k})$

と表される. ただし, $\nabla$ は $(M, g)$ の共変微分である. 更に, $m\in \mathbb{Z}$ に対して, Chern類が
$[m\Theta/2\pi]$ であるエルミート直線束 $\pi_{E}^{m}$ : $E^{m}arrow M$ 上の Bochner-Laplacian

$\hat{H}_{m}=-\sum_{j,k}g^{jk}(\nabla j-imAj)(\nabla k-imA_{k})$

を考える. $\hat{H}$ (および $\hat{H}_{m}$ ) を $(T^{*}M, \Omega, H)$ に対応する Schr\"odinger作用素と考えることに
する. $\hat{H}_{m}$ のスペクトル (固有値から成る) を

$(0\leq)\lambda_{1}^{(m)}\leq\lambda_{2}^{(m)}\leq\cdots\leq\lambda_{j}^{(m)}\leq\cdots\uparrow+\infty$

とする.

2. 主 $U(1)$ 東上の力学系とその簡約

磁場における力学系について, 別の見方 (簡約化による定式化) をする.
$\pi$ : $Parrow M$ を Hermite 直線束 $\pi_{E}^{\nu}$ : $E^{\nu}arrow M(\mathcal{U}\in \mathrm{N})$ に同伴する主 $U(1)$ バンドルとす

る. $P$ 上には, $E^{\nu}$ 上の接続 $\overline{\nabla}^{(\nu)}$ に対応する接続が誘導される. (これも同じ記号 $\overline{\nabla}^{(\nu)}$ で

あらわす.) $M$ の計量 $g$ , 接続 $\overline{\nabla}^{(\nu)}$ および, 構造群 $U(1)$ の不変計量から, Kaluza-Klein
計量と呼ばれる $P$ 上の Riemann 計量 9が定義される. このとき, $U(1)$ の作用は計量 $\tilde{g}$ に

関して等長的である.
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Riemann 計量 $\tilde{g}$ から, $T^{*}P$上の測地流の系 $(T^{*}P, \Omega_{P},\overline{H})$ が定まる. $U(1)=\{e^{it};0\leq t<$

$2\pi\}$ とおいて, $\tilde{x}=(x, t)(x\in U\subset M, t\in[0,2\pi))$ を $P$ の局所座標, $(\tilde{x},\tilde{\eta})=(x, t, \eta, \tau)$ を
$T^{*}P$ の正準座標とすると, $T^{*}P$ 上の Hamilton 関数 $\overline{H}$ は

$\overline{H}(\tilde{x},\tilde{\eta})$ $=$ $\sum\tilde{g}^{jk}(\tilde{x})\tilde{\eta}_{j}\tilde{\eta}k$

$=$ $\sum g^{jk}(x)\eta j\eta_{k}-2\sum g(X)ajk(kx)\eta j^{\mathcal{T}}+(|a(x)|^{2}+\frac{1}{c^{2}})\tau^{2}$ .

とかける. ここで, $a_{j}(x)=\nu A_{j}(x),$ $c:=|\partial/\partial t|$ . そして, 運動方程式は

(1) $\{$

$\dot{x}^{i}=2(\sum g^{ij}\eta_{j}-a\tau i)$ $(a^{i}:= \sum g^{ij}aj)$ ,

$\dot{\eta}^{i}=-\sum\frac{\partial g^{jk}}{\partial x^{i}}\eta j\eta_{k}+2\sum\frac{\partial a^{j}}{\partial x^{i}}\eta_{j}\tau-\frac{\partial}{\partial x^{i}}(|a|^{2})\tau^{2}$ ,

$i=-2 \sum a^{j}\eta_{j}+2(|a|^{2}+\frac{1}{c^{2}})\tau$ ,

$\dot{\tau}=0$ $arrow\tau=const.(=\mu)$ .

この力学系の流れは $U(1)$ の (シンプレクティック) 作用と可換であるから, Marsden-
Weinstein の Reduction program によって, 下図のように, 各 $\mu\in \mathrm{u}(1)*$ に対して, 簡約力
学系 $(P_{\mu} , \Omega_{\mu},\overline{H}_{\mu})$ が得られる. ここで, $J:T^{*}Parrow l1(1)*=\{i\mu dt;\mu\in \mathbb{R}\}\cong \mathbb{R}$ (は $U(1)$ のシ

ンプレクティック作用から定まる運動量写像である. さらに, 微分同相写像 $\Psi_{\mu}$ : $P_{\mu}arrow T^{*}M$

が $P$ の接続 $\overline{\nabla}^{(\nu)}$ から自然に定義され, 関係 :

$\Omega_{\mu}=\Psi_{\mu}^{*}(\Omega_{M}+\mu\nu T_{M}^{*}\Theta)$ , $\overline{H}_{\mu}=\Psi_{\mu}^{*}H+\frac{\mu^{2}}{c^{2}}$

を与えることが分かる. よって, 古典力学系として, $(P_{1/\nu}, \Omega_{1}\overline{H}1/\nu)/\iota\ovalbox{\tt\small REJECT}’$ は magnetic flow の

系 ( $T^{*}M,$ $\Omega,$ $H\mathrm{I}$ に同型である. (Hamilton 関数 $\overline{H}_{1/\nu}$ と $H$ は定数だけの違いがある.)

$J$

$T^{*}P$ $\mathrm{u}(1)^{*}$

$\uparrow i_{\mu}$

$P$

1 $\pi$
$J^{-1}\cong P_{\mu}(=\downarrow\Psi_{\mu}\mathrm{I}^{T_{\mu}}(\mu)J-1(\mu)/S1)$

$\pi_{M}$

$M$ $T^{*}M$

図 1: 簡約力学系

群 $U(1)$ の $P$ への作用に対応する微分作用素 $D_{t}=-i\partial/\partial t$ を考える. 自己共役作用素
$D_{t}$ のスペクトルは $\mathbb{Z}$ で, 固有空間分解

$L^{2}(P)= \bigoplus_{m\in \mathbb{Z}}\mathcal{H}_{m}$
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が得られる. ここで, $\mathcal{H}_{m}$ は $f(p\cdot e^{it})=e^{i}mtf(P)$ をみたす関数からなる空間である. $U(1)$

の作用が等長的であるから, $\Delta_{P}$

.
と $D_{t}$ は可換である. よって, $\Delta_{P}$ は $\mathcal{H}_{m}$ を不変にす

る. そこで, $D_{m}:=\Delta_{P}|_{\mathcal{H}_{m}}$ とおく. $U(1)$ の表現 $e^{it}\vdash+e^{-imt}$ による $P$ の同伴直線束が
$\pi_{E}^{m\nu}$ : $E^{m\nu}arrow M$ に他ならない. そして, 同形対応 $\prime H_{m}\cong L^{2}(E^{m\nu})$ が成り立つ. この対応

で作用素 $D_{m}$ は $C^{\infty}(E^{m\nu})$ に作用する作用素

$\hat{H}_{m\nu}+m^{2}/c^{2}$

に対応する. 従って, $D_{m}$ の固有値は $\{\lambda_{j}^{(m\nu)}+m^{2}/c^{2}\}$箔であり, $\Delta_{P}$ のスペクトルは,

$\bigcup_{m\in \mathbb{Z}}\bigcup_{=j1}\{\lambda^{(\nu}m)2\}\infty j+m^{2}/C$

である.

3. 周期軌道とスペクトル (結果)

$T^{*}M$ 上の magnetic flow の系が周期 $T$ の周期軌道 $\gamma=\gamma(s)=(x(s), \xi(S))(0\leq s\leq T)$

を持つとする. そして, $\gamma$ 上で $H\equiv E$ とする. 点 $p=\gamma(\mathrm{O})\in T^{*}M$ の接空間乃 $(T^{*}M)$ に

おいて, 1次元部分空間 $\Gamma:=\mathbb{R}\dot{\gamma}(0)$ , および

$\Gamma^{\perp}:=$ { $V\in T_{p}(\tau^{*}M);\Omega(V,$ $W)=0$ for $\forall W\in\Gamma$ }

を考えると,
$\Gamma^{\perp}=\{V\in T_{p}(\tau^{*}M);V(H)=0\}$

であり, 商空間 $Z:=\Gamma^{\perp}/\Gamma$ は $2n-2$次元シンプレクティックベクトル空間になる. magnetic
flow の $q\in T^{*}M$ を初期点とする軌道を $\gamma(s;q)(s\in \mathbb{R})$ とし, 点 $P$の近傍から $P$ の近傍へのシン

プレクティック写像 $\phi(q):=\gamma(T;q)$ を考える. このとき, 微分写像 $d\phi$ : $T_{p}(\tau^{*}M)arrow T_{p}(\tau^{*}M)$

は $Z$ 上の線形シンプレクティック変換 $\Phi$ (周期軌道 $\gamma$ に沿う線形 Poincar\’e\’e 写像) を誘導

する. $\Phi$ の固有値が全て複素平面の単位円上に存在するとき, $\gamma$ は楕円型周期軌道と呼ばれ

る. また, $\Phi$ が重複した固有値を持たないとき, $\gamma$ は非退化であるという. いま, $\gamma$ は非退

化な楕円型周期軌道* とし, Poncar\’e 写像 $\Phi$ の固有値を

(2) $\{e^{\pm i\theta_{1}}, \ldots, e^{\pm i\theta_{n-1}}\}$ $(0<\theta_{j}<\pi, \theta_{i}\neq\theta_{k})$

とする.
前節の議論 (図 1参照) によれば, $C_{P}$ $:=(\Psi_{1/\nu}\circ\pi 1/\nu)^{-1}(p)(\subset J^{-1}(1/\nu))$ の点 $\tilde{p}$ を初期

点とする (Kaluza-Klein 計量に関する) 測地流の軌道 : $\overline{\gamma}(s;\tilde{p})=(x(S), t(s),$ $\eta(s),$ $1/\nu)$ は方

程式 (1) を満たす. そして, 第 3式は

(3) $i=- \sum_{j}a_{j}(x)\dot{X}j+\frac{2}{c^{2}\nu}$
$(a_{j}(x)=\nu Aj(_{X}))$

‘安定な周期軌道とも呼ばれる.
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と書き直せることに注意する. 直線束 $\pi_{E}$ : $Earrow M$ 上の接続 $\overline{\nabla}$ に関して, $M$ 上の閉曲線 $c$

に沿うホロノミーを $\exp(iQ(c))\in U(1)(-\pi<Q(c)\leq\pi)$ とすると, (3) の解 $t(s)$ について

$t(T) \equiv t(0)-\nu Q(\overline{\gamma})+\frac{2T}{c^{2}\nu}$ (mod $2\pi \mathbb{Z}$),

$(\overline{\gamma}:=\pi hJ(\gamma))$ が成り立つ- 従って. 次の条件

$/J^{3}\beta x/$ -‘\perp \subset vよ, $\gamma(s;p)$ Yよ)司 a 1 $\sqrt$\supset )司\nu $\mathrm{a}\nu\iota$ 旦 k\llcorner /よ $\mathrm{Q}$ .
$O_{\gamma}:=\{\tilde{\gamma}(s;\tilde{p});0\leq s\leq T,\tilde{P}\in C_{P}\}$ とおくと, $O_{\gamma}$ は $J^{-1}(1/\nu)(\subset T^{*}P)$ の部分多様体で,

2次元トーラスに位相同形である. 容易に分かるように, $O_{\gamma}$ は $(T^{*}P, \Omega_{P})$ の isotropic な部
分多様体であり, 正準 1-形式 $\omega_{P}:=\sum_{j}\eta_{j}dx^{j}+\tau dt$ に対して

$\int_{C_{\mathrm{p}}}\omega_{P^{--}}\frac{2\pi}{\nu}$ , $\int_{\overline{\gamma}}\omega_{P}=2(E+\frac{1}{c^{2}\nu^{2}})T$

が成り立つ.
.- 渚で- 冬仕

刀\supset 峡 $\nu y$ 旦つと恢疋丁O. $’ \mathit{1}’\sim P(/y_{\mathrm{P}}\mathrm{B}|5/J\grave{\mathrm{J}}$多様 1仝 $O_{\gamma}$ をファイバ一万同に孤大して,

$S:=\{(x, t, \nu\eta, 1);(x, t, \eta, 1/\nu)\in O_{\gamma}\}$

を考える.

補題 1. 条件 (C.1), (C,2) が満たされているとする. このとき, $S$ は $(T^{*}P, \Omega,)$ の isotropic
部分多様体で, $S$ 上の任意の閉曲線 $c$ に対して,

(4) $\frac{1}{2\pi}\int_{c}\omega_{P}\in \mathbb{Z}$

が成り立つ. また, $S$ 上で,

$\overline{H}\equiv\overline{E}:=E\nu^{2}+\frac{1}{c^{2}}=4T^{2}l^{2}/(E+\frac{1}{c^{2}\nu^{2}})\tau^{2}$.

ただし, $l$ は

$\nu(E+\frac{1}{c^{2}\nu^{2}})\tau=2\pi\iota$

(条件 (C.2)) を満たす整数である.

さて, 主定理を述べる ([12]).
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主定理. $M$ を向き付け可能とする. $\gamma$ を $T^{*}M$ 上の magnetic flow の周期 $T$ の非退化楕
円型周期軌道とし, $\gamma$ 上で $H\equiv E,$

$\gamma$ に沿う Poincar\’e 写像 $\Phi$ の固有値が (2) で与えら
れるとする. そして, 条件 (C.1), (C.2) を満たす $\nu\in \mathrm{N},$ $c>0$ が存在するとする. こ

のとき, 任意の整数 $k$ および非負整数の組 $(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n-1})$ に対して, $\{\hat{H}_{m\nu}\}$ の固有

値の列 $\{\lambda_{j_{m}}^{()}m\nu\}_{m}^{\infty}=1$ が存在して,

(5) $\lambda_{j_{m}}^{(m\nu)}=E(m\nu)^{2}+\frac{1}{T}\{2\pi k+\sum_{j=1}^{n-1}(k_{j}+\frac{1}{2})\theta_{j}+\mu\}m\nu+O(\sqrt{m})$

を満たす. ここで, $\mu=\arg\sqrt{\det\Phi}$ .

註. Planck 定数んに対して, Schr\"odinger 作用素

$\hat{H}_{\hslash}=-\sum_{ik},g^{j}(k\hslash\nabla j-iA_{j})(\hslash\nabla k-iAk)$

を考えると, $\hat{H}_{\hslash}=\{1/(m\nu)^{2}\}\hat{H}_{m\nu}(\hslash=1/m\nu)$ だから, $\lambda(\hslash)$ を $\hat{H}$んの固有値とすれば, (5)
式は

(6) $\lambda(\hslash)=E+\frac{1}{T}\{2\pi k+\sum_{j=1}(k_{j}+\frac{1}{2})\theta j+\mu\}\hslash n-1+o(\hslash 3/2)$

と書き換えられる (半古典近似).

4. 証明の筋道 (道具)

(1) 主定理の (5) 式は,

$=( \sqrt\nu^{2}E+\overline{\frac{1}{c^{2}}})m+\frac{1}{2T\sqrt{E+(1/C\nu)22}}.\{2\pi k+\sum_{1j=}(kj+\frac{1}{2})\theta jn-1+\mu\}+o(m-1/2)$

から導くことができることに注意する*. 従って, 上式を満たす固有値の列 $\{\lambda_{jm}^{(m\nu)}\}$ の存在

を証明する.

(2) 2次元トーラス $\mathbb{T}^{2}:=\{(e^{i_{\Gamma}}, e^{i_{S}});0\leq r, s<2\pi\}$ 上の 2乗可積分関数 $f(r, s)$ は

(7) $f(r, s)=p,q \in \mathbb{Z}\sum f_{p}qe^{ip_{\Gamma}iqs}e$

と表される. (7) において, $(p, q)\neq(m, m)(m\in \mathbb{N})$ に対して
.
$f_{pq}=0$ を満たす $f\in L^{2}(\mathbb{T}^{2})$

の全体を $L_{\Delta}^{2}(\mathbb{T}^{2})$ とする. $\mathbb{T}^{2}$ 上の微分作用素

$D_{\mathbb{P}}:= \frac{1}{2i}(\frac{\partial}{\partial r}+\frac{\partial}{\partial s})$

8研究会の講演ではこの形の公式を報告した.
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に対して, $D_{\mathrm{T}}2e^{i(_{\Gamma}+s}$)$=memim(\Gamma+S)$ が成り立つことに注意する.
さて, 連続線形作用素 $A:D’(\mathbb{T}^{2})arrow D’(P)$ で, 以下を満たすものが存在するとする :

(A-i) $(\tilde{E}^{-1/2_{\sqrt{\triangle_{P}}}}+C)A-AD_{\mathrm{T}}2$ が $H^{-1/2}(\mathbb{T}^{2})$ から $L^{2}(P)$ への有界作用素を誘導する.
ここで, $C$ はある定数とする.

(A-ii) $A:L_{\Delta}^{2}(\mathbb{T}2)arrow L^{2}(P)$ は等長的である.
(A-iii) $w_{m}:=A(e^{im()}f+s)\in \mathcal{H}_{m}$ .
このとき, $w_{m}=A(e^{im(_{\Gamma}+s}))\in \mathcal{H}_{m}$ に対して,

$||(\overline{E}^{-1/}2\sqrt{\triangle p}+C-m)w_{m}||L^{2}(^{p})$ $=$ $||((\overline{E}^{-}1/2\sqrt{\triangle p}+C)A-AD_{\mathrm{T}^{2}})eim(\Gamma+S)||_{L^{2}()}P$

$\leq$ $M||e^{im()}\gamma+S||_{H^{-}(}1/2\mathrm{T}^{2})\leq M/\sqrt{m}$.

方, $\mathcal{H}_{m}\ni w_{m}=\sum_{j}\hat{w}_{m,j}\varphi_{j}^{(m)}$ ( $\{\varphi_{j}^{(m)}\}^{\infty}j=1$ は $D_{m}$ の固有関数の正規直交基底) と書ける

から, $\nu_{j}^{(m)}:=(\lambda_{j}^{(m)}+m^{2}/c^{2})1/2$ として,

$||(\overline{E}^{-1/}2\sqrt{\triangle_{P}}+C-m)wm||^{2}L^{2}(P)$

$=|| \tilde{E}-1/2\sum_{j}\hat{w}m,j\nu_{jj}\varphi^{(}-m)m)\sum((m-C)\hat{w}m,j\varphi j(mj|)|^{2}L^{2}(P)$

$= \frac{1}{\tilde{E}}\sum_{j}\{\nu_{j}^{(m})-\sqrt{\overline{E}}(m-c)\}^{2}|\hat{w}|^{2}m,j$

$\geq\frac{1}{\overline{E}}.\mathrm{n}\mathrm{f}\{\nu_{j}j(m)-\sqrt{\overline{E}}(m-C)\}^{2}\sum|\hat{w}m,j|2j$

$=-\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}\underline{1}$

.
$\{\nu_{j}^{(m)}-\sqrt{\overline{E}}(m-C)\}^{2}$ .

$Ej$

ここで, 条件 (A-ii) より, $\sum_{j}|\hat{w}_{m,j}|^{2}=1$ に注意, 上の不等式と合わせて,

$\inf_{j}\{\sqrt{\lambda_{j}^{(m)}+m/2c2}-\sqrt{\overline{E}}(m-C)\}2\leq\overline{E}M^{2}/m$

すなわち,

$\inf_{i}|\sqrt{\lambda_{j}^{(m)}+m^{2}/C^{2}}-\sqrt{\overline{E}}(m-C)|\leq R/\sqrt{m}$ ( $R$ : 定数)

このようにして,

(8) $C=- \frac{1}{4\pi l}\{2Tk+j\sum_{=1}^{n-}1(k_{j}+\frac{1}{2})\theta j+\mu\}$

として, 上の条件 (A-i) $-(\mathrm{A}-\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ を満たす作用素 $A$ を構成できれば主定理が証明されたこ
とになる. (この手法は, 量子化条件を満たす Lagrange 多様体に量子エネルギーの近似値を
対応させる場合の考え方 [11] と全く同様である.)

(3) このような作用素を周期軌道 $\gamma$ に対応して構成する. まず, 前節で定義された部分
多様体 $S$ に基づいて, $T_{0}^{*}P\cross T_{0}^{*}\mathbb{T}^{2}(:=(T^{*}P\backslash \mathrm{O})\mathrm{x}\cdot(T^{*}\mathrm{F}^{2}\backslash 0))$ の conic isotropic 部分多様体
を定義する.

$j$ : $S\cross \mathbb{R}^{+}\cross S^{1}arrow T_{0}^{*}P\cross T_{0}^{*}\mathbb{T}^{2}\cong T_{0}^{*}P\cross\tau_{0^{S^{1}}}^{*}\cross T_{0}^{*}S^{1}$
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を

$j(\sigma, \tau, z):=(\tau\sigma, (\alpha(\mathcal{Z}^{-}\sigma)1, -\tau),$ $(z, -\tau))$

で定義する. ただし, $\sigma\in S$ と定点 $\sigma_{0}$ を結ぶ $S$ 上の曲線を $c$ として,

$\alpha(\sigma):=\exp(i\int_{c}\omega_{P})$

((3) より well-defined) とする. そして, 写像 $i$ の像を $\Sigma$ とする.

補題 2. $\Sigma$ は $T_{0}^{*}P\cross T_{0}^{*}\mathbb{T}^{2}$ の 4次元 conic isotropic 部分多様体である.

$P\cross \mathbb{T}^{2}$ 上の 1次擬微分作用素

$D:=(\tilde{E}^{-1/2}\sqrt{\Delta_{P}}+C)\otimes I-I\otimes D_{\mathrm{T}^{2}}$

を考える. $D$ の主シンボル $\sigma(D)$ は

$\sigma(D)(_{\tilde{X}},\tilde{\eta}, r, \rho, S, \zeta)=\tilde{E}-1/2\{\overline{H}(\tilde{x},\tilde{\eta})\}^{1}/2-(1/2)(\rho+\zeta)$

であり, 対応する Hamilton ベクトル場 $X_{\sigma(D)}$ は

$X_{\sigma(D)}= \overline{E}-1/2XP-\frac{1}{2}(\frac{\partial}{\partial r}+\frac{\partial}{\partial s})$ .

ただし, $X_{P}$ は $T_{0}^{*}P$ 上の関数 $\sqrt{\tilde{H}}$ に対応する Hamilton ベクトル場である.

補題 3. (i) $\Sigma$ 上で, $\sigma(D)\equiv 0$ .
(ii) $\Sigma$ 上で, $X_{\sigma(D)}$ の積分曲線は, 周期 $4\pi l$ の閉曲線である.
(iii) $\sigma_{\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}}(D)$ を $D$ の sub-principal symbol とするとき, $\sigma_{\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{b}}(D)=c$ .
(4) (通常の) Fourier積分作用素の理論 $(\mathrm{c}\mathrm{f}.[10])$ によれば, $T_{0}^{*}P\cross T_{0}^{*}\mathbb{T}^{2}$ の conic La-

grange 部分多様体 A が与えられれば, A を wave front set とするような “Fourier integral
$\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{S}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{b}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{i}\circ \mathrm{n}$

”
$I\zeta_{\Lambda}\in D’(P\mathrm{X}\mathbb{T}^{2})$ を核とする作用素: $D’(\mathbb{T}^{2})arrow D’(P)$ が定義される. ところ

が, ここでは Lagrange 多様体ではな $\text{く}$ , isotropic 部分多様体 $\Sigma$ が定義されている状況で
ある. そこで, $\Sigma$ に対応して作用素 $A:D’(\mathbb{T}2)arrow D’(P)$ を構成したい. そのための理論が
Guillemin 達 (cf. [7], [1]) によって構築されている.

$\Sigma$ をシンプレクティック多様体 $(T^{*}X, \Omega)(d=\dim X)$ の $(d-\ell)$ 次元 conic isotropic 部分
多様体とする. 局所的に, 振動積分

(9) $I_{a}= \int_{\mathbb{R}^{N}}a(x, \tau, \eta/\sqrt{|\tau|})e^{i}(x,\theta)d\phi\theta$ $(x\in U\subset X, \theta=(\tau, \eta)\in \mathbb{R}^{k}\mathrm{x}\mathbb{R}^{P}=\mathbb{R}^{N})$

で定義される $X$ 上の超関数を考える. ここで, $\phi$ は非退化な phase function で,

$C_{\phi}:=\{(x, \theta);\partial\phi/\partial\theta_{j}--0(1\leq j\leq N)\}$

は $Y:=\{(x, \theta);\eta_{1}=\cdots=\eta p=0\}$ と横断的であり, $C_{\phi}\cap Y$ の写像 $(x, \theta)rightarrow(x, \partial\phi/\partial x)$ に

よる像が $\Sigma\cap T^{*}U$ に等しいとする. (このような $\phi$ は存在する)amplitude function $a(x, \tau, \eta)$

はシンボルクラス $\mathcal{H}^{m-N/2}(k, \ell)$ に属するものとする. ただし, $a(x, \tau, \eta)$ が $\mathcal{H}^{s}(k, \ell)(s\in \mathbb{R})$
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に属するとは, $X\mathrm{x}\mathbb{R}^{N}$ 上の $C^{\infty}$ 関数で, $\forall r>0,$ $\forall\alpha,$ $\beta,$
$\gamma$ (多重指標) ,$\forall K$ (X のコンパ

クト集合) に対して, 定数 $C$ が存在して

$|D_{x}^{\alpha}D_{\mathcal{T}}\beta D_{\eta}\gamma a(x, \tau, \eta)|\leq C|\tau|^{s-}|\beta|(1+|\eta|)^{-\tau}$ $(x\in K)$

が満たされることである. 局所的に振動積分 (9) で定義される超関数の全体を $I^{m}(X, \Sigma)$ で

表し, その要素を Hermite 型の Fourier integral distribution と呼ぶ. $I^{m}(X, \Sigma)$ に属
する超関数 $\mu$ の wave front set は $\Sigma$ に含まれることが言える. そして, $\mu$ の性質はそのシ
ンボルの考察で得られる. $\mu\in I^{m}(X, \Sigma)$ のシンボル $\sigma(\mu)$ は, $X$ がメタプレクティック構造
をもつとき (X が向き付け可能であればO.K.), $\Sigma$ 上の symplectic spinor bundle, Spin $(\Sigma)$

の断面として定義される. すなわち, $S^{m}(\Sigma)$ を Spin $(\Sigma)$ の $m$ 次同次な $C^{\infty}$ 断面の空間とす
るとき, 写像

$\sigma$ : $I^{m}(X, \Sigma)arrow S^{m}(\Sigma)$

が定義される. このとき, $\sigma$ の核は $I^{m-1/2}(X, \Sigma)$ である.

(5) 主定理の証明のための作用素 $A$ をその核 $IC_{A}$ が $I^{m}(P\cross \mathbb{T}^{2}, \Sigma)$ (適当な $m$ で) に

属する超関数として求める. このとき, $A$ の満たすべき条件 $(\mathrm{A}- \mathrm{i})-(\mathrm{A}-\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ は

(A-i’) $DK_{A}\in I^{m-1/}2(P\cross \mathbb{T}^{2}, \Sigma)$ .
(A-ii’) $A^{*}A$ が $L^{2}(\mathbb{T}^{2})$ から $L_{\Delta}^{2}(\mathbb{T}^{2})$ への直交射影である.
(A-iii’) $IC_{A}$ が $U(1)$ の作用で不変である. ただし, $e^{it}$ の $P\cross \mathbb{T}^{2}$ への作用は, $(p;e^{i_{\Gamma}}, e^{is})rightarrow$

$(p\cdot e^{it};e^{i_{\Gamma}}, e^{i}(s+t))$ である.

と言い換えられる.
1次擬微分作用素 $D$ に対して, 一般に, $IC_{A}\in I^{m}(P\cross \mathbb{T}2, \Sigma)\Rightarrow DIC_{A}\in I^{m+1}(P\chi \mathbb{T}2, \Sigma)$

であるが, $D$ が (i) $\sigma(D)|\Sigma\equiv 0$ , (ii) $X_{\sigma(D)}$ が $\Sigma$ に接する, を満たす (補題 3参照) とき,
$DI\mathrm{f}_{A}\in I^{m}(P\cross \mathbb{T}^{2}, \Sigma)$ で, シンボルに対して,

(10) $\sigma(DI\zeta A)=\frac{1}{i}X_{\sigma(D)^{\sigma}}(I\zeta_{A})+C\sigma(Ic_{A})$

が成り立つ $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [1, \S 10])$ . $z\in\Sigma$ に対して, $E_{z}:=\Sigma_{z}^{\perp}/\Sigma_{Z}$ とおくと, $E_{z}$ は $2(n-1)$ 次元
シンプレクティックベクトル空間で, $X_{\sigma(D)}$ の周期 $4\pi l$ の周期軌道はシンプレクティック写
像 (Poincar\’e 写像) $P:E_{z}arrow E_{z}$ を定義する. このとき, $P$ の固有値は (2) に等しいことに
注意する. Poincar\’e 写像 $P$ より

$\tau(P)$ : Spin $(\Sigma)_{z}arrow \mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{i}\mathrm{n}(\Sigma)_{z}$

が定義され, その固有値は

(11) $\sqrt{\det P}\exp\{i\sum_{j=1}^{n}-1(k_{j}+\frac{1}{2})\theta_{j}\}$

( $k_{j}$ : 非負整数) となる $(\mathrm{c}.\mathrm{f}. [7])$ . (10) 式より, $\sigma(DI\mathrm{f}_{A})=0$ すなわち条件 (A-i’) を満た
す $K_{A}$ が存在するのは, $\exp(-4\pi\iota cj)$ が (11) に等しい, すなわち, (8) 式が成り立つときで
ある.

最後に, 条件 (A-ii $’$ ), $(\mathrm{A}_{-}\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i}’)$ についての考察は, 概ね [11] での議論と同様であり, 本稿で
は詳細を省略する.
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