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概要. この小論では, ある種の Banach 束に値をとる正値ベクトル測度
のテンソル積は測度の弱位相に関して連続であることを報告する. そ
の証明には, Bartle の双線形ベクトル積分の理論とベクトル測度の正
値性が有効に活用されている.

§1. 序論. X と  Y は局所凸線形空間,  (S, S) と  (T, \mathcal{T}) は可測空間とする. 1967年
に Duchon‐Kuluvánek [6] は,

 s

二つのベクトル測度  \mu :  Sarrow X と  \nu :  \mathcal{T}arrow Y に対し
て, 直積  \sigma‐集合体  S\cross \mathcal{T} 上で定義され, injective テンソル積空間  x_{\otimes_{\omega}Y}^{\wedge} に値をと
り, 次の関係式

 \mu\otimes_{\omega}\iota ノ(\wedge A\cross B)=\mu(A)\otimes\nu(B) ,  A\in S,  B\in \mathcal{T}

を満たすベクトル測度  \mu\otimes_{\omega}\nu\wedge :  S\cross \mathcal{T}arrow x_{\otimes_{\omega}Y}^{\wedge} がただ—つ存在することを示し
た. このベクトル測度は  \mu と  l\ovalbox{\tt\small REJECT} のテンソル積とよばれる.

�方, 1991年にはDekeirt [4] は測度の弱収束の概念の自然な拡張としてベクト
ル測度の弱収束を定義し, その基本的な性質を調べた. 引き続き März‐Shortt は

論文 [20] で, Banach 空間に値をとるベクトル測度の集合がベクトル測度の弱位
相に関して (点列) コンパクトとなるための判定条件を初めて与えた. このコンパ
クト性判定条件は, [15] では, 核型空間に値をとるベクトル測度の場合に, [16] で
はある種の局所凸線形空間の場合に拡張されている.

これらベクトル測度に関する二つの概念に関連して, 「ベクトル測度のテンソ

ル積は測度の弱位相に関して連続か ? 」 という基本的な問題が生じてくる. 1999

年の論文 [13] では, 核型空間に値をとるベクトル測度のテンソル積の弱収束は,
対応する実測度の直積測度の弱収束から導かれることを示し, 上記の問題を肯定

的に解決した. しかし, そこで用いられた証明の手法は, 核型空間のもつ有限次
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元的な性質 (すなわち, 有界集合上では弱位相と始位相とが—致するという性質)
を本質的に用いているため, Banach 空間のような真の意味で無限次元的な空間
の場合には適用できなかった. 今回, Bartle による双線形ベクトル積分の理論と
ベクトル測度の正値性を有効に活用することにより, ある種の Banach 束に値を

とる正値ベクトル測度の場合に, そのテンソル積測度が測度の弱位相に関して連

続となることが示せたので報告することとする.

以下この小論を通じて, Banach 空間の係数体は実数全体  \mathbb{R} とする. また, 位

相空間, 一様空間はすべて Hausdor狂の分離公理を満たしているとする.

§2. ω‐テンソル積とテンソル積測度.  X,  Y は Banach 空間,  x*,  Y^{*} はそれぞれ
 X ,  Y の位相的双対空間とし,  \langle X,   x^{*}\rangle  (x\in X, x^{*}\in X^{*}) で  X と  x* の双対を表す.
また,  X ,  Y ,  X^{*} ,  Y^{*} , . . . のノルムはすべて同じ記号  ||\cdot|| で表す.

Banach 空間  X と  Y の代数的テンソル積  X\otimes Y の各要素  Z= \sum_{i=1}^{n}x_{i}\otimes y_{i} に対

して

 ||z||_{\omega}= \sup\{\sum_{i=1}^{n}\langle x_{i}, x^{*}\rangle\langle y_{i}, 
y^{*}\rangle :  ||x^{*}||\leq 1,  ||y^{*}||\leq 1,  x^{*}\in X^{*},  y^{*}\in Y^{*}\} (2.1)

によって  X\otimes Y 上の  \omega- ノルム (injective norm,  \epsilon- ノルム,  \lambda- ノルムなどともいう)
を定義する. 代数的テンソル積  X\otimes Y に  \omega- ノルム旧I を導入して得られるノル
ム空間を  X\otimes_{\omega} Y.で表す. このとき,  X\otimes_{\omega}Y は  x* から  Y への有限階作用素で,

弱位相  \sigma(X^{*}, X) と  \sigma(Y, Y^{*}) に関して連続なものの全体に—様作用素ノルムを導

入して得られるノルム空間と, 自然な対応

 \tau :  z= \sum x_{i}\otimes y_{i}n\vdasharrow T_{z}(x^{*})\equiv\sum\langle x_{i}, 
x\rangle*y_{i}n ,  x^{*}\in X^{*} (2.2)
 i=1  i=1

によって等距離同型 (isometrically isomorphic) となる. このノルム空間  X\otimes_{\omega}Y を
 \omega- ノルムで完備化することによって得られる Banach 空間を   X\otimes_{\omega}Y\wedge で表し,  X と
 Y の ω‐テンソル積という.

このテンソル積空間   X\otimes_{\omega}Y\wedge は具体的な空間の中に等距離的に埋め込み可能で

あるとともに, その双対空間  (X\otimes_{\omega}Y)^{*}\wedge の構造も明解である. これらは双線形ベ

クトル積分の性質を調べる際に活用されるので, 以下で簡単に解説しておくこと

とする.

 B(X^{*}Y^{*})) で  X^{*}\cross Y^{*} 上の連続双線形汎関数全体の作る Banach 空間 with  ||\Phi||\equiv

  \sup\{1\Phi(X^{*}, y)*| : ||x^{*}||\leq 1, ||y^{*}||\leq 1\} を表す. また,  L(X^{*}, Y) で  x* から  Y への

連続線形作用素全体の作る Banach 空間 with  ||T|| \equiv\sup\{||T_{X}|| : ||x^{*}||\leq 1\} を表

す. このとき, 以下が成り立つ. 証明は例えば, Jarchow [12], Schaefer [21], Schat‐

ten [221などを見よ.
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(1)   X\otimes_{\omega}Y\wedge は  B(X^{*}, Y^{*}) の中に自然な対応

 \theta :  z= \sum x_{iy(_{X^{*}},y^{*}}\otimes i=1ni-+\Phi_{z} )   \equiv\sum_{=i1}^{\eta}\langle X_{i}, x\rangle*\langle yi, y^{*}\rangle,  (_{X^{*}}, y^{*})\in X^{*}\cross Y*(2.3)

によって等距離線形的に埋め込まれる.

(2)   X\otimes_{\omega}Y\wedge は  L(X^{*}, Y) の中に (2.2) で定義される自然な対応  \tau によって等距離線
形的に埋め込まれる.

�方, 各  x^{*}\in X^{*} ,  y^{*}\in Y^{*} に対して

 (x^{*}\otimes_{\omega}y^{*})(x\wedge\otimes y)=\langle x, x^{*}\rangle\langle 
y, y^{*}\rangle ,  x\in X,  y\in Y

を満たす   X\otimes_{\omega}Y\wedge 上の連続線形汎関数   x^{*}\otimes_{\omega}y^{*}\wedge が—意的に存在して

 ||x^{*}\otimes_{\omega}y^{*}\wedge||=||x^{*}||\cdot||y^{*}||

が成り立つ. この   x^{*}\otimes_{\omega}y^{*}\wedge のことをげと  y^{*} の ω‐テンソル積とよぶ. このとき以

下が成り立つ:

(3) 上で述べた埋め込み  \theta と  \tau は

 \theta(z)(x, y^{*})*=(x^{*}\otimes_{\omega}y)*(z)\wedge=\langle\tau(Z)(x^{*}), 
y^{*}\rangle_{:}  x^{*}\in X^{*},  y^{*}\in Y^{*},   z\in X\otimes_{\omega}Y\wedge

と表される.

(4) 任意の  \Phi\in(X\otimes_{\omega}Y)^{*}\wedge に対して,  X^{*} ,  Y^{*} の閉単位球  B_{X^{*}} ,  B_{Y^{*}} の直積空間
 B_{X^{*}}\cross B_{Y^{*}} (これは直積位相  \sigma(X^{*},  X)\cross\sigma(Y^{*},  Y) に関してコンパクト) 上の
正値有限 Radon 測度 m。が存在して

  \Phi(z)=\int_{B_{x^{*\cross}Y^{*}}}B(X^{*}\otimes_{\omega}y)\wedge*(Z)m\Phi(dx
*, dy^{*}) ,  z\in X^{\wedge}\otimes_{\omega}Y

と表され,  ||\Phi||=m_{\Phi}(B_{X}*\cross B_{Y^{*}}) となる.

このω‐テンソル積の概念は, 一般の局所凸空間に対しても定義できる. 詳しく

は, Jarchow [12], Schaefer [21] を見よ.

 (S, S) ,  (T, \mathcal{T}) は可測空間で,  \mu :  Sarrow X と  \nu :  \mathcal{T}arrow Y はベクトル測度とす
る. この小論を通じて, ベクトル測度はすべて可算加法的であるとし, そうでな

い場合はその旨を断ることにする. 互いに素な可測長方形の有限和

 C= \bigcup_{i=1}4\cross B_{i} ,  A_{i}\in S,  B_{i}\in \mathcal{T} (2.4)
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に対して, その値を

  \mu\otimes\nu(o)\equiv\sum_{i^{--}1}\mu(A_{i})\otimes U(B_{i}) (2.5)

で定義すると,  \mu\otimes\nu は (2.4) の形の集合全体からなる集合体上で定義され, 代数
的テンソル積  X\otimes Y に値をとる有限加法的ベクトル測度となる.

1967年に Duchon‐Kluvánek [6] は, (2.5)‐ で定義された有限加法的ベクトル測度
は, そのとる値の空間を ω‐テンソル積   X\otimes_{\omega}Y\wedge とすると, 直積 σ‐集合体  S\cross \mathcal{T} 上

の (可算加法的) ベクトル測度  \mu\otimes_{\omega}\nu\wedge :   S\cross \mathcal{T}arrow X\otimes_{\omega}Y\wedge に—意的に拡張できるこ
とを示した. このベクトル測度  \mu\otimes_{\omega}\nu\wedge のことを,  \mu と  \nu の ω‐テンソル積測度とい

う. テンソル積測度の存在性に関するより —般的な結果については, Swartz [23]
を見よ.

§3.  Bartle-Dunf_{0}\Gamma d-SCh_{W}artz 積分と Bartle の双線形ベクトル積分. この § で

は, スカラー関数のベクトル測度による積分である  Bartle- Dunford_{-}Sch_{W}art_{Z} 積分
 -

と, ベクトル関数のベクトル測度による積分である Bartle の双線形ベクトル積分

の定義を復習し, その特別な場合について両者の間の関係をまとめておく.

 (S, S) は可測空間,  X は Banach 空間,  \mu :  Sarrow X はベクトル測度とする. 各

 x^{*}\in x* に対して

 (x^{*}\mu)(A)\equiv\langle\mu(A), x^{*}\rangle ,  A\in S

によって実測度   x^{*}\mu :  Sarrow \mathbb{R} が対応するが, この   x^{*}\mu の全変動  |x^{*}\mu| を用いて定

義される
 -

.

 || \mu||(A)\equiv\sup\{|x^{*}\mu|(A) : ||x^{*}||\leq 1, x^{*}\in X^{*}\}

のことを  \mu の半変動 (semivariation) という.

半変動は単調増加 (i.e.,  A\subset B ならば  ||\mu||(A)\leq||\mu||(B) ), 可算劣加法的 (i.e.,
任意の集合列  \{A_{i}\}_{i=1}^{\infty}\subset S に対して,  || \mu||(\bigcup_{i=1}^{\infty}A_{i})\leq\sum_{i=1}^{\infty}||\mu||(A_{i})) な非負値集

合関数となる. また,  \mu の可算加法性により, 半変動は常に有限な値をとる (i.e.,
 ||\mu||(S)<\infty) . このとき,  \mu は有界半変動 (of bounded semivariation) であるとい
う. 実際には, ベクトル測度  \mu の値域  \{\mu(A) : A\in S\} は有界で, 各  A\in S に対

して

  \sup\{||\mu(B)|| : B\in S, B\subset A\}\leq||\mu||(A)\leq 2\sup\{||\mu(B)|| : 
B\in S, B\subset A\}<\infty

が成り立つ. また,  \mu の全変動 (total variation) を

 | \mu|(A)\equiv\sup\{i=\sum_{1}^{n}||\mu(Ai)|| :  \{A_{i}\}_{i1}^{n}= は  Aの有限可測分割\}
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と定義すると

 ||\mu(A)||\leq||\mu||(A)\leq|\mu|(A) ,  A\in S

となる. 全変動は半変動と異なり,  \mu が可算加法的であっても必ずしも有限な値

になるとは限らない. 特に,  |\mu|(S)<\infty のとき,  \mu は有界変動 (of bounded vari‐

ation) であるという.
ベクトル測度の半変動はかなり取り扱い易い性質をもってはいるが, 全変動と

異なり可算加法的ではない. ところが,  Bartle- Dunford-sch_{W}art_{Z}[2] によれば, ベ

クトル測度  \mu :  Sarrow X に対して

  \lim  ||\mu||(A)=0 かつ  \sigma(A)\leq||\mu||(A) ,  \forall A\in s
 \sigma(A)arrow 0

を満たす正値有限測度  \sigma :  Sarrow[0, \infty) が常に存在する. この  \sigma のことを  \mu のコン

トロール測度 (control measure) といい, ベクトル測度の研究を行う際には必要不
可欠なものとなっている. 以上の内容の証明については, Diestel‐Uhr[5] を見よ.

以上の準備のもとで, まず  Bartle- Dunford- SChwarz[2| によるスカラー関数のベ

クトル測度による積分の定義を復習する. 以下では,  \chi_{A} で集合  A の定義関数を

表す.

 Bartle-Dunford-S_{C}h_{W}art_{Z} 積分: 実数値関数  f :  Sarrow \mathbb{R} のベクトル測度  \mu :   Sarrow

 X による積分を段階を分けて定義する. 関数  f が単関数 (simple function)

 f= \sum_{i=1}a_{i}\chi A_{i} ,  各a_{i}\in \mathbb{R},  A_{i}\in S (3.1)

のとき, 集合  E\in S 上での  f の  \mu による積分を

  \int_{E}fd\mu\equiv\sum_{=i1}^{n}ai\mu(E\cap Ai) (3.2)

で定義する. この積分は単関数を (3.1) の形で表現する仕方によらずに—意的に

定まる. さらに, 積分 (3.2) は  f および  \mu に関して線形で

 || \int_{E}fd\mu||\leq\sup_{s\in E}|f(S)| .  ||\mu||(E) ,  E\in S (3.3)

が成り立つ.

次に, 関数  f :  Sarrow \mathbb{R} は次の (a), (b) を満たす単関数列  \{f_{n}\} が存在するとき,

μ‐可積分  (\mu- integrable) であるという:

(a)  f_{n}(s)arrow f(s)(||\mu||- a.e. s\in S) .
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(b) 各  E\in S に対して,   \{\int_{E}f_{n}d\mu\} は  X でノルム収束する.
このとき   \{\int_{E}f_{n}d\mu\} の極限は,  f に ||μ||‐概収束する単関数列の選び方によらずに

�意に定まるので, それを五   fd\mu で表し, 集合  E\in S 上での  f の  \mu による積分と
いう, すなわち

  \int_{E}fd\mu\equiv\lim_{\infty narrow}\int_{E}f_{n}d\mu .

すべての  S‐可測な有界関数  f :  Sarrow \mathbb{R} は  \mu‐可積分であり, (3.3) が成り立つ. こ

の積分はLebesgue 積分や Bochner 積分と同様の多くの性質をもつが, それらにつ

いては  Bartle- Dunford- s_{C}hWartz[2] や Dunford‐Schwartz [8] を見よ. また, 局所凸

線形空間に値をとるベクトル測度に対するこのタイプの積分については, Lewis[19]

や Kluvánek‐Knowles [18] を見よ.

次に, ベクトル関数のベクトル測度による積分である Bartle の双線形ベクトル

積分について簡単に復習しておく.  X,  Y,  Z は Banach 空間で,  b:X\cross Yarrow Z

は連続な双線形写像とする. このとき, 4つ組  (X, Y, Z;b) のことを双線形系とよ

ぶ. また,  \nu :  Sarrow Y をベクトル測度とする. このとき

 || \nu||_{b}(A)\equiv\sup\{||\sum_{i=1}^{n}b(xi, \nu(Ai))|| :  ||x_{i}||\leq 1,  \{A_{i}\}_{i=1}^{n} は  Aの有限可測分割\}
のことを, 双線形系  (X, Y, Z;b) に関する  \nu のBartle 半変動 (Bartle semivariation)
という. この Bartle 半変動は, 通常の半変動と同様に単調増加かつ可算劣加法的

な非負値集合関数となるが, 半変動の場合と異なり, 一般には  \nu が可算加法的で

あっても  ||\nu||_{b}(S) は必ずしも有限とはならない. そこで, 双線形ベクトル積分の

理論を展開するために, Bartle 半変動に対して次の条件  (^{*}) を仮定する:

 (^{*}) : 正値有限測度  \sigma :  Sarrow[0, \infty) が存在して,   \lim_{\sigma(A)0}arrow||\nu||_{b}(A)=0 が成り

立つ.

この条件は Bartle の論文 [1] では,  *-P^{ro}pe\Gamma ty とよばれている. 条件  (^{*}) より, 実
際には  \sigma(A)arrow 0\Leftrightarrow||\nu||_{b}(A)arrow O となる正値有限測度  \sigma :  Sarrow[0, \infty) が存在

することが, いわゆる exhaustion 法によって導かれる (Halmos [10] を見よ). 条件

 (^{*}) を仮定すると, 半変動と同様に  \nu の Bartle 半変動は常に有限な値となる, i.e.,

 ||\nu||_{b}(S)<\infty , となるとともに,  \sigma が  \nu のコントロール測度としての役割を果た

す.

条件  (^{*}) は,  \nu が有界変動であれば自動的に成り立つ. また, 双線形系 (X,  Y,  Z;b)
において,  Z=X^{\wedge}\otimes_{\omega}Y , 双線形写像  b_{\omega} :  X\cross Yarrow Z が  b_{\omega}(x, y)=x\otimes y で与えら

れているときは

 ||\nu||_{b}\omega(A)=||\nu||(A) ,  \forall A\in S
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となるので, 双線形系  (X, Y, X\otimes_{\omega}Y\wedge;b_{\omega}) に関する  \nu の Bartle 半変動は条件  (^{*}) を

満たす (Swartz [23] を見よ). 以上の準備のもとで双線形ベクトル積分の Bartle に
よる定義を復習する.

Bartle の双線形ベクトル積分: ベクトル関数  \varphi :  Sarrow X のベクトル測度  \nu :   Sarrow

 Y による積分を段階を分けて定義する. ベクトル関数  \varphi が単関数 (simple func‐

tion)

  \varphi=\sum_{i=1}^{n}Xi\chi A_{i} , 各  x_{i}\in X,  A_{i}\in S (34)

のとき, 集合  E\in S 上での  \varphi の  \nu による積分を

  \int_{E}b(f,d\nu)\equiv\sum_{i=1}^{n}b(X_{i}, \nu(E\cap A_{i})) (3.5)

で定義する. この積分は単関数を (3.4) の形で表現する仕方によらずに—意的に
定まる. さらに, 積分 (3.5) は  \varphi および  \nu に関して線形で

 || \int_{E}b(\varphi, dU)||\leq\sup_{s\in E}||\varphi(s)||\cdot||\nu||_{b}(E) ,  E\in S

が成り立つ.

次に, ベクトル関数  \varphi :  Sarrow X は次の (a), (b) を満たすベクトル単関数列

 \{\varphi_{n}\} が存在するとき, 双線形系 (X,  Y,  Z;b) に関してν‐Bartle 可積分 (  \nu‐Bartle in‐
tegrable) であるという:

(a)  \varphi_{n}(s)arrow\varphi(s)(||\nu||_{b}- a.e. s\in S) .

(b) 各  E\in S に対して,   \{\int_{E}b(\varphi_{n}, d\mathcal{U})\} は  X でノルム収束する.
このとき   \{\int_{E}b(\varphi_{n}, d\mathcal{U})\} の極限は,  \varphi に1Hb‐概収束する単関数列の選び方によら
ずに—意に定まるので, それをん  b(\varphi, dU) で表し, 集合  E'\in S 上でのベクトル
関数  \varphi のベクトル測度  \nu による双線形系 (X,  Y,  Z;b) に関するBartle 積分という,
すなわち

  \int_{E}b(\varphi, d\nu)\equiv\lim_{arrow n\infty}\int_{E}b(\varphi_{n}, d\nu) . . .

また, ベクトル関数  \varphi :  Sarrow X は, (a) を満たす単関数列  \{\varphi_{n}\} が存在するとき,
ν‐可測  (\nu- measurable) であるという. Bartle 積分の詳細な性質については, Bartle

の原著論文 [1] を見よ.
この小論では, 双線形系 (X,  Y,   X^{\wedge}\otimes_{\omega}Y;b\omega ) に関する Bartle 積分が中心的な役割

を果たす. そこで, 一般の Bartle 積分と区別して, ベクトル関数  \varphi :  Sarrow X が

双線形系 (X,  Y,  X^{\wedge}\otimes_{\omega}Y;b_{\omega} ) に関して Bartle 積分可能であるとき, ω‐テンソル積分
可能であるといい,   \int_{E}b_{\omega}(\varphi, d\nu) のことをん  \varphi\otimes_{\omega}d\nu\wedge とかき, ω‐テンソル積分とい
う. このタイプの Bartle 積分は取り扱いやすいとともに, 多くの重要な性質を持

つ. 以下では, この小論の中で必要なものに限ってまとめておくことにする.
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.

ω‐テンソル積分の性質:

(5) すべての有界な  \nu‐可測ベクトル関数  \varphi :  Sarrow X はω‐テンソル積分可能で

.  || \int_{E}\varphi\otimes\omega d\mathcal{U}\wedge||\omega s\leq\sup||S\in 
E\varphi()||\cdot||U||_{b}\omega\wedge^{-}(E) ,  E\in S ..
 \backslash 

.
 v

..
が成り立つ.

の

(6) ベクトル関数  \varphi :  Sarrow X が  \nu に関して ω‐テンソル積分可能ならば, 任意の

 x^{*}\in X^{*},  y^{*}\in Y^{*},  E\in S に対して,   x^{*}\varphi は集合  E 上で ν‐可積分かつ y*ν‐可
積分で

  \theta(\int_{E}\varphi\otimes_{\omega}d\nu)\wedge=\langle\int_{E}x^{*}\varphi 
d\nu,   y^{*} \rangle=\int_{E}x^{*}\varphi dy*\nu
と表され

 || \int_{E}\varphi\otimes_{\omega}d\mathcal{U}|\wedge|_{\omega}=\sup\{\int_{E}
x^{*}\varphi d\mathcal{U} :  ||x^{*}||\leq 1\}
 = \sup\{\int_{E}x^{*}\varphi dy^{*}\mathcal{U} :  ||x^{*}||\leq 1,  ||y^{*}||\leq 1\}

 \tau

が成り立つ. ただし,  \theta :  X\otimes_{\omega}Y\wedgearrow B(X^{*}, Y^{*}) は (2.3) で定義された自然な
埋め込みとする.

(7) (原始的な Fubini の定理) 関数  h :  S\cross Tarrow \mathbb{R} は  S  \cross T‐可測かつ有界で,

 \mu :  Sarrow X,  \nu :  \mathcal{T}arrow Y はベクトル測度とする. このとき

(a) すべての  t\in T に対して  h(\cdot, t) は S‐可測かっ μ‐可積分で,

(b) ベクトル関数  \varphi :  t \in Tarrow\int_{S}h(S, t)\mu(d_{S)}\in X は  \nu に関して ω‐テンソル

積分可能となり,

(C) 累次積分の公式

  \int_{S\cross T}hd\mu\otimes\omega\nu=\wedge\int_{\tau^{\varphi\otimes d}}
\wedge \mathcal{U}\omega
が成り立つ.

より —般的な Fubini の定理に関しては, Chivukula‐Sastry [3], Huneycutt [11],
Swartz [24], Freniche and Garía‐Vázquez [9] などを見よ.

§4. 正値ベクトル測度の弱収束. 位相空間  S に対して,  B(S) で  S の Borel 集合か

らなる σ‐集合体,  C(S) で  S 上の有界連続な実数値関数全体からなる Banach 空間
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with §§fll∞  --- \sup_{s\in s1f}(S)| を表す. また,  X を Banach 空間とし,  \mathcal{M}(S;x) でベク
トル測度  \mu :  B(S)arrow X の全体を表す.

位相空間上のベクトル測度に対しても, 実測度の場合と同様に種々の正則性を

定義することができる. 例えば, ベクトル測度  \mu :  B(S)arrow X は, 任意の  \epsilon>0

と  A\in B(S) に対して, コンパクト集合  K\subseteq A が存在して  ||\mu||(A-K)<\epsilon と

なるとき, RadOn であるという. 特に, この条件が  A=S の場合に成り立つと

き,  \mu は緊密 (tight) であるという. また, 開集合からなる任意の単調増大ネット
 \{G_{\alpha}\} with  G= \bigcup_{\alpha}G_{\alpha} に対して,   \lim_{\alpha}||\mu||(G-G_{\alpha})=0 となるとき,  \mu はτ‐正

則  (\tau- smooth) であるという. これらの正則性は, 実際には, 各  x^{*}\in X^{*} に対し

て, 対応する実測度   x^{*}\mu が同じ正則性をもつことと同値である (例えば, [141を

見よ).

1991年に Dekiert は彼女の学位論文 [4] で, 実測度の弱収束の概念の自然な拡
張として, ベクトル測度に対しも測度の弱収束の概念を導入した: ベクトル測度

からなるネット  \{\mu_{\alpha}\}\subset \mathcal{M}(s;X) と  \mu\in \mathcal{M}(S;X) に対して

 || \int_{S}fd\mu_{\alpha}-\int_{S}fd\mu||arrow 0 for  \forall f\in C(S) (4.1)

が成り立つとき,  \{\mu_{\alpha}\} は  \mu に弱収束するといい,  \mu_{\alpha}arrow\mu w とかく. ここで, (4.1)

の中の積分は  Bartle- Dunford- schWartZ 積分である. また, ノルムでの収束の代わ

りに弱収束, すなわち, 各  x^{*}\in X^{*} に対して

  \langle\int_{S}fd\mu\alpha-\int_{S}fd\mu,x^{*}\ranglearrow 0 for  \forall f\in C(S)

が成り立つとき,  \{\mu_{\alpha}\} は  \mu に σ‐弱収束するといい,  \mu_{\alpha}arrow\mu\sigma w とかくことにする.

これらベクトル測度の弱収束, σ‐弱収束によって定まる  \mathcal{M}(S;X) 上の位相をそれ

ぞれ, ベクトル測度の弱位相, σ‐下位相という.

März‐Shortt [20] は,  S が距離空間の場合に, ベクトル測度の集合がベクトル測
度の  \sigma‐弱位相に関して (点列) コンパクトとなるための判定条件を与えた. この

判定条件は [15] では核型空間に値をとる場合に, [16] ではある種の局所凸空間に
値をとる場合に拡張されている.

測度の弱収束に関する研究は, 実測度の場合ですら, 測度に対して正値性を仮

定しないと実りある理論展開を期待できない. 実際, 測度の弱収束を研究する際

に中心的な役割を果たす Portmanteau Theorem (例えば, Dudley [71などを見よ)

は, 正値でない測度に対しては—般に成立しない. そこで, 以下ではベクトル測
度に正値性を導入することを試みる.
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 (X,  \leq) は Banach 束, すなわち,  (X, \leq) は Riesz 空間かっ Banach 空間で, 順序

とノルムが

 |x|\leq|y| ならば  ||x||\leq||y||

で結びつけられているとする. Banach 束の詳細な性質については, Zaanen [25]
を見よ.  X の正の要素の全体を  X^{+} で表す. このとき, ベクトル測度  \mu :   B(S)arrow
 X は, すべての  A\in B(S) に対して,  \mu(A)\in X^{+} となるとき, 正値 (POSitive) で
あるという. 正値ベクトル測度の全体を  \mathcal{M}^{+}(S;X) で表す. 正値ベクトル測度  \mu :

 B(S)arrow X の半変動  ||\mu|| に対しては

 ||\mu||(A)=||\mu(A)|| ,  \forall A\in B(s)

が成り立つ. また, μ‐可積分な実数値関数  f,  g :  Sarrow \mathbb{R} が  |f|\leq g(||\mu||- a.e.) を満
たしていれば,

 | \int_{S}fd\mu|\leq\int_{S}|f|d\mu\leq\int_{S}gd\mu かつ  || \int_{S}fd\mu||\leq||\int_{S}gd\mu||
が成り立つ. これらの性質は, 正値ベクトル測度の理論を展開する際に大いに役

立ち, 証明のいたるところで活用される.

この § を終えるにあたって, 関連する話題を—つあげておく.  (S, d) は距離空間
とする. このとき, 正値 RadOn ベクトル測度の全体  \mathcal{M}_{t}^{+}(s;X) 上のベクトル測度

の弱位相は, 距離

  \beta(\mu, \nu)\equiv\sup\{||\int_{S}fd(\mu-\nu)|| :  f\in BL(S, d),  ||f||_{BL}\leq 1\}
に関して距離付け可能となる. ただし,  BL(S , ので  S 上の有界 Lipchitz 連続関数
全体の作る Banach 空間 with

 ||f||_{BL} \equiv||f||_{L^{+}}||f||_{\infty}=\sup_{s\neq t}\frac{|f(s)-f(t)|}{d
(s,t)}+||f||_{\infty}
を表す ([17] を見よ).

§5. テンソル積測度の連続性. この § では, ベクトル測度の ω‐テンソル積がベク

トル測度の弱位相に関して連続となることを報告する. この結果の証明にはBar‐

 tle の双線形ベクトル積分の理論とベクトル測度の正値性が本質的な役割を果た

すが, その辺の事情を明確にするために, 結果の紹介だけではなく, 証明の概略

も与えることとする.

 S,  T は—様空間,  X,  Y は Banach 束とし,  \mu\in \mathcal{M}^{+}(S;x),  \nu\in \mathcal{M}^{+}(T;Y) を

正値ベクトル測度とする. 以下では次の2つの条件を仮定する:
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(A1) 一様空間  S と  T は  B(sx\tau)=\beta(s)xB(\tau) を満たす.

(A2)  X と  Y の  \omega‐テンソル積   X\otimes_{\omega}Y\wedge は Banach 束で

 x\otimes y\geq 0 for  \forall x\in X^{+},\forall y\in Y^{+}

が成り立つ.

(A1) と (A2) により,  \mu と  \nu の ω‐テンソル積  \mu\otimes_{\omega}\nu\wedge は  B(S\cross T) 上の正値ベクトル

測度となるので, それらの弱収束性を議論することができる. (Al)&社位相空間
 S,  T が第2可算公理を満たすとき, 例えば  S,  T が可分な距離空間であれば自動

的に満たされる. —方, (A2) を満たす Banach 束の例は以下のようである.
..

例: 以下の Banach 束  X と  Y は (A2) を満たす:

(1)  X=C(K) ( K はコンパクト空間),  Y は任意の Banach束: このとき,   X\otimes_{\omega}Y\wedge は
 K 上で定義され  Y に値をとる連続なベクトル値関数全体の作る Banach 束  C`(K;Y)
と等距離束同型となる. 特に,  Y=C(L) (  L はコンパクト空間) のときは,   X\otimes_{\omega}Y\wedge
は  C(K\cross L) と等距離束同型となる.

(2)  X=C_{0}(M) (  M は局所コンパクト空間),  Y は任意の Banach 束. ただし,  M 上

で定義された無限遠点で消滅する実数値連続関数全体の作る Banach 束を  C_{0}(M)

で表す: このとき,   X\otimes_{\omega}Y\wedge は  M 上で定義され  Y に値をとる無限遠点で消滅する

連続なベクトル関数全体の作る Banach 束  C_{0}(M;Y) と等距離束同型となる. 特

に,  Y=C_{0}(N) (  N は局所コンパクト空間) のときは,   X\otimes_{\omega}Y\wedge は  C_{0}(M\cross N) と
等距離束同型となる.

(3)  X=L^{\infty}(\Omega),  Y は任意の Banach束. ただし,  (\Omega, A, \sigma) は測度空間とし,  L^{\infty}(\Omega)

で  \Omega 上で定義された σ‐本質的に有界な A‐可測実数値関数 (の同値類) 全体の作る
Banach 束を表す: このとき,   X\otimes_{\omega}Y\wedge は, Banach 束となる. しかし, この ω‐テン

ソル積は,  \Omega 上で定義された σ‐本質的に有界な σ‐可測ベクトル関数  \varphi :  \Omegaarrow Y

(の同値類) 全体の作る Banach 束  L^{\infty}(\Omega;Y) とは—致せず, 一般には閉部分空間と
なる.

(4)  X=c_{0},  Y は任意の Banach 束. ただし,  c_{0} で  0 に収束する実数列全体の作る

Banach 束を表す: このとき,   X\otimes_{\omega}Y\wedge は  0 に収束する  Y の要素からなるベクトル

列全体の作る Banach 束  c_{0}(Y) と等距離束同型となる.

次の定理はベクトル測度のω‐テンソル積のベクトル測度の弱収束に関する連続

性を示している.
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定理.  \{\mu_{\alpha}\}\subset \mathcal{M}^{+}(S;x) はネットで,  \mu\in \mathcal{M}^{+}(S;x) ,  \{\ \}\subset \mathcal{M}_{t}^{+}(T;Y) はネッ

トで,  \nu\in \mathcal{M}_{t}^{+}(T;Y) とする. さらに,  \mu は緊密で,  \nu は τ‐正則と仮定する. この

とき,  \mu_{\alpha}arrow\mu w かつ  \nu_{\alpha}arrow 与_{}Uw ならば  \mu_{\alpha}\otimes_{\omega^{U}\alpha}\wedgearrow\mu w\otimes_{\omega}\nu\wedge が成り立つ.

定理の証明のどの部分で双線形ベクトル積分の理論とベクトル測度の正値性が

用いられているかを明確にするために, 証明の概略を与えることとする.

証明の概略. ベクトル測度の弱収束の定義より,  \forall h\in C(s_{X}T) に対して
’

 || \int_{S\cross}T(hd\mu\alpha^{\otimes_{\omega})}\mathcal{U}_{\alpha}\wedge-.
\int_{S\cross T}hd(\mu\otimes\omega U)\wedge||_{\omega}arrow 0 (5.1)

が成り立つことを示せばよい.

(SteP 1) 直積一様空間  S\cross T 上の有界かつ—様連続な実数値関数全体の作る
’

Banach 空間を  U(SXT) で表せば, (5.1) が成り立つには,  \forall h\in U(SxT) に対し

て (5.1) が成り立てば十分であることを示す. この部分の証明では, ω‐テンソル積
測度  \mu_{\alpha}\otimes_{\omega^{\mathcal{U}}\alpha}\wedge と  \mu\otimes_{\omega}\nu\wedge の正値性が本質的に用いられる.

(SteP 2) §3の (7) の Fubini の定理を用いて, ω‐テンソル積測度による積分を累
次積分に書き直す:

  \int_{S\cross T}hd(\mu_{\alpha}\otimes_{\omega\alpha}\nu)=\wedge\int_{T}
\varphi_{\alpha}\otimes_{\omega\alpha}\wedge d\nu ,   \int_{S\cross T}hd(\mu\otimes\omega \mathcal{U})=\wedge\int_{T}\varphi\otimes_
{\omega}d\wedge\nu
ただし

  \varphi_{\alpha}(t)\equiv\int_{S}h(_{S},t)\mu\alpha(ds) ,   \varphi(t)\equiv\int_{S}h(s,t)\mu(ds)
とする. この際に, ω‐テンソル積分 (Bartle の双線形ベクトル積分) が用いられる.

(SteP 3) 記号を簡単にするために

  L_{\alpha} \varphi_{\alpha}\equiv\int_{T}\varphi\alpha\otimes_{\omega}
d\nu\wedge\alpha ’   L_{\alpha} \varphi\equiv\int_{\tau^{\varphi\otimes d}}\wedge U\omega\alpha
  L \varphi_{\alpha}\equiv\int_{T}\varphi_{\alpha}\otimes_{\omega}d\mathcal{U}
\wedge,  L \varphi\equiv\int_{T}\varphi\otimes\omega d\wedge U

とおく. このとき

 L_{\alpha}\varphi_{\alpha}=L\alpha\varphi+(L_{\alpha}\varphi\alpha-L_{\alpha}
\varphi)

と変形し,  \nu の τ‐正則性と幾つかの技術的な補題により

 ||L_{\alpha}\varphi_{\alpha}-L\alpha\varphi||\omegaarrow 0 (5.2)

となることを示す.

12



(Step 4) §2の (6) で述べた  \omega‐テンソル積分の表現を用いることにより, (5.2) を
示すには

 |||| \leq 1\sup_{x^{*}}||\int_{T}X^{*}\varphi d\nu_{\alpha}\neg\int_{T}x^{*}
\varphi d\nu||arrow 0 (5.3)

が成り立つことを示せばよいことがわかる.

(Step 5) 集合  \Phi\equiv\{x^{*}\varphi.\prime||x^{*}||\leq 1\}\subset U(T) が同程度一様連続かつ—様有界と

なることにより, Arzelà‐Ascoli の定理をうまく使って, (5.3) が  \nu の緊密性と弱収

束性  \nu_{\alpha}arrow Uw より導かれることを示し, 証明が完了する. 口

上記ではいちいち触れなかったが, ベクトル測度  \mu_{\alpha},  \nu_{\alpha},  \mu,  \nu の正値性はこの

論文のいたるところで利用されている. このように, ベクトル測度に対して正値

性の概念を導入し, それを活用することにより, ベクトル測度の弱収束に関する

詳細な議論の展開が可能となることがわかった. 例えば, [14] では, 正値ベクト
ル測度に対して Strassen タイプの定理が証明されている.
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