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ある線形空間上の凸集合の各点に–つの不等式が対応しているとき、 最良不等式
に対応している点は何か幾何学的性質を持つであろう。 あるいはそれを持って不等

式達の最良とみる。 何か自然な思想のように思われる。我々の目的は、 これを–つ

実現してみようというものである。

このことを為すため、 いま任意の集合 $x$ 上の非負値関数 $\varphi,$ $\varphi_{0},$ $\varphi_{1}$ を考え、

$m=. \mathrm{i}\mathrm{n},\iota\backslash \frac{\varphi(_{\sim}\mathrm{v})}{\varphi_{()}(x)}\downarrow-\not\in/_{\lrcorner}\mathrm{t}(/))0$ and $M=. \cdot\sup_{q\backslash \not\in\angle())\mathrm{I}}.\frac{\varphi(x)}{\varphi_{1}(x)}$ ,

where $Z(\varphi_{j})=\{x\in x:\varphi_{i}(x)=0\}(i=0,1)$ と置き、 $0<rn,$ $M<\infty$ を仮定する。 従って
$;n\varphi_{0}(\chi\rangle\leq\varphi(x)\leq M\varphi_{1()}x(\forall\lambda’\in X)$

が成り立つ。 ここで各 $x\in X$ に対して

$D(- \mathrm{x}^{\sim}))\{\eta(=\alpha, \beta)\in R^{2}:\varphi(X)\leq\alpha\varphi_{1}(X)+\beta\varphi 0(_{X})\}$

と置き、 そのようなものの全ての共通部分
$D_{\varphi 0^{\text{ノ}}}=. \bigcap_{\iota\in\lambda’}D(_{X})$

を考える。 このとき、 $D_{\varphi}$ は平面 $R^{2}$ 上の空でない凸領域を作り、 $D_{\varphi}$ の各点 $(\alpha, \beta)$

に X 上の–つの不等式
$\varphi\leq\alpha\varphi_{1}+\beta\varphi()$

が対応している。 そこで凸領域 $D_{\varphi}$ を調べるため次のような定数を定義する。

$\alpha_{\varphi}=.1I\mathrm{v})(_{\mathrm{t}}\}\cdot.)\neq’\prime\prime\psi(\backslash \sup_{\mathrm{t}\}}.\frac{M\varphi(_{X})-\prime nM\varphi_{()}(.Y)}{M\varphi_{1}(\lambda)-lr\iota\varphi 0(X)}).$ and $\rho=.\cdot\sup_{\angle\iota\not\in \mathrm{t}\forall)0)}.\frac{\varphi_{1}(x)}{\varphi_{()}(\lambda\prime)}$ .

このとき勿論 $0\leq\alpha_{/},$ $\leq M$
( and $0<p\leq\infty$ となっている。 そして我々は次の–般的結

果を得る。

定理. (i) $\{(\alpha, \beta)\in R^{2} : 1 \leq\frac{\alpha}{M}+\frac{/\mathit{3}}{1n}, \alpha_{\varphi}\leq\alpha\}\subseteq D_{\psi}$ .

(ii) If $\alpha_{\varphi}<M$ , then $D_{\varphi} \subseteq\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:1\leq\frac{\alpha}{M}+,\frac{\beta}{n}\}$ .
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(iii) If $\alpha_{\mathrm{t}/i}=M$, then

$D_{\varphi}\cap\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:r\mathrm{J}\geq 0\}\subseteq$ { $(\alpha,$ $\beta)\in R^{2}:\beta\geq 0$ and $1 \leq\frac{\alpha}{M}+,\frac{\beta}{n}$ }.

and

$D_{\varphi}\cap\{(\alpha, \rho \mathit{0})\in R^{2}:\beta\leq 0\}\subseteq$ { $(\alpha,$ $\beta)\in R^{2}:j\rho)\leq 0$ and $1 \leq\frac{\alpha}{M}+\frac{\beta}{M\rho}$ }.

証明. (i) もし $\frac{\alpha_{\mathrm{t}f^{\mathit{1}}}}{M}\leq t$ であれば、 $\varphi(x)-\prime n\varphi_{()}(X)\leq t(M\varphi_{1}(x)-Jfi\varphi()(\lambda\cdot)1$ が成り立つ。

従って、 全ての $x\in X$ に対して、 $\varphi(x)\leq rM\varphi\iota(x)+:n(1-l)\varphi()(X)$ である。 それ故、

$D_{\varphi} \supseteq\{(\alpha, \beta)\in R^{-}’ : \exists t\in R\mathrm{s}. \mathrm{t}. \alpha\geq tM, \beta\geq/(1-r). \frac{--\forall)}{M}\leq t\}$

$= \{(\alpha, \beta)\in R2 \frac{\alpha}{M} :+\frac{\beta}{ln}\geq 1, \alpha_{\forall)}\leq\alpha\}$

である。

(ii) $\alpha_{q)}<M$ と仮定する。 従って $M$ の仮定から次式を満たす $X\backslash Z(\varphi_{1})$ の中の列
$\{x,.,\}$ が存在する :

(1) $M= \lim_{f\tauarrow\infty}\frac{\varphi(x_{f},)}{\varphi_{1}(x_{n})}$.

勿論、 各 $n=1,2,$ $\cdots$ に対して、 $\varphi(.\mathrm{x}_{f\prime})\neq 0$ と仮定出来る。 ところで、 もし

$\varphi_{\mathrm{I}}\mathrm{o}(x_{n1})=\varphi_{0}(x_{n2})=\cdots=0$ となるような $\{x_{n}\}$ の部分列 $\{x_{f},\}$ が存在したとすると、 仮

定によって $\alpha_{\varphi}<\frac{\varphi(X_{f\prime_{j}})}{\varphi_{1}(X_{f1i}),\mathrm{I}},\leq M$ を満たす番号る が存在しなければならない。 このとき、

次式が成り立つ :

(2) $D_{\varphi} \subseteq D_{\psi}(X_{f7_{j}})=\{(\alpha, \beta)\in R2:\frac{\varphi(x_{f\iota_{/}}.)}{\varphi_{\mathrm{l}}(_{X}n_{j1})}\leq\alpha\}$.

そこで

$a= \frac{1}{2}(\alpha_{\varphi}+\frac{\varphi(x_{n_{j_{1}}},)}{\varphi_{1}(_{X_{n_{j_{\mathrm{t}\mathrm{x}}}}})})$ and $b=m(]- \frac{a}{M})$

と置く。 従って $1= \frac{a}{M}+\frac{l}{ln}$

,
かつ $\alpha_{\varphi}\leq a$ である。 また

$\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:]\leq\frac{\alpha}{M}+\frac{\beta}{ff?},$
$\alpha_{\mathrm{t})}\mathrm{r}^{\leq\alpha\}}\psi\subseteq D$

であるから、 $(a, /J)\in D(/\mathit{1}$ が成り立つ。 しかしながら、

$(a, b) \not\in\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:\frac{\varphi(_{X_{n_{\dot{\Lambda}}}})}{\varphi_{1}(X_{n_{\mathrm{j}}}),}\leq\alpha\}$

であるから、 これは (2) に反する。 それ警固 $n=1,2,$ $\cdots$ に対して、 $\varphi_{0}(x_{ff})\neq 0$ と仮

定出来る。 このとき次式が成り立つ :

(3) $\lim_{ffarrow x}\frac{\varphi(_{X_{fl}}.)}{\varphi_{()}(X_{n})}=\prime n$ .
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実際そうでないと仮定してみると、 次式を満たす正数 $\delta>0$ と $\{x_{n}\}$ の部分列
$\{x_{n^{\mathrm{t}}}\}$ を見つけることができる :

(4) $rn+ \delta\leq\frac{\varphi(x_{n’})}{\varphi_{()}(x_{f\iota},)}$ $(n^{1}=\iota\uparrow, 2’, \cdots)$ .

ところで $\frac{M(fn+\delta)\alpha_{\mathrm{t}l^{J}}}{M\delta+lll\alpha c/\rangle}<M$ に注意すれば、 次式を満たす自然数’10$\circ$ が存在する :

(5) $\frac{M(fn+\delta)\alpha_{\varphi}}{M\delta+ln\alpha \mathrm{t}()}<\frac{\varphi(x_{n_{0}^{\dagger}})}{\varphi_{1}(Xn_{0}1}$

それ故次式が成り立つ :
$\alpha\varphi\varphi\downarrow^{(_{\backslash }}x)n0’+\prime n(1-\frac{\alpha_{\mathrm{t}l)}}{M})\varphi 0(_{\lambda}\prime 0n’)$

$< \varphi(x_{n_{0}^{\dagger}})\frac{M\delta+ln\alpha_{\varphi}}{M(fn+\delta)}+m(1-\frac{\alpha_{\varphi}}{M})\frac{\varphi(_{X_{n_{0}}},)}{m+\delta}$ (by (4) and (5))

$= \varphi(X_{N_{0}}\dagger)(_{\frac{M\delta+m\alpha_{1J}\{}{M(ln+\delta)}}+Jn(1-\frac{\alpha_{t^{J}}\{}{M})\frac{1}{ln+\delta})$

$=\varphi(_{X_{n_{()}^{\dagger}}})$ .

このことから $( \alpha t\varphi’)n(1-\frac{\alpha_{\varphi}}{M})\not\in D_{\varphi}(x_{n()},)$ がわかる。 しかしながら $D_{\varphi}\subseteq D_{q)}\langle_{X)}r\iota_{0}$’ かつ

$\{(\alpha, \beta)\in R^{-}" : 1\leq\frac{\alpha}{M}+\frac{\beta}{f}, \alpha_{(/)}\leq\alpha\}\subseteq D\varphi$ であるから、 $(\alpha_{\varphi},$ $m(1- \frac{\alpha_{q_{\dot{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}}{M})1\in D_{\varphi}$ が成り立

つ。 従って $(\alpha_{q)},$ $m(1-, \frac{\vee\varphi}{1I})\}^{\in}Dq)(X\mathrm{t})n_{0}$ が成り立つがこれは矛盾である。 このように

して (3) が示された。 従って (1) と (3) から次式が結論される :
$D_{q)}\subseteq\cap n--\iota D_{\varphi}(X_{n})$

$= \bigcap_{f1-}-1\propto\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:1\leq\alpha(\frac{\varphi(_{X_{n}})}{\omega 1(X)}")^{-}\mathrm{I}+\beta \mathrm{r}\frac{\varphi(x_{n})}{(D_{\cap}(x_{-)}})^{-1}\}$

$\subseteq\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:1\leq\frac{\alpha}{M}+\frac{\beta}{rn}\}$ .

(iii) $M=\alpha_{q)}$ . と仮定する。 従って次式を満たす $X$ のなかの部分列 $\{x_{n}\}$ を取る

ことができる :
$\lim_{\prime\tauarrow\infty}\frac{\varphi(x_{N})-\prime n\varphi 0(X_{\tau},)}{M\varphi_{1}(x_{n})-m\varphi()(\chi_{n})}=1$ .

このとき $\varphi(x_{\gamma},)\neq 0(n=1,2, \cdots)$ と仮定できる。 それ故我々は次式を得る :

(6) $\lim_{f|arrow x}\frac{1-ln\frac{\varphi_{()}(_{X_{n}})}{\varphi(x_{n})}}{M\frac{\varphi_{1}(x_{n})}{\varphi(x_{?})}-ln\frac{\varphi_{0}(.r)n}{\varphi(x_{n})}},.=1$ .

そこで $\{\frac{\varphi_{0}(_{X}f?)}{\varphi(\lambda_{n})}.\}$ が有界列であることに注意すれば (6) から $n \mathrm{J}\mathrm{i}\mathrm{m}\frac{\varphi_{1}(X_{n})}{\varphi(x_{n})}=\frac{1}{M}$ を得

る。 更に $D_{\varphi}, \subseteq\bigcap_{=fl1}^{\infty}\{(\alpha, \beta)\in R\sim’:1\leq\alpha\frac{\varphi_{1}(x_{n})}{\varphi(x_{n})}+\beta\frac{\varphi_{(\}}(X_{n})}{\varphi(x_{n})}\}$ かつ $\frac{\varphi_{()}(_{X_{n})}}{\varphi(x_{n})}\leq\frac{1}{fn}(n=1,2, \cdots)$
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に注意すれば、 次式を得る :

$D_{\varphi} \cap\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:\beta\geq 0\}\subseteq,\bigcap_{1^{-1}-}^{\infty}$ { $(\alpha,$ $\beta)\in R^{2}:\beta\geq 0$ and $1 \leq\alpha\frac{\varphi_{1}(X)n}{\varphi(x_{f},)}+,\frac{\beta}{n}$}.

従って

$D_{\varphi}\cap\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:\beta\geq 0\}\subseteq$ { $(\alpha,$ $\beta)\in R^{-}’:\beta\geq 0$ and $1 \leq\frac{\alpha}{M}+\frac{\beta}{m}$}

が成り立つ。

また各 $n$ に対して Y $\frac{\varphi_{0}(x_{n})}{\varphi(x_{n})}=\frac{\varphi_{1}(X_{n})}{\varphi(x_{n})}\frac{\varphi_{0}(X)\Pi}{\varphi_{1}(x_{\Pi})}\geq\frac{1}{\sqrt}\frac{\varphi_{1}(X_{n})}{\varphi(x_{n})}$ が成り立つから、 もし

$\beta\leq 0$ であれば $\beta\frac{\varphi_{0}(x_{n})}{\varphi(,\mathrm{Y}_{n})}\leq\frac{\beta}{\rho}\frac{\varphi_{1}(X_{f1)}}{\varphi(_{X_{f\iota}})}$ である。 従って

$D_{\varphi}\cap\{(\alpha, \beta)\in R2:\beta\leq 0\}$

$\subseteq l?=\bigcap_{\mathrm{l}}^{\infty}$ { $(\alpha,$ $\beta)\in R^{-}’:\beta\leq 0$ and $1 \leq\alpha\frac{\omega_{1}(\lambda_{f}’)f}{\varphi(x_{n})}+\frac{\Gamma \mathrm{J}}{\sqrt}\frac{\varphi_{\mathrm{I}}(X)f1}{\varphi(x_{n}\rangle}$ }

$\subseteq$ { $(\alpha,$ $\beta)\in R^{-}’:\beta\leq 0$ and $1 \leq\frac{\alpha}{M}+\frac{\beta}{M\rho}$ }

が成り立つ。 証明終

問題 定理 (iii) においても $D_{\varphi} \subseteq\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:]\leq\frac{\alpha}{M}+\frac{\beta}{1n}\}$ が成り立つのか ? ある

いは定理がベストなのか ?

さて更に具体的な例として Djokovic’ inequality:

$1 \leq\ddagger_{1}.<\cdots<\sum ik\leq n||x+j_{1}\ldots+x_{i_{k}}||\leq.\sum_{=}^{n}||xj||+||--\sum_{i1}^{n}xl$

($x_{1},\cdots,$ $x_{n}\in H$ : a Hlawka space, $2\leq k\leq n-1$ )

を考察してみる。 各 $x_{1},\cdots,$ $x_{n}\in H$ に対して、

$\delta_{k}(x_{1?},\cdots.\chi)f=.\Sigma 1\leq j<1^{\cdot}.<f.k\leq n||x_{f_{1}}\cdot+\cdots+x_{ik}||$

と置くと、 $\{\delta_{k} : 1\leq k\leq n\}$ は線形空間 $X=H\oplus\cdots\oplus H$ 上のセミノルム系をつくるが、

今 $k$ を固定して、 $\varphi_{0}=\delta_{f},,$ $\varphi_{\iota^{=\delta_{\iota}}},$ $\varphi=\delta k$ と置く。 このとき Diokovic’ inequality は

$\varphi\leq\varphi_{1}+\varphi_{\zeta)}$ on $X$

を意味している。 このとき $rn=M=,$ $\alpha_{q)}=(_{k-}^{\oint?}-$

]
$2)$ である事がわかるので、

上の定理から

$\{(\alpha, \beta)\in R:\underline{\prime)}\leq\alpha+\beta, \leq\alpha\}\subseteq D_{\varphi}\subseteq\{(\alpha, \beta)\in R^{2}:\leq\alpha+\beta\}$

が成り立つ。 しかし実際には

$D_{\varphi}=$ { $(\alpha,$ $\beta)\in R^{2}$ : $\alpha\geq$ and $\alpha+\beta\geq$}

が示せるので、 Djokovic 型不等式族が作る凸領域 $D_{(/)}$ は最小領域
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$\{(\alpha, \beta)\in R^{2} : 1\leq\frac{\alpha}{M}+\frac{\beta}{ln}, \alpha_{\varphi}\leq\alpha\}$

に–致し、$=+$ に注意すれば その唯–つの端点

$(\alpha M-\alpha‘)\varphi’/\mathrm{I}$ に対応している不等式が、 Diokovic’s inequality であったということに

なる。 それ故 Diokovic’s inequality は最良と言って良いのであろう (cf. [1])。

他に

$\min$ $(X_{1}$ , $\cdot$ .. , $x_{n}) \leq|\frac{x_{1}^{r}+\cdots+X_{f}^{t}1}{t}|^{f}\leq\max(X_{1}$ , $\cdot$ .., $x_{n})(x_{1}, \cdot.., x_{n}>0)$

$\mu(\Omega)^{q^{1}I^{)}}-^{1}||\mathit{1}^{\cdot}||_{\rho}\leq||.f\cdot||_{q}\leq_{l}\iota l(\Omega)‘/r|1_{-}\mathrm{l}|\mathit{1}^{\cdot}||_{f^{-}}(f\in L^{r}(\Omega, \mu)0<p<q<\Gamma<\infty)$

等についても考察してみたい。 しかしながらこれはなかなかの難問で、 現在東京理
科大の宮島静雄氏の協力を得て研究が進行中である。 これらに関しては別の機会に
譲りたい。
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