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1 Introduction
$C_{1},C_{2,\ldots,n}c$ をその共通部分 $C_{0}$ が空でない Hilbert 空間 $H$ の閉凸集

合とし, 距離射影 $P_{i}:Harrow C$, $(i =1,2, \ldots, n)$ が与えられているものと
する. これから $C_{0}$ の元を求めるという問題は, 制約可能性問題と関係
があり, 具体的な例で表現すると, $H$

.
上で定義された $r$ 個の連続凸関数

$\{g_{1}, g_{2}, \ldots, g_{r}\}:H-\mathrm{R}$ と $f:H-\mathrm{R}$ が与えられたとき,

$f(X_{0})= \min nfx\in \mathrm{n}i=1C_{i}(x)=\alpha$

となる $x_{0}\in C_{0}$ を見つけよ. という問題である. これは, function $f$ から

$g_{n+1}$ と $C_{n+1}$ を

$g_{n+1}=f-\alpha$ ,
$C_{n+1}=\{_{X\in E:}f(X)-\alpha\leq 0\}$

作り出してみると,

$x_{0}\in \mathrm{n}_{i=}n+11$ Ci

となる $x_{0}\in E$ を見つけよ. というシンプルな問題に帰着できる.
そこで, この $x_{0}\in E$ をどうやって見つけるか ? という問題が上がるが,

それに対して例えば, $\mathrm{C}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\mathrm{Z}[2]$ は Hilbert 空間上で, 距離射影疏と恒
等写像 $I$ で構成された有限個のある写像族の convex combination によっ
て弱収束するということを示し, しばらくして, 北原-高橋 [3] と高僑田村
[11] はこれを uniformly convex な Banach空間に拡張した.
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また, nonexpansive 写像 $T$ による iteration scheme には, 代表的な iter-
ation が 2つあるが, それは Mann による iteration

$x_{0}=x\in H$ , $x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})TX_{n}$ $(n=0,1, \ldots)$

そして, Halpern による iteration

$x_{0}=x\in H$, $x_{n+1}=\alpha_{n}x+(1-\alpha_{n})TX_{n}$ $(n=0,1, . , .)$

これらによる点列でもって近似する方法がある.
厚芝-高橋 [1] は有限個の nonexpansive 写像によって生成された W-mapping
による Halpern’type iterationで強収束定理による点列近似が与えられて
いるが, 今回の発表は可算無限個の nonexpansive 写像による強収束定理

.
を証明した.

2 Lemmas
$’ C$ を Banach空間 $E$ の convex 集合とし, $T_{1},$ $T_{2},$ . $.$ ‘ を $C$ から $C$ 自身へ
の写像族, $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ を $0\leq\alpha_{i}\leq 1(i=1,2, \ldots)$ となる実数とする. その
時, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して, $W_{n}:carrow C$ を次のように定義する:

$U_{n,n+1}$ $=$ $I$ ,

$U_{n,n}$ $=$ $\alpha_{n}T_{n}U_{n,n}+1+(1-\alpha_{n})I$ ,

$U_{n,n-1}$ $=$ $\alpha n-1T_{n}-1Un,n+(1-\alpha_{n}-1)I$ ,

$U_{n,k}$ $=$ $\alpha_{k}T_{k}Un,k+1+(1-\alpha_{k})I$ ,

$U_{n,k-1}$ $=$ $\alpha_{k-1}T_{k-,\backslash }.1U_{n},k+(1-\alpha_{k}-1)I$,

:... $\cdot$ . . ’

$U_{n,2}^{\cdot}$
$:=$ $\alpha_{2}T_{2.3}U_{n},+(.1-\alpha_{2})I$ ,

$.\dot{W}_{n}^{\backslash }=:.\tilde{U}_{n,1}$

. $’=$ $\alpha_{1}\dot{T}_{1}U_{n,2}.+$. $(1-\alpha_{1})I(-$ .

このように定義した $W_{n}$ を $T_{n},$
$T_{n-}1,.\cdot,\cdot T_{1}:.\cdot$. と $\alpha_{n},$ $\alpha_{n-1},$ . . $..’\alpha_{1}$

,

によって生

或された $W$」$mapping$ と呼ぶ. , ,. . :

$W$-mapping を可算個の写像族に対しても定義できるようにするために,
次の Lemma を用意した.
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Lemma 2.1 $C$ を strictly convex Banach空間 $E$ の空でない closed con-
vex 集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$

$\ldots$ を $C$ から $C$ 自身への nonexpansive写像とし
口 i\infty$=1$

$F(T_{i})\neq\emptyset$ を満たしているものとする. $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ を $0<\alpha_{i}\leq b<$

$1(i=1,2, \ldots)$ を満たす実数とする. この時任意の $x\in C,$ $k\in \mathrm{N}$ に対し
て, $\lim_{narrow\infty}U_{n,k}X$が存在する.

Sketch of the proof. かってに $x\in C,$ $w \in\bigcap_{n=1}\infty F(\tau_{n})$ をと $\dot{D}$ てくる.
一般性を失う事なしに, $x\neq w$ と仮定してよい. $k\in \mathrm{N}$ を固定しておく.
任意の $n\in \mathrm{N}(n\geq k)$ に対して,

$||U_{n+1,k}x-U_{n,k}x|| \leq(=\prod_{ik}^{n}\alpha i)||U_{n+n}1,+1x-Un,n+1x||\leq 2b^{n-k+2}||x-w||$

任意の $\epsilon>0$ に対して, $n_{0}\in \mathrm{N}(n_{0}\geq k)$ が存在して $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$b^{n0^{-k}+2}< \frac{\epsilon(1-b)}{2||x-w||}$ .

とできる. すると, 任意の $m,$ $n(m>n>no)$ に対して,

$||U_{m,k}x-U_{n},kx||$ $\leq$

,
$\sum_{j=n}^{m-1}||U_{j+1,k}x-U_{j:k}x|.|\leq 2||x-w||\sum^{m}j=n-1b^{\dot{7}^{-}}k+2<\epsilon$ .

これより $\{U_{n,k^{X}}\}$ は Cauchy 列, ゆえに $\lim_{narrow\infty}U_{n,k}X$が存在する. $\blacksquare$

上の Lemma より $U_{\infty,k}(k\in \mathrm{N}),W$ を次のように定義できる:

$U_{\infty,k^{X}}:= \lim_{arrow n\infty}U_{n},kx$ ,

$Wx:= \lim_{narrow\infty}W_{n^{X}}=\lim_{narrow\infty}U_{n,1}X$

for every $x\in C.$ このような $.W$ を $T_{1}.’ T_{2},\ldots.\text{と}$

.
$\alpha_{1}.’\alpha_{2},\ldots$ から生成された

$W$-mapping と呼ぶ.

Lemma 22 $C$ を strictly convex Banach空間 $E$ の空でない closed con-
vex 集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$

$\ldots$ を $C$ から $C$ 自身への nonexpansive写像とし
口 i\infty$=1$

$F(T_{i})\neq\emptyset$ を満たしているものとする. $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ を $0<\alpha_{i}\leq b<$

$1(i=1,2, \ldots)$ を満たす実数とする. この時, $F(W)– \bigcap_{i=1}\infty F(\tau_{i})$ となる.

Sketch of the proof. $w \in\bigcap_{i=1}^{\infty}F(\tau i)$ とする. その時, 明らかに任意の
$n,$ $k\in \mathrm{N}(n\geq k)$ に対して $U_{n,k}w=w$ が成立する. よって, 任意の $k\in \mathrm{N}$

に対して, $U_{\infty,k}w=w$ . 特に $Ww=U_{\infty,1}w=w$ であるから,

$i=1\cap F(\tau i)\subset...F$.
$(W.)$ .
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次に,

$F(W) \subset\bigcap_{i=1}^{\infty}F(\tau_{i})$ .

を示す. かってに $x\in F(W),$ $y \in\bigcap_{i=1}\infty F(\tau_{i})$ をとってくる.

$||W_{n}x-W_{n}y||$

$\leq$ $(_{i=1}^{k-} \prod^{1}\alpha_{i)}||\alpha_{k}(\tau_{k}U_{n,k1}+x-^{\tau U_{n}}k,k+1y)+(1-\alpha k)(_{X}-y)||$

$+(1- \prod_{=i1}^{k-1}\alpha.i)||x-y||$

$\leq$ $( \prod_{i=1}^{k}\alpha_{i})||T_{kk1}U_{n},+X-\tau_{kk}Un,+1y.||+(1-\prod_{i=1}\alpha i)k||x-y||$

$\leq$ $||x-y||$ .

$narrow\infty$ とすると,

$||Wx-Wy||$

$\leq$ $( \prod_{i=1}^{k-}1\alpha i)||\alpha_{k}(\tau_{k}U_{\infty,k1^{X}}+-\tau kU\infty,k+1y)+(1-\alpha k)(x-y)||$

$+(1- \prod^{k-1}\alpha i)i=1||x-y||$

$\leq$ $(_{i=1} \prod^{k}\alpha i\mathrm{I}||T_{k}U_{\infty,k1^{X}}+-TkU\infty,k+1y||+(1-\prod_{i=1}^{k}\alpha i)||x-y||$

$\leq$ $||x-y||$ .

$||Wx-Wy||=||x-y||$ であり任意の $i\in \mathrm{N}$ に対して $0<\alpha_{i}<1$ である

から, 任意の $k\in \mathrm{N}$ に対して,

$||\alpha_{k}(T_{k}U\infty,k+1x-T_{k}U_{\text{。}},k+1y)+(1-\alpha_{k})(x-y)||$

$=$ $||T_{k}U_{\infty},k+1x-\tau kU.\infty,k+1y||=||x-y||$ .

$E$ は strictly convex で, $y \in\bigcap_{i=1}^{\infty}F(\tau_{i})$ だから,

$x-y$ $=$ $T_{k}U_{\infty,k+1^{X}}-T_{k}U\infty,k+1y=T_{k}U_{\infty,k+1}x-y$

ゆえに
$x=T_{k}U_{\infty,k1}+X$ .
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方,
$U_{n,k+1}x=\alpha k+1\tau k+1Un,k+2^{X}+(1-\alpha_{k+}1)x$,

である事より,

$U_{\infty,k+1}x$ $=$ $\alpha k+1\tau k+1U\infty,k+2x+(1-\alpha_{k+}1)x$

$=$ $\alpha_{k+1}X+(1-\alpha k+1)x$

$=$ $x$ .

よって, 任意の $k\in \mathrm{N}$ に対して,

$x=T_{k}U\infty,k+1X=T_{k}x$ .

これより $x \in\bigcap_{i=1}\infty F(\tau_{i})$ となるので, $F(W)\subset$ 口巽 1 $F(T_{i})$ がいえる. 以上
の事から, .$\cdot$.

$F(W)=’ \bigcap_{i=1}F(\tau_{i})$ .

$\blacksquare$

次の Lemma 23は後の Main Theorem を証明するために, Lemma 26
とセットになっているものである.

Lemma 2.3 $C$ を Banach空間 $E$ の空でない closed convex 集合とする.
$T_{1},$ $T_{2},$

$\ldots$ を $C$ から $C$ 自身への nonexpansive 写像とし寡 i\infty$=1$
$F(T_{i})\neq\emptyset$ を満

たしているものとする. $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ を $0\leq\alpha_{i}\leq b<1(i=1,2, \ldots)$ を満た
す実数とする. 各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, $W_{n}$ を $T_{n’ n-1,\ldots,1}TT$ と $\alpha_{n\mathrm{z}}\alpha_{n}-1f\ldots,\alpha_{\mathrm{I}}$

によって生成された $W$ -mapping とする. $\{\beta_{n}\}$ を $0\underline{<}\beta_{n}\leq 1(n=1,2, \ldots)$

となる実数の列で, $\Sigma_{n=1}^{\infty}|\beta_{n+1}-\beta_{n}|<\infty$ と $\Sigma_{n=1}^{\infty},\beta_{n}=\infty$ を満たしてい
るものとする. $\{x_{n}\}$ を

$x_{1}=x\in C$ $x_{n+1}=\beta n^{X}+(1-\beta_{n})Wnx_{n}$ $(n=1,2, .-.)$

によって定義された点列とする. この時, $\lim_{narrow\infty}||x_{n+1^{-}}X_{n}||=0$
。

Sketch of the proof. かってに $x\in C$ と $f \in\bigcap_{n=1}\infty F(\tau_{n})$ をとってく
る. $D=\{z\in C|||f-Z||\leq||f-x||\}$ とおくと, $D$ は $C$ の有界な closed
convex となる部分集合で, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して $T_{n}D$ $\subset D$ を満たす. こ
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れより -般性を失う事なしに, $C$ を有界と仮定してよい. $K= \sup_{z\in C}||z||$

とおくと, 各 $n\in \mathrm{N}$ に対して評価すると,

$\downarrow|_{X_{n+n}}1^{-X}||$

$\leq$ $(1-\beta_{n})||x_{n}-x_{n}-1||+2K|\beta_{n}-\beta_{n-}1|+(1-\beta_{n})||W_{n}x_{n}-W_{n-}1xn||$

$\leq$ $(1- \beta n)||X_{n}-x_{n}-1||+2K|\beta_{n}-\beta_{n-1}|+2K(=\prod_{i1}^{n}\alpha i)$ .

上の不等式を使うと, 各 $m\in \mathrm{N}$ に対して,

$||x_{m+m+1}2^{-}x|| \leq 2K(1-\beta m+1)+2K|\beta m+1-\beta_{m}|+2K(m\prod_{i=1}^{1}\alpha_{i}\mathrm{I}+$

となり, 同様に,

$|\mathrm{t}x_{m+3}-x_{m}+2||$ $\leq$ $2K \exp(-\sum_{=\iota m}^{m+1}\beta_{l1}+)+2K\sum_{ml=}^{m+1}|\beta_{l}+1-\beta\iota|$

$+2K \sum_{\iota=m}^{m+}1(_{i=1}^{\iota+}\square \alpha i\mathrm{I}1$ .

ゆえに, 任意の $m,$ $n=1,2,$ $\ldots$ に対して,

$.|..\cdot|X_{\dot{m}+}.,$

$\cdot n+\cdot 1^{-}:.=$
.

$Xm.\cdot+.n$

.

$||$ $\leq$

$2K \exp(-\sum^{m+}\beta_{\iota 1.)_{\backslash }}l=nm-1+\backslash \cdot+2K\sum_{\iota=}^{\dot{m}+}\backslash n-1m|\beta_{\iota}.\cdot+1-\beta\iota|$

$+2K \frac{b^{m}(1-b^{n})}{1-b}$ .-.. $\cdot$

.: . ...
’

がいえる. $\sum_{n=1}^{\infty}\beta_{n}=\infty$ である事から, 任意の $m=1,2,$ $\ldots$ に対して

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}|!X_{n+1^{-}}Xn||$ $=$ $\lim_{narrow}\sup_{\infty}||x_{m+n}+1^{-}xm+n||$

;
$7\leq$ $2K \sum_{\iota_{=m}}^{\infty}|\beta l+1-\beta l|+2K\frac{b^{m}}{1-b}$ .

$\text{さ}$

.
$\text{ら}$

.

に, $\cdot$

$\Sigma_{n=1}^{\infty}..\cdot..|\beta_{n+}\backslash \mathrm{r}.r:.:\mathrm{t}1^{-\beta_{n}|<\infty}’.\cdot...\cdot’.\mathrm{i}.\iota.$

.
$\cdot..\cdot.\dot{\backslash }.$

.

$\cdot$

,

であ,,る事から,
$\cdot$ .

$.’\backslash \cdot.‘$

:
$\vee\cdot$ -.

.

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}||xn+1-x_{n}||\leq 2K\lim_{\infty marrow}\iota=\sum|m\infty\beta l+1-\beta_{\iota}|+2K\lim_{marrow\infty}\frac{b^{m}}{1-b}=0$ ,
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ゆえに

$\lim_{narrow\infty}||_{X_{n}-}+1x_{n}||=0$ .

$\blacksquare$

次の Proposition と Lemma は後の Theorem を証明するために, それぞ
れ, 塩路高橋 [5], S. $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{h}[4]$ から引用したものである.

Proposition2.4(塩路-高橋) $a$ を実数とし, $(a_{1}, a_{2}, \ldots)$ を任意の Banach
limits $\mu$ に対して $\mu_{n}(a_{n})\leq a$ で, かつ $\lim\sup_{narrow\infty}(a_{n+1^{-a)}}n\leq 0$ を満た
す $l^{\infty}$ の元とする. その時, $\lim\sup_{narrow\infty}a_{n}\leq a$ となる.

Lemma 2.5 (S. Reich) $E$ を uniformly G\^ateaux微分可能な nonn をも
つ uniformly convex な Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない closed convex
集合とする. $T$ を $C$ から $C$ 自身への nonexpansive 写像とし, $F(T)\neq\emptyset$ で

あるものとする. この時, -意に onio である sunny nonexpansive retrac-
tion $P:Carrow F(\tau)$ が存在する. さらに, 任意の $x\in C$ に対し $\text{て^{}-}$ ,

$u_{k}= \frac{1}{k}x+(_{\backslash }1-\frac{1}{k})Tu_{k}$ $(k=1,2, \ldots)$

によって $\{u_{k}\}\subset\prime C$ があたえられた時, $\{u_{k}\}$ は $Px\in F(T)$ に強収束する.

Lemma 2.3とセットになっている Lemma 26を示す.

Lemma 26 $E$ を uniformly G\^ateaux微分可能な nonn をもっ uniformly
convex な Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない closed convex 集合とする.

$T_{1},$ $T_{2},$
$\ldots$ を $C$ から $C$ 自身への nonexpansive 写像とし口 i\infty$=1$

$F(T_{i})\neq\emptyset$ を満
たしているものとする. $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ を $0<\alpha_{i}\leq b<1(i=1,2, \ldots)$ を満た
す実数とする. 各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, $W_{n}$ を $\tau_{n},\tau_{n}-1,\ldots,\tau_{1}$ と $\alpha_{n},\alpha_{n-1},\ldots,\alpha_{1}$

によって生成された $W$ -mapping とする. $\{\beta_{n}\}$ を $0\leq\beta_{n}.\leq 1(n=1,2, \ldots)$

となる実数の列で, $\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0$ と $\Sigma_{n=1}^{\infty}|\beta_{n+1}-\beta_{n}|<\infty,$ $\Sigma_{n=}^{\infty}1\beta_{n}=\infty$

を満たしているものとする. {x訂を

$x_{1}=x\in C$ $x_{n+}1=\beta n^{X}+(1-\beta n)Wx_{n}n$ $(n=1,2, \ldots)$

によって定義された点列とする. この時, $\lim\sup_{narrow\infty}\langle x-Px,$ $J(X_{n}$ -

$Px)\rangle\leq 0$ , が成り立つ. ここで $P:C arrow F(W)=\bigcap_{n=1}\infty F(\tau_{n})$ は–意な
onto である sunny nonexpansive retraction $(W= \lim_{nn,1}arrow\infty^{U})$ であるも
のとする. . $\cdot$
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Sketch of the proof. Lemma 23の証明でのように, $C$ を有界と仮定し
ても –般性を失わない. 各 $k\in \mathrm{N}$ に対して, $u_{k}$ を $u_{k}= \frac{1}{k}x+(1-\frac{1}{k})Wuk$

を満たす $C$ の–意な元とする. Lemma 24より, $P:C-\cap n=1(\infty F\tau_{n})$ を

意な onto である sunny nonexpansive retraction とすると,

$karrow\infty$ $\Rightarrow$ $u_{k} arrow Px\in F(\grave{W})=\bigcap_{1n=}^{\infty}F(\tau_{n})$ .

$K= \sup_{z\in C}||z||$ とすると, 任意の $n,$ $k\in \mathrm{N}$ に対して評価すると,

$||X_{n+1^{-}}Wuk||\leq 2\beta_{n}K+||x_{n}-u_{k}||+||W_{n}u_{k}-Wu_{k}||$ .

を得る. $\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0$ である事と可算個の写像族に対する W-mapping
の定義 $Wu_{k}= \lim.n.arrow\infty$

.W.nu.k $(\forall k\in, \mathrm{N}. )$ により: 任意の Banach limit $\mu$

に対して,
’

$\mu_{n}||xn-Wuk||2=\mu_{n}||x_{n+}1^{-}Wuk||2\leq\mu_{n}||x_{n}-u_{k}||2$.

点列 $\{U_{k}\}$ を構成するときに利用した等式 $u_{k}= \frac{1}{k}x+(1-\frac{1}{k})Wuk$ を変形

すると, $(1- \frac{1}{k})(x_{n}-Wu_{k})=(x_{n}-u_{k})-\frac{1}{k}(x_{n}-x)$ となるから,

$(1- \frac{1}{k})^{2}||x_{n}-Wu_{k}||2$ $\geq$ $(1- \frac{2}{k})||x_{n}-u_{k}||^{2}$

$+ \frac{2}{k}\langle x-u_{k}, J(xn-u_{k})\rangle$ .

よって,

$(1- \frac{1}{k}\mathrm{I}^{\mu_{n}}||x_{n}-2uk||^{2}$ $\geq$ $(1- \frac{2}{k})\mu_{n}||x_{n}-uk||^{2}$

$+ \frac{2}{k}\mu_{n}\langle_{X}-uk, J(x_{n}-u_{k})\rangle$

この不等式を整理すると,

$\frac{1}{k^{2}}\mu_{n}||X_{n}-uk||2$ $\geq$ $\frac{2}{k}\mu_{n}\langle x-uk, J(Xn-u_{k})\rangle$

$\frac{1}{2k}\mu_{n}||xn-uk||^{2}$ $\geq$ $\mu_{n}\langle x-u_{k}, J(x_{nk}-u)\rangle$ .
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$k arrow\infty\Rightarrow u_{k}arrow Px\in F(W)=\bigcap_{i=1}^{\infty}F(\tau_{i})$ であるから, 上の不等式と
$E$ の norm の uniformly G\^ateaux微分可能性より,

$0\geq\mu_{n}\langle x-P_{X}, J(x_{n}-Px)\rangle$ .

方, Lemma 2.3より,

$\lim_{narrow\infty}|\langle_{X}-P_{X}, J(xn+1-P_{X})\rangle-\langle_{X}-Px, J(_{X_{n}}-P_{X})\rangle|=0$ .

ゆえに, ProPosition 2.4から不等式

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}\langle_{X}-Px, J(xn-PX)\rangle\leq 0$ .

が導かれる.
$\blacksquare$

3Strong convergence theorem
and applications

ここでは, 最初に制約可能性と関係のある強収束定理を証明する.

Theorem 3.1 (下地-高橋) $E$ を uniformly G\^ateaux微分可能な norm を
もつ uniforn $ly$ convex な Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない closed con-
vex 集合とする. $T_{1},$ $T_{2},$

$\ldots$ を $C$ から $C$ 自身への nonexpansive 写像と
し口 i\infty$=1$

$F(T_{i})\neq\emptyset$ を満たしているものとする. ‘

$\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ を $0<\alpha_{i}\leq$

$b<1(i=1,2, \ldots)$ を満たす実数とする. 各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, $W_{n}$ を
$\tau_{n},\tau_{n}-1_{f\mathrm{M}}$. $.T_{1}$ と $\alpha_{n},\alpha_{n-1_{f}}\ldots,\alpha 1$ によって生成された $\mathrm{W}$ -mapping とする.
$\{\beta_{n}\}$ を $0\leq\beta_{n}\leq 1(n=1,2, \ldots)$ となる実数の列で, $\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0$ と
$\Sigma_{n=1}^{\infty}|\beta_{n+1^{-}}\beta_{n}|<\infty,$ $\Sigma_{n=1}^{\infty}\beta n=\infty$ を満たしているものとする. $\{x_{n}\}$

を

$x_{1}=x\in C$ $x_{n+1}=\beta n^{X}+(1-\beta n)Wnx_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

によって定義された点列とする. この時, $\{x_{n}\}$ は $Px \in\bigcap_{n=1}\infty F(\tau_{n})$ に強収
束する. ここで $P:C arrow F(W)=\bigcap_{n=1}\infty F(\tau_{n})$ は–意な onto である sunny
nonexpansive retraction $W=\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}narrow\infty Un,1$) であるものとする。

Sketch of the proof. $Px \in\bigcap_{i=1}\infty F(\tau i)$ であることから, 不等式

$||W_{n}x_{n}-P_{X}||\leq||x_{n}-Px||$ , $(\forall n\in \mathrm{N})$
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が成立している. 点列 $\{x_{n}\}$ を構成する式 $x_{n+1}=\beta_{n}x+(1-\beta_{n})Wnx_{n}$ を

変形して得られる式 $(1-\beta_{n})(WnXn-P_{X})=(x_{n+1}-Px)-\beta_{n}(x-P_{X})$

より

$(1-\beta_{n})2||W_{n}xn-Px||^{2}\geq||x_{n+1}-P_{X}||2-2\beta n\langle x-PX, J(x_{n+}1-PX)\rangle$ .

が成立するので, 任意の $n\in \mathrm{N}$ に対して,

$||x_{n+1}-PX||^{2}\leq(1-\beta_{n})||Wnx_{n}-PX||22+(1-(1-\beta_{n}))\langle X-Px, J(x_{n+}1-PX)\rangle$

Lemma 26より, 任意の $\epsilon>0$ に対して, $m\in \mathrm{N}$ が存在して, $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$\langle$x–Px, $J(x_{n}-Px)\rangle$ $\leq\frac{\epsilon}{2}$ $(\forall n\geq m)$ .

よって,

$||x_{m+1}-PX||^{2}$ $\leq$ $(1-\beta_{m})||x_{m}-P_{X}||^{2}+(\cdot 1 - (1-\beta_{m}))\Xi$ .

同様にして,

$|\downarrow x_{m+}2^{-}Px||^{2}$ $.\leq$ $\{^{m+}\prod_{l=m}(1-\beta\iota)\}1||_{X_{m}}-PX|\}2+\{1-\prod_{m\iota=}^{1}(1-\beta_{\iota})\mathrm{I}m+$ a

. $,$

$\backslash .\cdot$

. $.‘$ . $\cdot\cdot\cdot\dot{.}$

. .:. . ! ‘ .: , $J$

以下, 同じようにしていくと, $\cdot$ .

$||_{X_{\dot{m}+n}}..-\cdot$

.

$P_{X|}|^{2} \leq\backslash \{^{m+-}\prod_{l=m-}(1-\beta n1..\iota)\}||_{X_{m}}-P_{X}|-|^{2}+\{1-\prod^{+1}(1-\beta\iota m\iota=m)n-\}\in$

eを得る. 条件 $\sum_{I=m}^{\infty}\beta_{l}=\infty$ より垣 l\infty$=m(l-\beta l)=0$ がいえるので, ゆえに,

$\lim_{narrow}\sup_{\infty}||x_{n}-P_{X}|:|^{2}=\lim_{narrow}\sup_{\infty}||x_{m+n}-P_{X}||^{2}\leq\epsilon$.

$\text{ここで},\cdot\epsilon>0$ ぱ任意であったから, $\lim$
.

$\sup_{narrow\infty}||x_{n}-PX||^{2}\leq 0$ . これよ

り {x訂が $Px\in$
.

$\bigcap_{i=1}^{\infty}F(,T\backslash \cdot i)$ に強収束することが v\supset -\mbox{\boldmath $\lambda$}
$\text{る}.\cdot$

$\blacksquare$

次の Theorem 3.2は
$\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m},3\backslash :.\cdot 1$ $\text{の応}.\text{用で}1$’ $:_{\dot{1}:}..-\text{制約可能性_{}i}\text{問題と_{関}係があ}$

る Theorem である.
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Theorem 3.2 (下地-高橋) $E$ を uniformly G\^ateaux微分可能な norm を
もつ uniformly convex な Banach空間とし, $C$ を $E$ の空でない closed con-
vex 集合とする. $\{C_{n}\}$ を $C$ の nonexpansive retracts の列で, $\bigcap_{n=1}^{\infty}C_{n}\neq\emptyset$

を満たしているものとし, 各 $P_{k}(k\in \mathrm{N})$ は $C$ から $C_{k}$ への onto な nonex-
pansive retraction であるとする. $T_{1},$ $T_{2},$ . . . を $C$ から $C$ 自身への nonex-
pansive 写像とし口 i\infty$=1$

$F(T_{i})\neq\emptyset$ を満たしているものとする. $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\ldots$ を
$0<\alpha_{i}\leq b<1(i=1,2, \ldots)$ を満たす実数とする. 各 $n\in \mathrm{N}$ に対して, $W_{n}$

を $P_{n},P_{n-1},\ldots,P_{1}$ と $\alpha_{n},\alpha_{n-1},\ldots,\alpha_{1}$ によって生成された $\mathrm{W}$ -mapping とす
る. $\{\beta_{n}\}$ を $0\leq\beta_{n}\leq 1(n=1,2, \ldots)$ となる実数の列で, $\lim_{narrow\infty}\beta_{n}=0$

と
$\Sigma_{n=1}^{\infty}.\cdot|\beta_{n+1^{-}}\beta_{n}|<\infty.’\Sigma_{n=1}^{\infty}\beta_{n}=\infty$ を満たしているものとする. $\{x_{n}\}$

-を

$x_{1}=x\in C$ $x_{n+1}=\beta_{n}x+(1-\beta_{n})Wnx_{n}$ $(n=1,2, \ldots)$

によって定義された並列とする. この時, $\{x_{n}\}$ は $Px \in\bigcap_{n=1n}^{\infty c}$ に強収束
する. ここで $P:C arrow\bigcap_{n1}\infty \mathit{0}_{n}=$ は–意な onto である sunny nonexpansive
retraction $W=\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}narrow\infty Un,1$ ) であるものとする.

Proof. 任意の $u\in C$ に対して, $Wu= \lim_{narrow}W\infty nu$ とおくと, If $Wu=$
$\lim_{narrow\infty}W_{n}u$ for every $u\in C$ , Lemma $\backslash 2.2$ より $F(W)= \bigcap_{n=1}^{\infty}F(P_{n})=$

$\cap^{\infty}n=1Cn$ . がいえる. よって Theorem 3.1を使う事によって, $\{,x_{n}.\}$

.
が $Px\in$

$\cap^{\infty}n=1Cn$ に強収束することがいえる. $\blacksquare$
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