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1 はじめに

11Painlev\’e 方程式とその古典解

Painleve’方程式は, 新しい特殊関数を探し出すという動機の下に前世紀末に発見され
た, 非自明な 6 種の 2 階非線形常微分方程式である. 最近, Painleve’方程式の解の超越

性が Umemura たちによって最終的に証明された $[24, 22]$ . しかしながら, 方程式中のパ

ラメータが特別な値をとる場合には、特殊関数解や代数解のような古典解が存在すること
が知られており, Painleve’方程式の古典解を調べることは, 興味深く重要な問題である.

Painleve’方程式は, ( $\mathrm{P}_{1}$ を除いて) B\"acklund 変換をもち, その全体は, アフイン・ワ

イル群と同型になることが知られている [18, 19, 20, 21]. $\text{し}$ たがって, 適当な解から出発

して B\"acklund 変換を施していけば, 次々と高次の解を求めることができる. $\mathrm{P}_{11}$

$y”=2y^{3}+ty+b- \frac{1}{2}$ , $’= \frac{d}{dt}$ , (1.1)

を例に説明しよう. $\mathrm{P}_{11}$ の B\"acklund 変換は,

$S$ : $S(y)=y+ \frac{b}{y’+y^{2}+t/2,b}$ , $S(b)=-b$,

$T_{+}$ : $T_{+}(y)=-y-\overline{y’+y^{2}+t/2}$ ’ $T_{+}(b)=b+1$ , (1.2)

$b-1$
$T_{-}$ : 1 $(y)=-y+\overline{y’-y^{2}-t/2}$ ’ $T_{-}(b)=b-1$ ,

で与えられる. 方程式から直ちに,

$y=0$ , $b= \frac{1}{2}$ , (1.3)

が解であることがわかるが, B\"acklund 変換 $T_{-}$ を繰り返し施すことにより,

$y= \frac{1}{t}$ , $b=- \frac{1}{2}$ ,

(1.4)

$y=- \frac{1}{t}+\frac{3t^{2}}{t^{3}+4}$ , $b=- \frac{3}{2}$ ,

などと, $\mathrm{P}_{11}$ の有理解が順次計算されていく.
原理的には, こうしたやり方でこのほかの Painleve’方程式の特殊解についても構成す

ることができるが? $\mathrm{P}_{111},$ $\mathrm{P}_{1\mathrm{V}},$ $\cdots$ と進むにつれ方程式も B\"acklund 変換もどんどん複雑と

なるので, 実際にはあまり見通しがよくない. しかしながら, Noumi-Yamada により最
近提出された対称形式の理論によって, これら B\"acklund 変換の構造を統一的に理解する
ことができ, 適当な seed 解から出発して特殊解を組織的に構成することも可能となった.
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さて次に問題となるのは, どのようにして seed 解を見つければよ $|$

である. 実は, Painlev\’e 方程式の古典解を対称性の観点から捉える ‘.
の特別な位置に存在するという, 特徴的な描像が成り立つことが明ら;
体的には, 特殊関数解は基本領域のワイル群鏡映面に , 代数解は基本 1
ているのである. また, 特に代数解 (有理解) に関しては, Umemui

$\bullet$ Dynkin 図形の自己同型に対応する変換の固定点上には代数解 (;

ことが観察されている [23].
Umemura らは, $\mathrm{P}_{111},$ $\mathrm{P}_{\mathrm{V}},$ $\mathrm{P}_{\mathrm{V}1}$ について, このような代数解を系

に付随してある種の特殊多項式が現れることを示し ( $\mathrm{P}_{11},$ $\mathrm{P}_{1\mathrm{V}}$ につ $($

Vorob’ev, Okamoto による先駆的な研究がある $[25, 20])$ , さらに, $\grave{\iota}$

が興味深い組合せ論的性質をもつことを見出した $[23, 13]$ .
これらの特殊多項式に関するひとつの重要な事実は, これらが Scl

して捉えられるということである (ただし $\mathrm{P}_{\mathrm{V}1}$ については, まだよく
実際, $\mathrm{P}_{11},$ $\mathrm{P}_{111},$ $\mathrm{P}_{1\mathrm{V}}$ および $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ (の一部) については, Schur 関数を $\mathrm{f}$

が知られている [5, 3, 6, 14, 15].

12Painlev\’e 方程式の有理解と Schur 関数

ここでは, Jacobi-budi 公式により Schur関数を定義しよう. 任意の
が与えられたとき, Schur 関数は,

$S_{\lambda}(t)=|\begin{array}{lllll}p_{\lambda_{1}} p_{\lambda_{1}+1} p_{\lambda_{1}+n-\mathrm{l}}p_{\lambda_{2}-\mathrm{l}} p_{\lambda_{2}} \ddots p_{\lambda_{2}+n-2}\vdots \vdots \ddots \vdots p_{\lambda_{n}-n\dotplus 1} p_{\lambda_{n}-n+2} p_{\lambda_{n}}\end{array}|$,

$\sum_{k=0}^{\infty}p_{k}(t)\eta^{k}=\exp(_{j=1}\sum^{\infty}tj\eta^{j})$ , $p_{k}(t)=\mathrm{O}$ for $k<0$

で定義される $t=(t_{1}, t_{2}, t_{3}, \cdots)$ についての多項式である. Schur 関数に

・定義から直ちにわかるように, $t_{k}$ の重みを $k$ と定義すれば, $p_{k}$

式であり, さらに $S_{\lambda}$ は $\lambda_{1}+\cdots+\lambda_{n}$ 次の同次多項式である.

$\bullet$

$p_{k}$ は次の漸化式を満足する.

$\frac{\partial p_{k}}{\partial t_{j}}=p_{k-j}$ ,

$\bullet$ Schur 関数は KP ヒエラルキーと呼ばれる無限個の双線形方程テ
[2].

KP ヒエラルキーの理論では, 解に制限を加えることによって $t_{l},$ $t_{2l},$ $t$

す操作を $l$ -reduction と呼ぶ. Schur 関数に対しては, 分割として特》
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$\mathrm{Y}\mathrm{o}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{g}$ 図形に対応する分割) を考えることによって $l$-reduction を実現することができる.

例えば, 分割 $\lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}(n,$ $n-1,$ $\cdots,$
$\mathfrak{y}$ に対応した Schur 関数

$S_{\lambda}=|\begin{array}{llll}p_{n} p_{n+1} \cdots p_{2n-1}p_{n-2} p_{n-1} \cdots p_{2n-3}\vdots \vdots \ddots \vdots p_{-n+2} p_{-n+3} \cdots p_{1}\end{array}|$, (1.8)

は, (1.7) から容易にわかるように $t_{2},$ $t_{4},$ $\cdots$ に依存しない. (1.8) を 2-reduced Schur 関

数と呼ぶ.
先にも述べたように, Painleve’方程式の有理解を特徴づける特殊多項式は, Schur 関数

を用いて表すことができる. 例えば, $\mathrm{P}_{11}$ および $\mathrm{P}_{111}$ の有理解は 2-reduced Schur 関数で,

$\mathrm{P}_{1\mathrm{V}}$ の有理解は 3-reduced Schur 関数で表されることが明らかにされている [5, 3, 6, 14].
Nou面-Yamada は対称性の観点から Painleve’方程式を一般化し , $A_{l-1}^{(1)}$ 型アフイン.

ワイル群対称性をもつ (高階) Painleve’型方程式を導出した ( $l=2,3,4$ のときは, それ

ぞれ $\mathrm{P}_{11},$ $\mathrm{P}_{1\mathrm{V}},$ $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ である). さらに, それらの $\tau$-関数 (正確には $\tau-$コサイクル) が $-\text{般}$

化された Jacobi-Trudi 公式による表示をもち, $A_{l-1}^{(1)}$ 型の場合には $l$-reduction の構造を

有することが明らかにされている [16, 17, 26]. 有理解などの具体的な表示を得たい場合
には, この一般化された Jacobi-Tru市表示において, 然るべき特殊化を行えばよい. 実

際に , $\mathrm{P}_{11},$ $\mathrm{P}_{1\mathrm{V}}$ の有理解は, こうした手続きによっても得ることができる [12].
本稿では $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$

$\frac{d^{2}y}{dt^{2}}=(\frac{1}{2y}+\frac{1}{y-1})(\frac{dy}{dt})^{2}-\frac{1}{t}\frac{dy}{dt}+\frac{(y-1)^{2}}{2t^{2}}(\kappa_{\infty}^{2}y-\frac{\kappa_{0}^{2}}{y})-(\theta+1)\frac{y}{t}-\frac{y(y+1)}{2(y-1)},$ $(1.9)$

の有理解を扱う. もちろん, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の有理解に対しても, 上と同様の手続きによって Jacobi-
Tru市型の行列式表示を構成することができる (これについては 4章で触れる). しかしな

がら, われわれはこれとは独立に, まったく異なる結果を得た.

本 $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}_{\mathrm{r}}^{\vec{\mathrm{D}}}$ .では, 対称形式の枠組で $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の有理解の族 (ただし, 特殊関数解の特別なケース

を除く ) を構成することを考え, それらが Schur 関数のひとつの一般化である universal
character を用いて表されることを示す.

2 $\mathrm{P}\mathrm{v}$ の対称形式

有理解を具体的に構成する前に, その準備として $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ とその B\"acklund 変換の対称形

式による記述について述べておこう. $\mathrm{P}\mathrm{v}$ の対称形式は,

$f_{0}’,$
$=f_{0}f_{2}(f_{1}-f_{3})+f_{1}’=f_{1}f_{3}(f_{2}-f_{0})+f_{2}’=f_{2}f_{0}(f_{3}-f_{1})+f_{3}=f_{3}f_{1}(f_{0}-f_{2})+(\begin{array}{l}\frac{1}{2}-\alpha_{2}\frac{1}{2}-\alpha_{3}\frac{1}{2}-\alpha_{0}\frac{1}{2}-\alpha_{1}\end{array})f_{0}f_{2}+\alpha_{2}f_{0}+\alpha_{0}f_{2}f_{1}+\alpha_{1}f_{3}f_{3}+\alpha_{3}f_{1}’,,$

,

$’=t \frac{d}{dt}$ , (2.1)
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で与えられる. ここで, $f_{0},$ $f_{1},$ $f_{2},$ $f_{3}$ が未知関数, $\alpha_{0},$ $\alpha_{1},$ $\alpha_{2},$ $\alpha_{3}$ はパラメータで,

$\alpha_{0}+\alpha_{1}+\alpha_{2}+\alpha_{3}=1$ , (2.2)

を満たすものとする. 方程式と整合的に

$f_{0}+f_{2}=f_{1}+f_{3}=\sqrt{t}$, (2.3)

と規格化できて,

$y=- \frac{f_{3}}{f_{1}}$ , (2.4)

についての方程式を書き下せば, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}(1.9)$ が得られる. パラメータの対応は,

$\kappa_{\infty}=\alpha_{1}$ , $\kappa_{0}=\alpha_{3}$ , $\theta=\alpha_{2}-\alpha_{0}-1$ , (2.5)

となる.
$\mathrm{P}\mathrm{v}$ の B\"acklund 変換は, 対称形式を用いると,

$s_{i}(\alpha_{i})=-\alpha_{i}$ , $s_{i}(\alpha_{j})=\alpha_{j}+\alpha_{i}(j=i\pm 1)$ , $s_{i}(\alpha_{j})=\alpha_{j}(j\neq i, i\pm 1)$ ,

$s_{i}(f_{\dot{l}})=f_{\dot{l}}$ , $s_{i}(f_{j})=f_{j} \pm\frac{\alpha_{1}}{f}.\cdot$

.
$(j=i\pm 1)$ , $s_{i}(f_{j})=f_{j}(j\neq i, i\pm 1)$ , (2.6)

$\pi(\alpha_{j})=\alpha_{j+1}$ , $\pi(f_{j})=f_{j+1}$ ,

と与えられる (添字は $\mathbb{Z}/4\mathbb{Z}$ の元とみる). これらの変換は微分と可換であり, 関係式

$S_{1}^{2}$. $=1$ , $s_{i}s_{j}=s_{j^{S}:}(j\neq i, i\pm 1)$ , $s_{i}s_{j}s_{i}=s_{j^{\mathrm{S}}:^{s_{j}}}(j=i\pm 1)$ ,
$\pi^{4}=1$ , $\pi s_{j}=s_{j+1}\pi$ ,

(2.7)

を満たす. 変換 $S$: により生成される群 $W=<s_{0},$ $s_{1},$ $s_{2},$ $s_{3}>$ は $A_{3}^{(1)}$ 型のアフィン・ワイ
ル群と呼ばれている ( $\overline{W}=<s_{0},$

$s_{1},$ $s_{2},$ $s_{3},$ $\pi>$ は拡大アフィン・ワイル群). これらの表
現は, 次の変換公式

$s_{i}(\tau_{j})=\tau_{j}(i\neq j)$ , $s_{i}( \tau_{i})=f_{i}\frac{\tau_{i-1}\tau_{i+1}}{\tau_{i}}$ , $\pi(\tau.\cdot)=\tau_{i+1}$ , (2.8)

により, $\tau$-関数のレベルにまで持ち上げることができる. $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の変数 $y$ を \mbox{\boldmath $\tau$}-関数を用いて

表すと , (2.4) により,

$y=- \frac{\tau_{3}s_{3}(\tau_{3})}{\tau_{1}s_{1}(\tau_{1})}$ , (2.9)

となる.

関係式 (2.8) により, $\tau$-関数に対するさまざまな双線形関係式を導くことができる. 幾
つか書き下すと , 規格化条件 (2.3) からは,

$\tau_{0}s_{0}(\tau_{0})+\tau_{2}s_{2}(\tau_{2})=\sqrt{t}\tau_{1}\tau_{3}$ ,
(2.10)

$\tau_{1}s_{1}(\tau_{1})+\tau_{3}s_{3}(\tau_{3})=\sqrt{t}\tau_{0}\tau_{2}$ ,

が, 変数 $f_{i}$ に対する B\"acklund 変換 (2.6) からは,

$\tau_{0}s_{0}s_{1}(\tau_{1})=s_{0}(\tau_{0})s_{1}(\tau_{1})+\alpha_{0}\tau_{2}\tau_{3}$ ,
(2.11)

$\tau_{1}s_{1}s_{0}(\tau_{0})=s_{0}(\tau_{0})s_{1}(\tau_{1})-\alpha_{1}\tau_{2}\tau_{3}$,
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などが得られる.
さらに, 平行移動演算子 $T_{i}(i=0,1,2,3)$ を

$T_{1}=\pi s_{3}s_{2}s_{1}$ , $T_{2}=s_{1}\pi s_{3}s_{2}$ , $T_{3}=s_{2}s_{1}\pi s_{3}$ , $T_{0}=s_{3}s_{2}s_{1}\pi$ , (2.12)

と定義しよう. これらは互いに可換で $T_{1}T_{2}T_{3}T_{0}=1$ を満たし , さらに, パラメータ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$(i=0,1,2,3)$ に対して

$T_{i}(\alpha_{i-1})=\alpha_{i}+1$ , $T_{i}(\alpha_{i})=\alpha_{i}-1$ , $T_{i}(\alpha j)=\alpha j(j\neq i, i-1)$ , (2.13)

のように作用する. $T_{i}$ による変換は特に Schlesinger 変換と呼ばれることがある. 簡単の
ため

$\tau_{k,l,m,n}=T_{1}^{k}T_{2}^{l}T_{3}^{m}T_{0}^{n}(\tau_{0})$ , $k,$ $l,$ $m,$ $n\in \mathbb{Z}$ , (2.14)

と表記し , さらに, 因子 $\phi_{k,l,m,n}$ を

$\tau_{k,l,m,n}=\phi_{k,l,m,n^{\mathcal{T}}0}(\frac{\tau_{1}}{\tau_{0}})^{k}(\frac{\tau_{2}}{\tau_{1}})^{l}(\frac{\tau_{3}}{\tau_{2}})^{m}(\frac{\tau_{0}}{\tau_{3}})^{n}$ , (2.15)

整数係数多項式となり, 一般化された Jacobi-Trudi 公式を用いて表されることが知られ
ている [26]. この因子 $\phi_{k,l,m,n}$ は, $\tau-$コサイクルと呼ばれている. また,

$T_{1}^{k}T_{2}^{l}T_{3}^{m}T_{0}^{n}(y)=- \frac{\phi_{k,l,m,n-1}\phi_{k,l,m-1,n}}{\phi_{k+1,l,m,n}\phi_{k,l+1,m,n}}$ , (2.16)

である.

3 有理解の構成と行列式表示

前節の準備に基づいて, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の有理解を構成しよう. 計算や証明の詳細については文献

[10] を参照していただくことにして, ここでは概略だけを述べる. まずは, Dynkin 図形
の自己同型の固定点を考えることにより, seed 解を求めよう. 変換 $\pi^{2}$ の固定点を考える

と, $s$ をパラメータとして,

$( \alpha_{0}, \alpha_{1}, \alpha_{2}, \alpha_{3})=(\frac{1}{2}-s,$ $s,$ $\frac{1}{2}-s,$ $s)$ , $f_{i}= \frac{\sqrt{t}}{2}$ , $(i=0,1,2,3)$ , (3.1)

が方程式 (2.1)-(2.2) の解であることがわかる. これは, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}(1.9)$ の解としては,

$y=-1$ , $\kappa_{\infty}=s$ , $\kappa_{0}=s$ , $\theta=-1$ , (3.2)

に相当する.
次に, seed 解 (3.1) に B\"acklund 変換 (Schlesinger 変換) を施して $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の有理解の族

を構成することを考える. $T_{1}T_{2}T_{3}T_{0}=1$ より, 独立な方向 $T_{2},$ $T_{3},$ $T_{0}$ を選んで $\phi_{0,l,m,n}=$
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$\phi\iota_{m,n}$, と記述することにしよう. 小さな $l,$ $m,$ $n$ に対して $\phi_{l,m,n}$ を具体的に計算すると,
$U_{l,m,n}=U_{l,m,n}(t, s)$ を $t,$ $s$ (こついての多項式として,

$\phi_{l,m,n}=(\frac{\sqrt{t}}{2})^{(m-n-l-1)(m-n-l)/2}U_{l,m,n}$ , (3.3)

となることが観察される. また, B\"acklund 変換 $T_{2},$ $T_{3},$ $T_{0}$ のうち, $T_{2}$ 方向につぃてはパ
ラメータ $s$ の再定義と $T_{0}$ の作用により吸収できるので , 結局は $T_{3},$ $T_{0}$ の 2 方向のみの
B\"acklund 変換を考えればよいことがわかる. 具体的には,

$U_{1,m,n}(t, s)=U_{0,m,n-1}(t, s+1)$ , $U_{-1,m,n}(t, s)=U_{0,m,n+1}(t, s-1)$ , (3.4)

であることが示せるので, $U_{0,m,n}=U_{m,n}$ と書こう. 漸化式

$c_{m+1}c_{m-1}=(m+ \frac{1}{2})c_{m}^{2}$ , $c_{-1}=c_{0}=1$ ,

$d_{n+1}d_{n-1}=-(n+ \frac{1}{2})d_{n}^{2}$ , $d_{-1}=d_{0}=1$ ,
(3.5)

で定まる定数 $c_{m},$ $d_{n}$ により,

$U_{m,n}(t, s)=c_{m}d_{n}S_{m,n}(t, s)$ , (3.6)

とスケールすると, $S_{m,n}$ を行列式を用いて表すことができる.
定理 31 多項式 $p_{k}=p_{k}(t, s),$ $q_{k}=q_{k}(t, s)$ を

$\sum_{k=0}^{\infty}p_{k}(t, s)\eta^{k}=\exp(\sum_{j=1}^{\infty}t_{j}^{(1)}\eta^{j})$ , $p_{k}=0$ for $k<0$ ,

$\sum_{k=0}^{\infty}q_{k}(t, s)\eta^{k}=\exp(\sum_{j=1}^{\infty}t_{j}^{(2)}\eta^{j})$ , $q_{k}=0$ for $k<0$ ,
(3.7)

$t_{j}^{(1)}=- \frac{t}{2}+\frac{2s-m+n}{j}$ , $t_{j}^{(2)}= \frac{t}{2}+\frac{2s-m+n}{j}$ , (3.8)

で定義する. さらに, $m,$ $n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ に対して, 多項式 $S_{m,n}=S_{m,n}(t, s)$ を行列式

$S_{m,n}(t, s)=$

$q_{1}$ $q_{0}$ . . . $q_{-m+2}$ $q_{-m+1}$ $q_{-m-n+3}$ $q_{-m-n+2}$

$q_{3}..\cdot$ $q_{2}.\cdot$. $\cdot..\cdot.\cdot$ $q_{-m+4}..\cdot$ $q_{-m+3}..\cdot$

$..$ .
$q_{-m-n+5}..\cdot$ $q_{-m-n+4}.\cdot$.

$q_{2m-1}$ $q_{2m-2}$ . . . $q_{m}$ $q_{m-1}$ $q_{m-n+1}$ $q_{m-n}$

, (3.9)
$p_{n-m}.\cdot$. $p_{n-m+1}.\cdot$. $\cdot..\cdot.\cdot$ $p_{n-1}..\cdot$ $p_{n}.\cdot.$

$\cdot.$ .
$p_{2n-2}.\cdot$.

$p_{2n-1}.\cdot$

.
$p_{-n-m+4}$ $p_{-n-m+5}$ . . . $p_{-n+3}$ $p_{-n+4}$ $p_{2}$ $p_{3}$

$p_{-n-m+2}$ $p_{-n-m+3}$ . . . $p_{-n+1}$ $p_{-n+2}$ $p_{0}$ $p_{1}$

で定義する. $m,$ $n\in \mathbb{Z}_{<0}$ に対しては,

$S_{m,n}(t, s)=(-1)^{m(m+1)/2}S_{-m-1,n}(t, s-m-1/2)$ ,
$S_{m,n}.(t, s)=(-1)^{n(n+1)/2}S_{m,-n-1}(t, s+n+1/2)$ . (3.10)
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とする. このとき,

$y=- \frac{S_{m,n-1}(t,s)S_{m-1,n}(t,s)}{S_{m-1,n}(t,s-1)S_{m,n-1}(t,s+1)}$ , (3.11)

は, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}(1.9)$ の有理解を与える. ただし, パラメータの値は,

$\kappa_{\infty}=s$ , $\kappa_{0}=s-m+n$ , $\theta=m+n-1$ , (3.12)

である.

解 (3.11)-(3.12) に変換 $s_{1}$ あるいは $\pi s_{1}$ を施すことにより, 次の結果を得る.

系 32(3.11) は, パラメータの値が,

$\kappa_{\infty}=-s$ , $\kappa_{0}=s-m+n$ , $\theta=m+n-1$ , (3.13)

である場合の有理解にもなっている. さらに,

$y= \frac{2n+1}{2m+1}\frac{S_{m,n-1}(t,s+1/2)S_{m,n+1}(t,s-1/2)}{S_{m-1,n}(t,s-1/2)S_{m+1,n}(t,s+1/2)}$, (3.14)

も, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}(1.9)$ の有理解を与える. ただし, パラメータの値は,

$\kappa_{\infty}=m+1/2$ , $\kappa_{0}=n+1/2$ , $\theta=2s-m-n-1$ , (3.15)

である.

Kitaev らは, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ が有理解をもっための必要十分条件を導出し, それらを $(\mathrm{I})-(\mathrm{I}\mathrm{V})$ の

4つの型に分類した [8]. 解 (3.11)-(3.12) および (3.11)-(3.13) は, 彼らの分類では (III) 型

に, 解 (3.14)-(3.15) は (IV) 型に対応している. なお, (I),(II) 型は, Kummer の合流型超
幾何関数を用いて表されるタイプの解のうちパラメータを特殊化することにより有理解
となるものであり, $\mathrm{P}_{1\mathrm{V}}$ でいえば Hermite 多項式で表されるものに相当する. したがっ

て, われわれの結果は, 各基本領域の重心 iこ存在するタイプの有理解を尽くしていること
がわかる.

注 33 式 (3.7)-(3.8) を

$\sum p_{k}(t, s)\eta^{k}=\infty(1+\eta)^{2s-m+n}\exp(\frac{-\frac{t}{2}\eta}{1-\eta})$ , $p_{k}=0$ for $k<0$ ,

$\sum_{k=0}^{k=0}q_{k}(t, s)\eta^{k}=(1+\eta)^{2s-m+n}\exp(\infty\frac{\frac{t}{2}\eta}{1-\eta})$ , $q_{k}=0$ for $k<0$ ,
(3.16)

と書き換えればわかるように, 多項式 $p_{k},$ $q_{k}$ は Laguerre 多項式である.

注 34 定理 3.1 において, $m=0$ (または $n=0$ ) とおけば, Nou面-Yamada による結

果 [15] に帰着する.

先に述べたように, $\mathrm{P}_{11},$ $\mathrm{P}_{\mathrm{I}11},$ $\mathrm{P}_{1\mathrm{V}}$ の有理解は Schur 関数を特殊化したものを用いて表
される. 行列式 (3.9) は, $m=0$ (あるいは $n=0$ ) とおけばわかるように, (2-reduced)

Schur 関数のある種の一般化である. 果して, この行列式の正体は何であろうか ?
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実は, 行列式 (39) は, $\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{i}\mathrm{v}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{s}\mathrm{a}\mathrm{l}$ character[9] と呼ばれるものの特殊ケースとなってい
る. 2 つの分割 $\lambda\ovalbox{\tt\small REJECT}(\lambda_{\mathrm{b}}\lambda_{2},$

$\cdots,$
$\lambda_{n}\ovalbox{\tt\small REJECT}\mu\ovalbox{\tt\small REJECT}(\mu_{\mathrm{b}}\mu_{2}, \cdots, \mu_{m})$ が与えられたとき, universal

character $S_{\lambda_{1}},\ovalbox{\tt\small REJECT} S_{\lambda_{1}},(x, \mathrm{i})$ は, 次で定義される $x\ovalbox{\tt\small REJECT}(x_{\mathrm{b}}x_{2}, \cdot\cdot)$ および $x\ovalbox{\tt\small REJECT}(\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathfrak{b}}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}, \cdots)$

についての多項式である.

$S_{\lambda,\mu}(x,\overline{x})=\det^{t}(q_{\mu_{m}}^{-}, q_{\mu_{m-1}+1}^{-}, \cdots, q_{\mu_{1}+m-1}^{-},p_{\lambda_{1}-m}^{+},p_{\lambda_{2}-m-1}^{+}, \cdots,p_{\lambda_{n}-m-n+1}^{+})$ ,
(3.17)

$p_{j}^{+}={}^{t}(p_{j},p_{j+1}, \cdots,p_{j+m+n-1})$ , $q_{j}^{-}={}^{t}(q_{j}, q_{j-1}, \cdots, q_{j-m-n+1})$ ,

$\sum_{k=0}^{\infty}p_{k}\eta^{k}=\exp(_{j=1}\sum^{\infty}xj\eta^{j})$ , $p_{k}=0$ for $k<0$ ,

$\sum_{k=0}^{\infty}q_{k}\eta^{k}=\exp(_{j=1}\sum^{\infty}\tilde{x}j\eta^{j})$ , $q_{k}=0$ for $k<0$ .
(3.18)

分割およひ変数を

$\lambda=(n, n-1, \cdots, 1)$ , $\mu=(m, m-1, \cdots, 1)$ , (3.19)

$x_{j}=- \frac{t}{2}+\frac{2s-m+n}{j}’$
’

$\tilde{x}_{j}=\frac{t}{2}+\frac{2s-m+n}{j}$ , (3.20)

と特殊化すれば, われわれの結果 (3.9) に帰着することは明らかであろう.

4Jacobi-Trudi 表示との比較

第 2 章で述べたように, $\tau$-コサイクル $\phi_{\nu}(\nu=(k, l, m, n)\in \mathbb{Z}^{4})$ は, 一般化された

Jacobi-Thudi 公式による表示をもつ. この公式は, (本来の) Schur 関数の Jacobi-Tru市表
示と比べると, 行列式の要素が行の添字に依存して変わるような拡張になっている [26].
したがって, この依存性を落とすことにより, (4-reduced)Schur 関数の Jacobi-丑 udi 表

示に帰着させることができる [12]. これは, 具体的には,

$f_{1}$. $= \frac{\sqrt{t}}{2}$ , $\alpha:=\frac{1}{4}$ , $(i=0,1,2,3)$ , (4.1)

と特殊化することで実現できて,

$\phi_{\nu}=N_{\lambda}S_{\lambda}(2\sqrt{t}, -2,0, \cdots)$ , (4.2)

となる. ここで, $\lambda$ は $\nu$ により定まるある分割であり, $N_{\lambda}$ は定数である.
ところで, (4.1) は, 方程式 (2.1)-(2.2) の変換 $\pi$ の固定点上にある解である. すなわち,

(4.2) は, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の有理解の 4-reduced Schur 関数を用いた表示であるといってよい.
しかしながら第 3 章での議論から明らかなように, (4.2) は $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の「重心タイプ」の有

理解のすべてを捉えることはできない. それら全体を包括する表示を得るためには, 変換
$\pi$ の固定点上の解 (4.1)ではなく, 変換 $\pi^{2}$ の固定点上の解 (3.1)から出発する必要がある.
具体的に書き下すと, 次の命題が得られる.
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命題 4.1 Laguerre 多項式 $L_{k}^{(\alpha)}(x)$ を用いて, 関数 $g_{k}^{(l)}=g_{k}^{(l)}.(t, s)(k, l\in \mathbb{Z})$ を

$g_{2k}^{(2l)}= \frac{(-1)^{k}}{\xi_{k}}L_{k}^{(2s-1)}(t/2)$ , $g_{2k+1}^{(2l)}= \frac{\sqrt{t}}{2}\frac{(-1)^{k}}{\xi_{k+1}^{\uparrow}}L_{k}^{(2s^{\mathrm{t}})}(t/2)$,
(4.3)

$g_{2k}^{(2l+1)}= \frac{(-1)^{k}}{\xi_{k}^{\uparrow}}L_{k}^{(2s^{\uparrow}-1)}(t/2)$ , $g_{2k+1}^{(2l+1)}= \frac{\sqrt{t}}{2}\frac{(-1)^{k}}{\xi_{k+1}}L_{k}^{(2s)}(t/2)$ ,

で定義する. ただし ,

$\xi_{k}=\xi_{k}(s)=\prod_{j=1}^{k}(s+\frac{j-1}{2})$ , $\xi_{k}^{\mathrm{t}}=\xi_{k}(s^{\dagger})$ , $s^{\uparrow}=1/2-s$ , (4.4)

である. さらに, $m,$ $n\in \mathbb{Z}_{\geq 0}$ に対して, 関数 $\phi_{m,n}=\phi_{m,n}(t, s)$ を

$\phi_{m,n}(t, s)=N_{m,n}\det(g_{\lambda_{j}-j+i}^{(m+n+1-i)})_{i,j=1}^{m+n}$ , (4.5)

と定義する. ここで, 分割 $\lambda$ は,

$\lambda=\{$
$(3m-n-1,3m-n-4, \cdots, 2n+5,2n+2,2n, 2n, \cdots, 4,4,2,2)$ , $(m>n)$ ,
$(3n-m, 3n-m-3, \cdots, 2m+3,2m, 2m, \cdots, 4,4,2,2)$ , $(m\leq n)$ ,

(4.6)
であり, 定数 $N_{m,n}$ は,

$N_{m,n}=\{$

$(-1)^{n(n+1)/2}c_{m}d_{n} \prod\hat{\zeta}_{k}\prod\zeta_{k}^{\mathrm{t}}\prod_{k=1}^{m-n-1}\hat{\zeta}_{k}^{\mathrm{t}}nm$. $(m>n)$ ,

$(-1)^{n(n+1)/2}c_{m}d_{n} \prod_{k=1}^{n}\hat{\zeta}_{k}\prod_{k=1}^{m}\zeta_{k}^{\mathrm{t}}\prod_{k=1}^{n-m}\zeta_{k}k=1k=1$ , $(m\leq n)$ ,

(4.7)

$\zeta_{k}=\prod_{j=1}^{k}(s+j-1)$ , $\hat{\zeta}_{k}=\prod_{j=1}^{k}(s+\frac{2j-1}{2})$ ,
(4.8)

$\zeta_{k}^{\uparrow}(s)=\zeta_{k}(s^{\uparrow})$ $\hat{\zeta}_{k}^{\uparrow}(s)=\hat{\zeta}_{k}.(s^{\mathrm{t}})$ ,

で与えられる. このとき,

$y=- \frac{\phi_{m,n-1}(t,s)\phi_{m-1,n}(t,s)}{\phi_{m-1,n}(t,s-1)\phi_{m,n-1}(t,s+1)}$ , (4.9)

は, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}(1.9)$ の有理解を与える. ただし, パラメータの値は,

$\kappa_{\infty}=s$ , $\kappa_{0}=s-m+n$ , $\theta=m+n-1$ , (4.10)

である.

命題 4.1 における表示 $\phi_{m,n}$ とわれわれの結果 $S_{m,n}$ との関係は, その構成により,

$\phi_{m,n}=(\frac{\sqrt{t}}{2})^{(m-n-1)(m-n)/2}c_{m}d_{n}S_{m,n}$ , (4.11)

と与えられる. この関係は, それぞれの表示を直接比較するかぎり自明ではない.
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5 離散 Painlev\’e 方程式

最後に, 離散 Painleve’方程式との関連について述べよう. 対称形式の理論において,

アフィン・ワイル群の平行移動による発展を離散力学系と見なしたとき, それがある種の

離散 Painleve’方程式となることが知られている [12]. この事情は $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ でも同じである.

まず, (3.9) において, 変数およびパラメータを

$x=t/2$ , $r=2s-m+n$, $R_{m,n}^{(r)}(x)$ $=S_{m,n}(t, s),$ . (5.1)

と置き換えると, 双線形関係式

$-(2n+1)R_{mn+1}^{(r+1)}R_{m-1,n-1}^{(r)}=xR_{m-1n}^{(r-1)}R_{m,n}^{(r+2)}-(r+m+n+1)R_{m-1,n}^{(r+1)}R_{m,n}^{(r)}$,
$-(2n+1)R_{m-1,n+1}^{(r}R_{m,n-1}^{(r+1)}=xR_{m-1,n}^{(r-1)}R_{m,n}^{(r+2)}-(r+m-n))’ R_{m-1,n}^{(r+1)}R_{m,n}^{(r)}$ ,

(5.2)

や
$R_{m,n}^{(r-1)}R_{m-1,n-1}^{(r+1)}+R_{m-1,n-1}^{(r-1)}R_{m,n}^{(r+1)}=2R_{m-1n}^{(r)}R_{m,n-1}^{(r)}$,
Rm(r+-}),nRm(r,-nl-)l+Rm(f,+nl-)lRm(f--ll),n=2Rに,)nRm(f)-l,n-l’ (5.3)

などが得られる (これらは, (2.10),(2.11) ?こ対応している). 変数 $X_{r},$ $\mathrm{Y}_{r}$ を

$X_{r}= \frac{R_{m,n-1}^{(r-1)}R_{m-1,n}^{(r+1)}}{R_{m-1,n-1}^{(r)}R_{m,n}^{(r)}}-1$ ,

で導入すると, これらの双線形関係式から,

$1=1- \frac{R_{m,n}^{(r)}R_{m-1,n-1}^{(r-2)}}{R_{m,n-1}^{(r-1)}R_{m-1,n}^{(r-1)}}$ , (5.4)

ぇr+Xr-2
$=\underline{2}\underline{(r-1)\mathrm{Y}_{r}+(m+n)}$

,
$x$ $\mathrm{Y}_{r}^{2}-1$

(5.5)2 $rX_{r}+(m-n)$
$\mathrm{Y}_{r+2}+\mathrm{Y}_{r}=\overline{x}\overline{X_{r}^{2}-1}$

,

であることが示せる. これは, asymmetric $\mathrm{d}\mathrm{P}_{11}[1]$ にほかならない. すなわち, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の有

理解の $\tau$-関数および B\"acklund 変換から, asymmetric $\mathrm{d}\mathrm{P}_{11}$ の有理解を構成できたことに

なる.

さらに, $m=0$ の場合を考えると, $X_{r}=-\mathrm{Y}_{r+1}$ であることが示せるので, 改めて
$\ovalbox{\tt\small REJECT}\equiv X_{r}=-\mathrm{Y}_{r+1}$ とおけば, 方程式 (5.5) は,

$U_{r+1}+U_{r-1}= \frac{2}{x}$–$rU_{r}-n1-U_{r}^{2}$
フ (5.6)

に帰着する. これは, standard $\mathrm{d}\mathrm{P}_{11}[7]$ にほかならない.

6 まとめ

本稿では,
$\cdot$

$\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の「重心タイプ」の有理解全体を包括するような行列式表示を構成し ,

それが Schur 関数のひとつの一般化である universal character を用いて表されることを
示した.
講演においては, $\mathrm{P}_{111}$ の有理解との関連や退化極限についても触れたが, それらにつ

いては文献 [11] $\}$こ述べてあるので, そちらを参照していただきたい.
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今後の課題として, 第一に挙げるべきは, なぜ universal character 力 $\dot{\mathrm{a}}$ Painleve’方程式

の解として現れるのかを明らかにすることであろう. Schur 関数が KP ヒエラルキーの

有理解の $\tau$-関数として現れることはよく知られて 1) るが, universal character を \mbox{\boldmath $\tau$}-関数

とするような可積分ヒエラルキーを構成することも, 興味深い課題である. 第二に, $\mathrm{P}_{\mathrm{I}\mathrm{I}}$ ,
$\mathrm{P}_{1\mathrm{V}},$ $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の場合に, 有理解の Jacobi-Rudi 型表示が一般の \mbox{\boldmath $\tau$}-コサイクルに拡張できるの

と同様に, $\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ の有理解の universal character による表示が一般の \mbox{\boldmath $\tau$}-コサイクルにも拡張

できるのではないかと考えられる. 第三に, 最近提出された対称形式の理論の q-差分版

[4] においても, アフイン・ワイル群として $A$型のものを考えれば, $q-\mathrm{P}_{\mathrm{V}}$ やその拡張が

得られる. それらの解を考察することは興味ある問題であろう.
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