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概要

戦略として混合戦略を含めたゲームダイナ
ミクスを研究した. 純粋戦略からなる系に混
合戦略を導入することによって.’ ある条件の
下では新しいアトラクティングセットが出現
する. レプリケータ系としてみれば混合戦略
の導入は相互作用行列のランクを上げずに行
と列を増やすことに対応する. 新しく出現す
るアトラクテイングセットは系内部の平衡点
の中心多様体となる.

1 イントロダクション

$n$ 個の純粋戦略が存在し
$\dot{\prime}$

戦略 $i$ と戦略 $j$ が

対戦した時の戦略 $i$ が得る利得を $A_{ij}$ で与え
たものをゲームと呼ぶ.

レプリケータ方程式は Taylor-Jonker[l] に
よって最初に提唱され, その後.進化系を記述す
る方程式として研究が進められた $(\mathrm{e}.\mathrm{g}$ . $\mathrm{h}\prime \mathrm{I}\mathrm{a}\mathrm{y}-$

nard Smith and Hofbauer $[2., 3_{:}4])$ . 一般に
は $x_{i}$ $(i=1_{:}\cdots : n)$ を変数とする微分方程式

$\dot{x}_{i}=x_{i}(f_{i}(x)-\sum_{j}x_{j},$ $f_{j}.(x))$
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で表される. この系は単体 $S_{n-1}$ 上で不変であ
り, 相空間を単体 $S_{n-1}$ としてその上でのダイ

ナミクスを扱う. 一般には $n\mathrm{x}n$ 行列 $A$ を用
いて $f_{i}(x)= \sum_{j}A_{ij}x_{j}$ とした系を指す.
この系を行列 $A$ を利得行列, 変数 $x_{i}$ を戦略

$i$ をとるプレイヤーの人数の比と考え, その平
均利得に応じてプレイヤーの人数の比が増減
するゲームの進化ダイナミクスと捉えた系が
ゲームダイナミクスである.

$n$ 個の純粋戦略を持ち, 行列 $A$ を利得行列
とするゲーム系は

$\dot{x}$i=x。$( \sum_{j}A_{\mathrm{i}j^{X}j}-\sum_{j_{-}k}$

.
$xjjk^{X}Ak)$ (1)

と表現される. ここで $:x_{i}$ は純粋戦略 $i$ を用

いるプレイヤーの数の全体に対する比であり:
$\sum x_{i}=1$ and $x_{i}\geq 0$ を満たすものとする.
この系の力学系としての興味深い振る舞い

が見つかっている $[5_{:}6.7.8]$ . ここでは. この

系にプレイヤーの取り得る戦略として混合戦
略を許した場合の振る舞いを研究する.

2 モデル方程式 I
次のように混合戦略を含むゲームダイナミ
クスを定義する.
行列 $A$ を利得行列に持つ $n$ 個の純粋戦略か
らなるゲームを考える. 各混合戦略は $n$ 次元
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ベクトル $s$ で表され. 純粋戦略 $i$ をとる確率
が $s_{i}$ となる. よって . $s_{i} \geq 0_{:}\sum_{i=1}^{n}s_{i}=1$ で

ある. 混合戦略 $s^{k}$ が混合戦略 $s^{l}$ から得る平
均利得は $\sum_{i_{-}j}s_{i}^{k}.A_{ij}s_{j}^{l}$ となり.’ ゲームダイナ
ミクスは. 各混合戦略をとるプレイヤーの比

$y_{i}$ $(i=1, \ldots : m)$ を変数として.

位相的な性質を変えずに次のような形に変換
することが出来る.

$A=(\begin{array}{lll}0 d+a d-ad-b 0 d+bd+c d-c 0\end{array})$ .

$\dot{y}_{i}=y_{i}(\sum_{j}lsAis^{j}y_{j}-\sum_{j.k}$

.
$y_{j}^{t}s^{j}As^{k}yk)$ $\frac{1}{3}(1,1,1)$ に持つあ. 線形安定性解析よ $|$), 内部

明らかにこのゲーム系は内部平衡点を

平衡点が安定である必要十分条件は
(2)

と表される. $d>0,$ $ab+bc+ca>-d^{2}$ (4)
Eq.(2) では.’ 利得行 $pIJ$ tよ $B_{ij}(={}^{t}s^{i}As^{j})$ と

なり. ダイナミクスは $m-1$ 次元単体上で定 となる.

義される. 純粋戦略 $i$ の出現頻度 $x_{i}$ は Eq.(2) また. 内部平衡点が $\mathrm{E}\mathrm{S}\mathrm{S}$ である必要十分条
では $\sum_{j}s_{i}^{j}y_{j}$ で与えられる. $n\mathrm{x}m$行列 $S$を件は
$(s^{1}|\cdots|s^{m})$ と定義すると $x$ の時間発展は

$d>0,$ $ab+bc+ca>(a^{2}+b^{2}+c^{2})-3d^{2}$ (5)
$\dot{x}$ $=$ $S \dot{y}=\sum_{i}s^{i}y_{i}(^{t}s^{it}Ax-xAx)$ となる.

$=$
$\sum_{i}y_{i}(s^{i}-x){}^{t}(s^{i}-x)Ax$ (3) よーて内部平衡点が安定だが ESS でないた

めの必要十分条件は

と表され. 一般に $S$ の構造に依存する. 混合 $d>0$ , (a2+-b2+c2)-3d2, 。b+bc’ca $>-d^{2}$

戦略の数 $m$が増えると系の相空間の次元は上 (6)
がるが, $A$ による $B$ の制限 ( $\mathrm{i}.\mathrm{e}$ . rank(B) $\leq$ となる.
rank(A) $)$ によって実質的な系の自由度は制限 一般性を失ゎずに $d=1$ を仮定することが
されてしまう. 出来る. 条件 (6) の下で: 特に, 以下で $r_{1},$ $r_{2}$

また. $S$ によって元の方程式 Eq.(l) の平衡 と定義される 2 っのサドルが存在する次のよ
点に射影される点は Eq.(2) の平衡点とな うな $(a_{:}b\backslash c)$ の領域を考える.
り: それらは単体 $S_{m-1}$ 上の $(m-n)$ 次元
の超平面となる. Eq.(l) の内部平衡点を $a>1,$ $b>1_{:}c<-1,$ $b+c>0$ . (7)
$q$ . $S$ によって $q$ に射影される単体 $S_{m-1}$

上。点。集合を $H_{q}$ と定義する. $\overline{q}$ を
こ $\text{れ}$ らの条件 (6) (7) の下で. このゲー 4系

{ $y|y_{j}=q_{i}(i=1\ldots..n).y_{i}=0(i=n+1_{:\cdots:}m|36\text{つ}\sigma)$平衡,$\mathrm{r}.5\backslash \backslash$ を持 $’\supset$ (図 1).

とおくと: $\overline{q}$ は $(n-1)$ 個の安定な方向を単体 . $p_{1}=(1_{:}0_{:}0)_{:}p_{2}=(0.1_{:}0)$ and $p_{3}=$
$S_{n-1}\}_{\sim}$ . $(m-n)$ 個のニュートラルな方向を

$(0_{:}0_{:}1)$ が純粋戦略 $|_{\sim}^{}$あたる.
超平面 $H_{q}$ にそれぞれ持つ.

$\bullet$ 線分 $p_{2^{-}}p_{3}$ . $p_{3^{-}}p_{1}$

上 (こそれぞれ $r_{1}=(0_{:} \frac{1+b}{2+b-c}:\frac{1-c}{2+b-c})$ と

3 モデル方程式垣 $r_{2}=( \frac{1-a}{2-a+c}.0. \frac{1+c}{2-a+c})$ のサドル平衡点
が存在する.

3 つの純粋戦略からなる内部平衡点を持つ
ゲーム系の利得行列は. 相空間上のフローの ・内部平衡点 $q= \frac{1}{3}(1_{:}1_{:}1)$ が存在する.
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条件 (6) (7) の下では $p_{1}$ と $q$がアトラクタとな
り. $p_{1}$ が ESS であり.$\prime q$ は ESS ではない. (i.e.

$\forall x(\neq p_{1})\in S_{2},{}^{t}p_{1}Ap_{1}=0>t_{XAp_{1})}$ . $p_{1}$

と $q$ の吸引領域境界は $p_{2}$ から $r_{2}$ へのヘテロ

クリニック軌道となる.

図 1: 単体 $S_{2}$ 上のフローの構造. 2 つの安定
平衡点 $p_{1_{\dot{\prime}}}q$ が存在し.’ それらの吸引領域の境
界は $p_{2}$ から $r_{2}$ へのヘテロクリニック軌道と
なる.

図 2: 単体 $S_{3}$上の平衡点とフロー. 直線 $\tilde{v}-\tilde{p}_{4,}$.
$\tilde{r}$ lー r-3 と $\tilde{q}$ー

$\tilde{q}’$ は互いに平行である. 直線 q\tilde ー q\tilde ’
と $\tilde{r}_{1}-\overline{r}_{3}$ 上の点はそれぞれすべて平衡点であ
る. $k^{2}(2+b-c)-2k(1+a-c)+(2+a-b)>0$
が満たされるとき, $\tilde{r}_{4}$ とヘテロクリニック軌道
$\ovalbox{\tt\small REJECT}’arrow\tilde{r}_{4}$ は存在しない. この場合 i $\tilde{p}_{4}$ は p\tilde 4ー p-1
方向に不安定である.

4 混合戦略の導入

次に純粋戦略 2 と 3 を用いた混合戦略 $v=$

$(0,1-k, k)$ を導入する. 純粋戦略を 3 っと
も用いた混合戦略に拡張することは簡単だが,
ここでは単純にするため 2 つの純粋戦略を用
いた場合に限定する. この戦略を新しい 4番
目の頂点として, 単体 $S_{2}$ を $S_{3}$ 上に図 2 のよ
うに埋めこむ. 上で定義された平衡点は以下
の $S_{3}$ 上の平衡点に対応する.. $\tilde{p}_{1}=(1_{:}0_{:}0,0).\overline{p}_{2}=(0_{\backslash }1,0,0).\tilde{p}_{3}=$

$(0,0_{:}1.0)$

. $\overline{r}_{1}=(0. \frac{1+b}{2+b-c}, \frac{1-c}{2+b-c}:0)$ ,

$\overline{r}_{2}=(\frac{1-a}{2-a+c}.0. \frac{1+c}{2-a+c}.0)$

. $\tilde{q}=(\frac{\mathrm{J}}{3}:\frac{1}{3}, \frac{1}{3}.0)$ and $\tilde{p}_{4}.=(0.0.0.1)$ .

純粋戦略からなるゲーム系の平衡点に行列
$S$ によって射影される点は. この系の平衡点

となるので, 1 と $q$ にそれぞれ射影される線
分 $\tilde{r}_{1}-\overline{r}_{3}$ と線分 $\tilde{q}-\tilde{q}’$ は平衡点からなる. パラ
メータ $k$ が以下の条件を満たすと仮定すると

$\frac{1}{2}>k>\frac{1-c}{2+b-}$

c’ (8)

$\tilde{r}_{3}$ が線分 $\tilde{p}_{2^{-}}\tilde{p}_{4}$ 上に, また $\overline{q}’$ は $\overline{p}_{1}\dot,\overline{p}_{3}$ と $\tilde{p}_{4}$

を含む平面上に存在する.
条件 (6) (7) (8) の下で., $\overline{q}’$ は $\tilde{p}_{1^{-}}\tilde{p}_{3^{-}}\overline{p}_{4}$ 平面上

で不安定となり. $\overline{q}$ は平面 $\overline{p}_{1}-\overline{p}_{2}-\tilde{p}_{3}$ 上で安定
なので. 安定性が線分 $\overline{q}-\tilde{q}’$ 上で変化すること
になる (参照図 2). 線分 $\tilde{q}-\tilde{q}’$ 上の点を $\theta$ によっ

てパラメタライズ $(\tilde{q}(\theta)=(1-\theta)\tilde{q}+\theta\tilde{q}’(0\leq$

$\theta\leq 1))$ すると. $\tilde{q}_{1}=\tilde{q}(\theta_{1})(\theta_{1}=\frac{2}{(2+b-c)k}.)$

で安定性が交替することが分かる.
元の純粋戦略からなるゲーム系では. アト

ラクタは $p_{1}$ と $q$ であったが. 新しい系ではそ
れらに対応するアトラクタは $\tilde{p}_{1}$ と $\tilde{q}(\theta<\theta_{1})$

となる. $\tilde{q}’$ の不安定性より. $\tilde{q}’$ の近傍の点は
$\tilde{p}_{1}\text{へ}.\tilde{q}(\theta<\theta_{1})$ の安定性より $\tilde{q}(\theta<\theta_{1})$ の

近傍の点は $\tilde{q}(\theta<\theta_{1})$ へそれぞれ引き込まれ
る. このことから $\tilde{p}_{1}$ と $\tilde{q}(\theta<\theta_{1})$ の吸引領域
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の境界は線分 $\tilde{q}-\tilde{q}’$ によって貫かれていること
が分かる. もし. この系に他にアトラクタが存
在しなければそれらの点は一致し : $\tilde{q}(\theta>\theta_{1})$

の近傍の点は $\tilde{p}_{1}$ に吸引されることになる. し

かし, 実際にはそれらの間に 3 番目のアトラ
クティングセットが存在する.

4.1 $\tilde{r}_{2}$ の安定多様体

$\tilde{r}_{2}$ は 2 次元の安定多様体を持ち. ヘテロク
リニツク軌道 $\tilde{q}’arrow\tilde{r}_{2,}.\tilde{p}_{2}arrow\tilde{r}_{2}$ を境界に持
つ. (参照図 2). 以下ではこの $\tilde{r}_{2}$ の安定多
様体を $\Omega$ と定義する. $\Omega$ は 2 つの領域に分
けることが出来る. 一つは $\tilde{p}_{2}$ からのヘテロ

クリニック軌道からなる領域で. もう一つは
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\theta>\theta_{1})$ からのヘテロクリニック軌道から
なる領域である. 前者を $\Omega_{1}$ , 後者を $\Omega_{2}$ とそれ

ぞれ定義する. (参照図 3).

$\Omega_{1}$ と $\Omega_{2}$ の境界は線分 $\tilde{r}_{1^{-}}\tilde{r}_{3}$ 上の一点から
$\tilde{r}_{2}$ へのヘテロクリニック軌道である. この線
分 $\tilde{r}_{1^{-}}\overline{r}_{3}$ 上の一点を $\tilde{r}_{5}$ と定義する. $\tilde{p}_{2}$ から $\tilde{r}_{5}$

へのヘテロクリニック軌道と $\tilde{p}_{3}$ から $\tilde{r}_{5}$ への

ヘテロクリニック軌道もまた存在し. 結局 $\Omega_{2}$

はヘテロクリニックサイクル $\tilde{p}_{3}arrow\tilde{r}_{5}arrow\overline{r}_{2}$

を境界に持つ. このヘテロクリニックサイクル
を $C$ と定義する.

線分 $\tilde{q}-\tilde{q}’$ 上の $\Omega_{2}$ の境界の点を $\tilde{q}_{2}=\tilde{q}(\theta_{2})$

とすると. $\tilde{q}_{2}$ を $\alpha$-極限集合に持ち, ヘテロク

リニックサイクル $C$ を \mbox{\boldmath $\omega$}-極限集合に持つ軌

道が存在する. よって $\overline{q}_{2}$ は不安定平衡点であ
り, もし $\theta_{2}$ が $\theta_{1}$ と等しいとすると $\tilde{q}_{2}$ はその

近傍に必ず安定平衡点を持つことになり. フ
ローの連続性に矛盾する. また $\theta_{2}$ は明らかに

$\theta_{1}$ より小さくないので $\theta_{2}$ は $\theta_{1}$ より大きいこ
とが分かる. 結局 $\tilde{q}_{2}$ の不安定多様体はその境
界にヘテロクリニックサイクル $C$ を持つ 2次
元曲面となる. この不変集合を $\alpha$ と定義する.

図 3: $\Omega$ : $\tilde{r}_{2}$ の安定多様体. $\Omega$ は 2 つの領域
$\Omega_{1}.\Omega_{2}$ に分けること力咄来る. $\Omega_{1}$ は $\tilde{p}_{2}$ から

の $\Omega_{2}$ は $\tilde{q}(\theta>\theta_{1})$ からのヘテロクリニック軌
道の集合. それらの境界は $\tilde{r}_{5}$ から $\tilde{r}_{2}$ へのヘ

テロクリニック軌道となる.

42 $\tilde{q}_{1}$ の中心多様体

中心多様体定理より., $\tilde{q}_{1}$ の中心多様体が少な
くとも 1 つ存在し, それを $\beta$ と定義する. $\tilde{q}_{1}$

はその近傍に必ず安定平衡点及び不安定平衡
点の両方を持つので. 軌道の連続性よ $|$) $\beta$ 上

の軌道は $\tilde{q}_{1}$ を $\alpha$-極限集合にも \mbox{\boldmath $\omega$}-極限集合に

も持たない. このことから $\beta$ 上の軌道はすべ
て閉軌道となる. 単体 $S_{3}$ の境界を含む閉軌
道はヘテロクリニックサイクル $C$ しかないの

で, $\beta$ の境界はこのヘテロクリニックサイク
ルとなる. よって $.\beta$ は $\tilde{q}_{1}$ を中心に不可算無
限個の周期軌道が稠密に並び, 境界にヘテロ
クリニックサイクル $C$ を持つ曲面となる.

以上より $:\alpha$ と $\beta$ によって囲まれる領域が
存在し. 明らかにこの領域の軌道は $\tilde{p}_{1}$ にも
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\theta<\theta_{1})$ にも漸近せず. 別のアトラクティン
グセットに漸近することになる.

(のの安定 (不安定) 多様体は 2次元曲面と
なるが. $\theta_{1}<\theta<\theta_{2}$ の領域における $\tilde{q}$ (のの
不安定多様体は: その境界を $\beta$ 上の周期軌道
に持つ (参照図 4).
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図 4: $\tilde{q}(\theta)(\theta_{1}<\theta<\theta_{2})$ の不安定多様体は $\beta$

上の周期解を境界に持ち, $\theta$ が小さいほど小さ

い周期軌道を境界に持つ.

$\theta$ が $\theta_{1}$ に近いほど, $\tilde{q}$ (のの不安定多様体の
境界の周期軌道は $\tilde{q}_{1}$ に近くなり, $\tilde{q}(\theta_{2})$ の不

安定多様体がその境界を $\beta$ の境界 $C$ に持つこ

とから, $\tilde{q}(\theta)(\theta_{1}<\theta<\theta_{2})$ の不安定多様体全
体は, $\alpha$ と $\beta$ で囲まれる領域と等しくなる. 結
局, $\beta$ は $\alpha$ と $\beta$で囲まれる領域を吸引領域に持
つアトラクティングセットとなり.’ その吸引領
域は正のメジャーを持つ.
もし条件 (7) を満たさないとすると, サドル

$r_{1},$ $r_{2}$ はそれらの内, 高々1つしか存在せず, フ

ローの構造は図 1 と異なる形になるが, それ
でも ESS でない内部平衡点を持てば, 必ず $\tilde{q}’$

を不安定にする混合戦略が存在し, そのとき
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}$ の安定多様体は周期軌道の族からなり, そ
の吸引領域は正のメジャーを持つ.
結局, もし 3 戦略ゲーム系が ESS でない内

部平衡点を持てば, 常に新しいアトラクテイ
ングセットを作る混合戦略を選ぶことが出来

て: そのアトラクテイングセットは不可算無
限個の周期軌道からなる.

43 数値シミュレーション

以下では条件 (6) (7) $(8)$ の下で

$a=5_{\backslash }b=27_{:}c=-3_{:}k= \frac{1}{4}$

のようにパラメータを選んで数値シミュレー
ションを行った. このとき $\theta_{1}=\frac{1}{4}$ となり. 数
値計算より $\theta_{2}\simeq 0.3$ となる (参照図 5).

$\theta_{1}$ より大きい領域に ’. 近傍の点が $\tilde{p}_{1}$ に吸引

されずに周期軌道に漸近する軌道を見つける
ことが出来る (参照図 6).
数値シミュレーションでも $\beta$ 上に $\tilde{q}_{1}$ の周り

に周期軌道が並び, その境界がヘテロクリニッ
クサイクル $C$ になることが観察される (参照
図 7).
以上より, $\overline{q}_{1}$ の中心多様体 $\beta$が正のメジャ–

を持つ吸引領域を持ち, $\beta$がこの系の新しいア
トラクティングセットとなることが分かる.

図 5: $\theta- y_{1}$ : $\tilde{q}$ (のの近傍を初期値に持ち. 十
分時間がたった後の $y_{1}$ の値をプロットした.
$\tilde{q}(\theta<\theta_{1})$ の近傍から始めた軌道は $\tilde{q}(\theta<\theta_{1})$

へ吸引され, $\overline{q}(\theta>\theta_{2})$ の近傍から始めた軌道
は $\tilde{p}_{1}$ へ吸引される. $\tilde{q}(\theta_{1}<\theta<\theta_{2})$ の近傍か

ら始めた軌道は周期解に漸近する.

5 結論

ゲーム系に混合戦略を導入することによっ
て, 新しいアトラクテイングセットが出現す
ることを見た. ここでは新しい戦略は. ゲー

ムにおける新しい手を意味するわけではなく:
既存の戦略の確率的な組み合わせでしかない.
ゲームの構造は変化しないにも関らず, その
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図 6: 新しく出現した周期軌道に漸近する軌
道. 初期値は $( \frac{5}{20}, \frac{6}{20}, \frac{6}{20}, \frac{3}{20})$ . $(\mathrm{a})$ は単体 $S_{3}$ 上

での軌道 (b) は軌道を $Sy$ によって単体 $S_{2}$ へ

射影した軌道.

図 7: 不可算無限個の周期軌道からなるアト
ラクティングセット. (b) ではそれらを $Sy$ に

よって元の相空間に射影している.

振る舞いは大きく変化する.

元の系におけるアトラクタは全て平衡点で

あったが.’ 新しく出現したアトラクティング
セットは無限個の周期解の集合となり: この
ことはゲームの構造を変えることなく. 混合
戦略の導入によって系の自由度が増加したこ
とを意味する.

元の系では内部平衡点が安定で. 新しく導
入した戦略と他の 2 つの戦略との間の内部平
衡点は不安定となるような状況は. 元の系の
内部平衡点が安定だが ESS でない時には一般
に起こり得ることであり (逆に元の系の内部
平衡点が ESSであるようなときには決して起
こらない). ここで見た新しいアトラクティン
グセットの出現は特別な場合ではない. むし
ろ. 混合戦略を許したゲームでの一般的な性
質である.

進化生物学の観点から見ると.’ 混合戦略は,
単なる既存の種の性質の組みかえによって出
現した変異種と考えることが出来る. これは
相互作用行列のランクを上げずにサイズを増
やす状況に対応する. 系が内部平衡点にいる
と仮定すると. どんな変異種でも適応度は既存
種と等しいので, 侵人し. ゆらぎによって増大
することが可能である. 変異種の出現によっ
て系のアトラクタの構造が変化したり. その
変異種が侵人するためには必ずしも全く新し
い性質が必要なわけではない. と言うことが
出来る.

6 展望

次のような重要な状況が今後. 議論される
べきであると考えられる.
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. 2 つ以上の混合戦略が導入された場合.

・元の系の内部のアトラクタが平衡点でな
い場合 (e.g. リミットサイクル, 準周期
解).

$\bullet$ $\tilde{q}$ と $\tilde{q}’$ の安定性が逆の場合.
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