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1 まえがき

多次元非線形ナップザック問題は非線形整数計画と等価であり, 組合せ最適化の手法を使って解くため
ため, 凸性や微分可能性を持たない非線形整数計画へ適用することができる。 しかしながら, 組合せ最
適化問題は $\mathrm{N}$ $\mathrm{P}$困難であるため大規模な問題は解くことは困難である。従来, -っの制約条件を持っ非線
形ナップザック問題に対しては, 分枝限定法や動的計画法が開発されてきたが, 複数の制約条件をもっ多
次元非線形ナップザック問題に対しては分枝限定法や動的計画法は効率的ではない。 我々は, 変数分離可
能な多次元非線形ナップザック問題に代理制約法を適用し近似解を求め, その解から出発して近似解を改
善し, コンピュータの記憶容量が充分ある場合は厳密解を求めることができるアルゴリズムを提案する。

2 変数分離可能な多次元非線形ナップザック問題

変数分離可能な多次元非線形ナップザック問題はっぎの式で定式化される。

maximize $f(x)= \sum_{n=1}^{N}f_{n}(x_{n})$ (1)

subject to $g_{m}(x)= \sum_{n=1}^{N}g_{mn}(x_{n})\leq b_{m}$ , $m=1,2,$ $\ldots,$
$M$, (2)

$x_{n}\in \mathcal{K}_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots,$
$N$, (3)

ここで, 変数 x $=x_{1},x_{2},$ $\ldots,x_{N}$ , 項目集合 $\mathcal{K}_{n}=\{1,2, \ldots, K_{n}\}$ ,であり, $f_{n}(x_{n}),$ $g_{mn}(x_{n})$ はそれぞれ非負
の目的関数, $b_{m}$は制約許容量である。
非線形ナップザック問題は Nauss [1] にょり研究が始まり, Sinha [2] や Dyer [3], 仲川 [4] にょり効率的

なアルゴリズムが開発されてきた。 しかし, 多次元非線形ナップザック問題のように複数の制約条件を持
つ問題にそれらの手法を直接適用することはできない。 そこで我々は多次元非線形ナップザック問題に代
理制約法を適用する。

3 代理制約法 (SD)

代理制約法は Dyer[6] により整数計画問題へ適用された。
岩崎ら [7] は代理制約法を多次元非線形ナップザック問題へ適用した。代理双対問題は次式で与えられる。
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$\min\{\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}[\mathrm{S}(u)] : u\in U\}$,

ただし, opt[S(u)] は問題 $\mathrm{S}(u)$ の最適な目的関数値,

$u=(u_{1}, u_{2}, \ldots, u_{M-1})^{T}\in R^{M-1}$ , (5)

$U= \{u\in R^{M-1} : \sum_{m=1}^{M-1}u_{m}\leq 1, u\geq 0\}$ , (6)

である。 ここで, $\mathrm{S}(u)$ は代理問題とよばれ次式で与えられる。

maximize $f(x)$ (7)

subject to $\varphi(u, x)\leq\beta$ , (8)

ただし,

$\varphi(u, x)=\sum_{m=1}^{M-1}u_{m}\{g_{m}(x)-g_{M}(x)\}$ \dagger $\mathit{9}M(X)$ , (9)

$\beta=\sum_{m=1}^{M-1}u_{m}\{b_{m}-b_{M}\}+b_{M}$ , (10)

である。我々は, 代理双対問題を解くためのアルゴリズ$\text{ム}$ として COP アルゴリズ $\text{ム}$ [5] を用いる。 これは
代理乗数の作る多面体を考え, 代理問題の最適解を排除するように多面体を切断し代理乗数を更新するア
ルゴリズムである。次にそのアルゴリズ\Deltaを示す。

BEGIN
\check \leftarrow 初期値;
DO

$x’arrow \mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}[\mathrm{S}(u’)]$ ;
$u’arrow \mathrm{C}\mathrm{O}\mathrm{P}[\mathrm{S}(u’, x’)]$ ;

WHILE(Uが空でない);
END

代理双対問題の実行可能領域は, 原問題の実行可能領域をすべて含んでいるので, その解は原問題の上界
値を与えるが実行可能になるとは限らない。そこで, 何らかの実行可能解を求めるためには近似解法が必
要であり, 得られた近似解は上界値と比較することによりその解の品質を評価することができる。

4 近似解法

実行可能でない代理双対問題の解を $x^{\mathrm{S}\mathrm{D}}$ , 最適な代理乗数を $u_{m}^{\mathrm{S}\mathrm{D}}$とし, 次の式を考える。

$\overline{\beta}=\sum_{m=1}^{M-1}u_{m}^{\mathrm{S}\mathrm{D}}\{\sum_{n=1}^{N}g_{mn}(x_{n}^{\mathrm{S}\mathrm{D}})-\sum_{n=1}^{N}g_{Mn}(x_{n}^{\mathrm{S}\mathrm{D}})\}+\sum_{n=1}^{N}g_{Mn}(x_{n}^{\mathrm{S}\mathrm{D}})$ . (11)

代理問題の $\beta$を $\overline{\beta}$で置き換え, 実行可能領域が縮小された次の代理問題 $\overline{\mathrm{S}}(u^{\mathrm{S}\mathrm{D}})$ :

maximize $f(x)$ (12)
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subject to $\varphi(u^{\mathrm{S}\mathrm{D}}, x)<\overline{\beta}$ , (13)

を得る。 この問題の厳密解 x’が実行可能でなければ (11) 式の $x^{\mathrm{S}\mathrm{D}}$を x’で置き換え, 上記手順を実行可能解
が得られるまで繰り返す。そのアルゴリズ $\text{ム}$を次に示す。

BEGIN
$\overline{\beta}arrow\varphi(u^{\mathrm{S}\mathrm{D}}, x^{\mathrm{S}\mathrm{D}})$ ;
DO

$x’arrow \mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{t}[\overline{\mathrm{S}}(u^{\mathrm{S}\mathrm{D}})]$;
IF (x’が実行可能) THEN 近似解を出 $f$];EXIT;
ELSE $\overline{\beta}arrow\varphi(u^{\mathrm{S}\mathrm{D}}, x’)$ ;
ENDIF

WHILE (x’が実行不可能) ;
END

5 厳密解の探索と近似解の改善

近似解の改善と厳密解の探索を行うアルゴリズム (以下 $\mathrm{M}\mathrm{C}$ と略す) を以下に示す。代理双対問題の解を
$x^{\mathrm{S}\mathrm{D}}$ , 問題の上界値解を $f^{\mathrm{U}\mathrm{B}}$ , 近似解法の与える解を $\mathrm{x}^{\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{R}}$とする。

BEGIN
$f^{\mathrm{U}\mathrm{B}}arrow f(x^{\mathrm{S}\mathrm{D}});f^{\mathrm{L}\mathrm{B}}arrow f(x^{\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{R}});\hat{\beta}arrow\beta(x^{\mathrm{N}\mathrm{E}\mathrm{A}\mathrm{R}})$;
Stepl :

$f^{\mathrm{T}}arrow f^{\mathrm{U}\mathrm{B}}-\epsilon$ ;
fT以上の目的関数値を持つ解を列挙する $\mathrm{C}$

IF (列挙不可能) THEN Step2へ
IF (実行可能解がある) THEN 厳密解を出 $f\mathrm{J}$ ; EXIT;
ELSE $f^{\mathrm{U}\mathrm{B}}arrow f^{\mathrm{T}}$ ;
ENDIF

ENDIF
Stepl;

Step2:
$f^{\mathrm{T}}=f^{\mathrm{L}\mathrm{B}}+\epsilon;\hat{\beta}arrow\hat{\beta}+\delta$ ;
の制約許容量の条件のもとで fT以上の目的関数値を持っ解を列挙する, ;

IF (列挙可能) THEN
IF $(f^{\mathrm{U}\mathrm{B}}=f^{\mathrm{L}\mathrm{B}})$ 厳密解を出力;EXIT;
ELSE f$L\mathrm{B}arrow f$(実行可能解); \beta ^\leftarrow \beta (実行可能解)
ENDIF

ENDIF
$\delta$ と\epsilon を少し小さくして Step2へ;
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6 計算機実験

凸 2次計画問題は重要な問題として従来広く研究され, 近年今野 [8] により非凸な問題へ拡張されてい

る。我々は変数分離可能な問題の例としてBretthauer と Shetty[9] が解いた 2次形式ナツプザツク問題を取
り扱う。 本実験ではBretthauer らの問題を複数制約条件および非凸へ拡張して、 本手法を適用する。 この

問題は次のように定式化される。

maximize - $\sum_{n=1}^{N}(\frac{1}{2}d_{n}x_{n}^{2}-a_{n}x_{n})$ (14)

subject to $\sum_{n=1}^{N}b_{mn}x_{n}\leq b_{m}$ , $m=1,2,$ $\ldots,$
$M$, (15)

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\leq x_{n}\leq u_{n}$ , $n=1,2,$ $\ldots,$
$N$, (16)

$x_{n}$ integer, $n=1,2,$ $\ldots,$
$N$, (17)

ここで各係数を $d_{n}\in$ [-28, 28], $a_{n}\in$ $[30, 80]$ , $b_{n}\in$ $[1, 13]$ , $n=1,2,$ $\ldots,$
$N$ , 探索空間を $l_{n}$ and $u_{n}\in$

$[4, 15]$ , $n=1,2,$ $\ldots,$
$N$とした。 この問題は 2次の係数に負の数を含むために非凸な問題である。 この問題

の計算機実験の結果を表 1 から表 3 に示す。 ここで、 斜体数字は本手法によって得られた解が厳密解であ
ることを表す。 これらの結果から、 本手法は得られた解の品質を改善しており、 多くの場合に厳密解を与

えることがわかる。

7 まとめ

問題が変数分離型であれば凸性や微分可能性を持たないさまざまな問題に対して本手法を適用すること
ができる。例えば探索空間が連続である計画問題は、 探索空間を離散化することにより多次元非線形ナツ

プザック問題へ変換することができる。その厳密解の近傍へ探索空間を縮小することによって解の精度を
高めることができる。 しかしながら、複数の制約条件を持つ組合せ問題に対する有効な解法は開発されて
いなかったが, 本手法により従来厳密解を見つけることができなかった問題の厳密解を見つけることがで
きた。 問題の規模や制約許容量の厳しさによっては厳密解を見つけることは非常に困難であるが, それは
メモリ量に依存する。今後メモリ量の増大と, 効率的なメモリ管理によってかなり実用的な問題が解ける
ようになると期待される。
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表 1: 2次形式ナップザック問題 (制約数 $M=3$, 変数N=l�) の日的関数値

$\mathrm{F}.flffi S\Leftrightarrow$ $\grave{1}\mathrm{E}\mathrm{U}^{\backslash }\hslash$ MC $\hslash$ $1n\mathrm{r}$

1 110731.0702 $\mathit{1}\mathit{1}\theta \mathit{9}\mathit{2}\theta.\mathit{5}\mathit{5}7\mathit{9}$ 110921.3236
2 120213.2847 $\mathit{1}\mathit{2}\theta \mathit{2}\mathit{1}\mathit{4}\cdot\theta \mathit{5}\mathit{9}\mathit{5}$ 120220.4382
3 106429.0437 $\mathit{1}\theta \mathit{6}\mathit{4}\theta\theta.\mathit{8}\mathit{2}\mathit{2}\mathit{3}$ 106476.5869
4 111874.7812 111 $\mathit{8}7\theta$. 7093 $111922.\alpha 194$

表 2: 2次形式ナップザック問題 (制約数 $M=5$ , 変数 $N=1W$) の目的関数値

表 3: 2次形式ナップザック問題 (制約数 $M=5$ , 変数 N=5�) の目的関数値
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