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ここに述べることは, 広島大学 (学校教育) の池畠良氏との共同研究にょる
ものです. 次の非線形二階常微分方程式

$u”(t)+\delta|u’(t)|^{q-1}u’(t)=|u(t)|^{p-1}u(t)$

(1)
$u(0)=u_{0}$ , $u’(0)\cdot=u_{1}$

の解 $u\equiv u(\cdot;u_{0}, u_{1})$ の挙動について考える. ただし, $\delta\in \mathrm{R},$ $q>0,$ $p>1$
は定数である. $v\equiv u’$ とおくと, 方程式 (1) は一階常微分方程式系

$u’(t)=v(t)$ $(0\leq t<T_{m})$ , $u(0)=u_{0}$ ,
(2)

$v’(t)=|u(t)|^{p-1}u(t)-\delta|v(t)|^{q-1}v(t)$ , $v(0)=u_{1}$

となる. $F(u, v)=(f_{1}(u, v),$ $f_{2}(u, v))$ を

$f_{1}(u, v)=v$ , $f_{2}(u, v)=|u|^{p-1}u-\delta|v|^{q-1}v$

で定義すると, 関数 $F$ : $\mathrm{R}^{2}arrow \mathrm{R}^{2}$ は, $\mathrm{R}^{2}$ 上で, 連続であり, とくに $q\geq 1$

のときは $C^{1}$ 級である. ペアノの存在定理にょり, 方程式系 (2) の $C^{1}$ 局所解が
任意の初期値 |.\sim -対して存在する. したがって, 方程式 (1) の $C^{2}$ 局所解が任意
の初期値に対して存在することになる. また, $q\geq 1$ の場合には, 常微分方程
式の一般論から, $F$ の局所リプシッッ連続性にょり, 方程式 (1) の局所解の一
意性も保証される. しかし, $0<q<1$ の場合には, $(u, v)=(0,0)$ で $F$ の局
所リプシッッ連続性が崩れるため, 方程式 (1) の初期値 $u(0).=0,$ $u’(0)=0$
に対する局所解の一 $\prime \text{意}$性は保証されない. 実際, 次のようなってぃる.

$0<q<1$ の場合に, 初期値 $u(0)=0,$ $u’(0)=0$ に対する方程式 (1)
の解は, $\delta\underline{>}0$ のときには, 前方一意性が示せて, $u(\cdot;0,0)\equiv 0$ であり,

$u(..,\cdot 0,0,\cdot t_{0})\mathrm{B}^{\grave{\grave{\mathrm{a}}}}T\mp\Gamma\pm \text{し},\simeq \text{方}-,\text{意}\delta<0\text{のとき}l_{\tilde{}}\mathrm{F}\mathrm{h},(\neq_{J}\Rightarrow \text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{B}^{1}\mathrm{J}}\#\backslash \doteqdot\wedge n_{\rfloor}$fflt0 J\geq 0れ-\breve 6自 $\mathrm{B}fl\text{解}u\equiv.0\mathrm{B}^{\mathrm{a}}\tilde{\mathrm{b}}_{J}’+\mathbb{R}\text{する},\ni \mathrm{E}\mathrm{B}\mathrm{B}.fl.ffl\{\#’\Leftrightarrow \text{の場_{}\mathrm{r}\mathrm{j}\text{の};\xi\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{B}flf\dot{fl}u(\cdot\cdot 0,0,t_{0})}^{\Delta}$

は, $u(t;0,0;t_{0})=u(t-t_{0;}0,0;0)(t\geq t_{0})$ を満たしてぃる. また, $\delta<0$

のとき, 任意の解 $u(t)$ が, ある時刻 $t_{0}$ で $u(t_{0})=0,$ $u’(t_{0})=0$ なら,
$u(t)=u’(t)=0(t\leq t_{0})$ が成り立っ.
さて, $T\text{。}\equiv T_{m}(u_{0}, u_{1})$ で初期値 $u(0)=u0,$ $u’(0)=u_{1}$ {こ対する方程式

(1) の前方最大存在時間を表すことにする. ただし, $0<q<1$ かっ $\delta<0$ 場
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合には, 上記のように, 初期値 $u(0)=0,$ $u’(0)=0$ に対する方程式 (1) の解
に前方一意性がないから, $T_{m}(0,0)$ は, $u(\cdot;0,0;0)$ の前方最大存在時間を表こ
ととする. これは, 方程式 (1) の初期値 $u(0)=0,$ $u’(0)=0$ に対する解の最

小の前方最大存在時間と一致する.
方程式 (1) と類似の方程式

$u”(t)+\delta|u’(t)|^{q-1}u’(t)=-|u(t)|^{p-1}u(t)$ $0\leq t<T_{m}$ ,
(3)

$u(0)=u_{0}$ , $u’(0)=u_{1}$

の解の挙動は, $\delta>0,$ $q,$ $p>1$ の場合について, Souplet [4] に詳しく述べられ
ていて, 殆どの初期値 $(u_{0}, u_{1})$ に対して, 解 $u$ は有限時間で爆発することが知
られている. また, この場合には, 方程式の形から簡単にわかるように, 後方

( $t$ が負の向き) へは大域解が必ず存在する ([6] 等参照) . .
一方, 方程式 (1) の解の挙動については, 非線形波動方程式等の偏微分方程式

の解の挙動との関連から, Li-Zhou [5], Souplet [2] 等で調べられていて, $p>q$

のとき, $u_{0}\cdot u_{1}>0$ なる初期値に対しては, 解 $u$ が有限時間で爆発することが
知られている. しかし, [4] における方程式 (3) の場合のような任意の初期値に
対する挙動についての研究は見あたらないように思う. Asakawa-Ikehata [1]
では, Souplet [2] 等の解の爆発の結果を用いて, $q=1$ の場合に次を示した.

定理 1 $q=1$ とする. $h(0)=0$ なる狭義単調減少関数 $h\equiv h(\cdot;\delta, p, 1)\in C(\mathrm{R})$

があって, 次のことが成り立つ.

(1) $u_{1}=h(u_{0})$ のとき, $T_{m}--+\infty$ であり,

$\lim_{tarrow+\infty}u(t, u_{0}, u_{1})=\lim_{tarrow+\infty}u’(t, u_{0}, u_{1})=0$;

(2.) ul>h(u0).のとき, $T_{m}<|+\infty$ であり, -

$\lim_{tarrow T_{m}}u(t, u_{0}, u_{1})=\lim_{tarrow T_{m}}u’(t, u_{0}, u_{1})=\ell+\infty$ ;
$t$

$f$

(3) $u_{1}<h(u\mathrm{o})$ のとき, $T_{m}<+\infty$ であり,

$\lim_{tarrow T_{m}}u(t, u_{0}, u_{1})=\lim_{tarrow T_{m}}u’(t, u_{0}, u_{1})=-\infty$ .

$\tilde{u}(t)\equiv u(-t)$ とおく. $u$ 力坊程式 (1) の解なら, $\tilde{u}(t)$ ..ま
$\tilde{u}’’(t)-\delta|\tilde{u}’(t)|^{q-1}\tilde{u}’(t)=$. $|\tilde{u}(t)|^{p-1}\tilde{u}(t)$ ,

(4)
$\tilde{u}(0)=u_{0}$ , $\tilde{u}’(0)=-u_{1}$
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の解である. このことを考慮に入れた上で, $q=1$ の場合を微分方程式系
(2) の方でみれば, 定理 1 から以下のことがわかる. v-相平面を考えると,
$(u, v)=(0,0)$ は, $\{(u, v)\in \mathrm{R}^{2} : v=h(u;\delta, p, 1)\}$ を” 安定多様体”,
{ $(u, v)\in \mathrm{R}^{2}$ : $v=-h(u;-\delta,$ $p$, 1垣を” 不安定多様体” とする” 鞍点” のよ
うなものである. 時間 $t$ を正の方向へは, ” 安定多様体” 上を通って $(0, 0)$ に
漸斤するもの以外の解は, すべて有限時間で爆発する. また, 時間 $t$ を負の方
向へは, ” 不安定多様体” 上を通って $(0, 0)$ に漸斤するもの以外の解は, すべ
て有限時間で爆発する.
ここで, $\cdot$報告するのは, $q\neq 1$ の場合にも同様のことが成り立っことである.

定理 2. $0<q< \min\{2, p\}$ とする. $h(0)=0$ なる狭義単調減少関数
$h\equiv h(\cdot;\delta, p, q)\in C(\mathrm{R})$ があって, 次のことが成り立っ.

(1) $u_{1}=h(u_{0})$ のとき, $T_{m}=+\infty$ であり,

$\lim_{tarrow+\infty}u(t, u_{0}, u_{1})=1\mathrm{m}_{\ovalbox{\tt\small REJECT} 0}u’(t, u_{0}, u_{1})=0tarrow$.
t\rightarrow 十科 0

$0<q<1$ かつ $\delta>0$ の場合には, $T_{0}\equiv T_{0}(u_{0}, u_{1})\geq 0$ があって,
$u(T_{0}, u_{0}, u_{1})=u’(T_{0}, u_{0}, u_{1})=0$ となる.

(2) $u_{1}>h(u_{0})$ のとき, $T_{m}$ く十 $\infty$ であり,

$\lim_{tarrow T_{m}}u(t, u_{0}, u_{1})=\lim_{tarrow T_{m}}u’(t, u_{0}, u_{1})=+\infty$ ;

(3) $u_{1}<h(u\mathrm{o})$ のとき, $T_{m}<+\infty$ であり,

$t arrow\tau_{m}1\dot{\mathrm{u}}\mathrm{n}u(t, u_{0}, u_{1})=\lim_{tarrow T_{m}}u’(t, u_{0}, u_{1})=-\infty$ .

指数 $q$ に関する条件は, $0<q<p$ にまで緩められるものと思ゎれるが, 技
術的な問題があって, 今のところ, $0<q$ く而 $\mathrm{n}\{2, p\}$ でしかできてぃない.

$q\geq 1$ の場合には, 方程式系 (2) の $(u, v)=(0,0)$ における線形化方程式

$(\begin{array}{l}u’(t)v’(t)\end{array})=DF(0,0)(\begin{array}{l}u(t)v(t)\end{array})$ (5)

を考えることができる.

$DF(u, v)=(\begin{array}{ll}0 \mathrm{l}p|u|^{p-\mathrm{l}} -\delta q|v|^{q-1}\end{array})$ (6)

であるから, 行列 $DF(0,0)$ は, $q=1$ の場合, $q\geq 1$ の場合に, それぞれ,

$(\begin{array}{ll}0 \mathrm{l}0 -\delta\end{array})$ , $(\begin{array}{ll}0 \mathrm{l}0 0\end{array})$ (7)
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となる. このとき, 行列 $DF(0,0)$ の固有値は $q=1$ の場合が 0, $-\delta$ であり,

$q\geq 1$ の場合が 0, 0 であって, いずれの場合も $(0, 0)$ は, 線形化方程式 (5)
の鞍点にはなっていない. これは, 方程式系 (2) の解の挙動が, $(u, v)=(0,0)$

の近辺においてさえも $(u, v)=(0,0)$ での線形化方程式の解の挙動からの遺伝
によるものではないことを意味している.

定理 2の証明のあらまし
一意性等の煩雑さを避けるため, $1 \leq q<\min\{2, p\}$ の場合について, 定理

2 の証明の道筋をざつと述べることにする. 基本的な線は, $q=1$ の場合と同

じであるから, 詳しくは, [1] を参照して頂きたい. $\delta=0$ の場合は, 直接計算

により容易にでるから省略する. $\delta>0$ と $\delta<0$ の場合に分けて考えるのであ
るが, どちらの場合でも殆ど同じであるから, $\delta>0$ の場合のみについて述べ

ることにする.
以下では, $\delta>0,$ $p>1,1\leq q<\mathrm{n}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{n}\{2, p\}$ を仮定することにする.

補題 1 $v$ と $w$ が, $C^{1}[0, T)$ に属する関数で, $v’,$ $w’\in AC_{loe}[0, T)$であり,

$v”(t)-w”(t)$ $+$ $\delta(|v’(t)|^{q-1}v’(t)-|w’(t)|^{q-1}w’(t))$

$\geq$ $|v(t)|^{p-1}v(t)-|w(t)|^{p-1}w(t)$ , $a.e$ . $t\in(0, T)$

$v(0)\geq w(0)$ , $v’(0)>w’(0)$

を満たすとする. このとき,

$v’(t)-w’(t)>0$ $(0<T)$

$v(t)-w(t)>0$ $(0<t<T)$

が成り立つ.

補題 2 (Souplet [2]) $u0>0$ かつ $u_{1}>0$ とすると, T。く十 $\infty$ であり,

$t\in(0, T_{m})$ に対して, $u(t)>0,$ $u’(t)>0$ が成り立つ.

補題 1 は, 背理法を用いれば単純な計算よりでる. また, 補題 2 の結論が,

$u0\geq 0,$ $u_{1}\geq 0,$ $u_{0}^{2}+u_{1}^{2}\neq 0$ の場合にも成り立つことが簡単にわかる. このと

き, さらに,

$\lim_{tarrow T_{m}}u(t, u_{0}, u_{1})=\lim_{tarrow T_{m}}u’(t, u_{0}, u_{1})=+\infty$

が成り立つことが, 等式

$e(t)+ \delta\int_{0}^{t}|u’(s)|^{q+1}ds=e(0)$ (8)
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よりでる. ここで,

$e(t.)= \frac{1}{2}u’(t)^{2}-\frac{1}{p+1}|u(t)|^{p+1}$

である. 方程式 $.(1)$ の対称性から

$u(\cdot, -u_{0}, -u_{1})=-u(\cdot, u_{0}, u_{1})$ , ク $m(-u_{0},..-u_{1})=T_{m}(u_{0}, u_{1})$ .

であることに注意すれば, $u0\leq 0,$ $u_{1}\leq 0,$ $u_{0}^{2}+u_{1}^{2}\neq 0$ の場合にも, $T_{m}<+\infty$

であり, $t\in(0, T_{m})$ [こ対して, $u(t)<0,$ $u’(t)<0$ と

$\lim_{tarrow T_{m}}u(t, u_{0}, u_{1})=\lim_{tarrow T_{m}}u’(t, u_{0}, u_{1})=-\infty$

が成り立つことがわかる. これで, $u_{0}\cdot u_{1}\geq 0$ の場合の挙動がわかった.

補題 3 $t\in[0, T_{m})$ に対して, $u(t)>0,$ $u’(t)<0$ であれば, $T_{m}=+\infty$ で
あり, $\lim_{tarrow+\infty}u(t)=\lim_{tarrow+\infty}u’(t)=0$ . が成り立っ

補題 3 の証明 : 方程式 (1) より,

$u”(t)=|u(t)|^{p-1}u(t)-\delta|u’(t)|^{q-1}u’(t)>0$ (9)

であるから, $u’$ は単調増加であり, $u’(t)<0$ より, $u$ は単調減少である. し
がって,

$0<u(t)\leq u_{0}$ , $0>u’(t)>u_{1}$ $(0\leq t<T_{m})$

であり, $T_{m}=+\infty$ がわかる. $\lim_{tarrow+\infty}u’(t)<0$ なら, 十分大なる $t$ に対して
$u(t)<0$ となり, また, $\lim_{tarrow+\infty}u(t)>0$ なら, (9) 式より, 十分大なる $t$ に対し

て $u’(t)>0$ となるから,
$t$

1而
$\infty$

u(t)=tl而$\infty u’(t)=0$ でなければならない.
.1

uo>0[こ対して,

$A(u_{0})=$ { $u_{1}\in(-\infty,$ $0)|u(t)>0,$ $u’(t)>0$ 十分大なる t},
$B.(u_{0}\cdot)=$ { $u_{1}.\in(-\infty,$ $0)|u(t)<0,$ $u’(t)<0$ 十分大なる t}.

$\mathrm{v}$

と定義する. ただし, $u(\overline{t})^{-}=u(t;u_{0}, u_{1}),$ $u’(t)=u’(t;u_{0}, u_{1})$ である.

補題 4 $u_{0}>0$とするとき, 次のことが成り立つ.

(1) $A(u_{0}),$ $B(u_{0})$ は空でない $(-\infty, 0)$ の開集合であり, $A(u_{0})\cap B(u_{0})=\phi$ .
(2) $u_{1}\in A(u_{0})$ かつ $0>r>u_{1}$ なら $r\in A(u_{0})$ .
(3) $u_{1}\in B(u_{0})$ かつ $u_{1}>r$ なら $r\in B(u\mathrm{o})$ .
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補題 4 は, 上で述べた補題 1 - 3 と常微分方程式の一般論からの帰結であ
る. 証明の議論は単純であるが長くなるので, $B(u\mathrm{o})$ が空でないことを示すと

きに, 条件 $q$ く而 $\mathrm{n}\{2, p\}$ が必要となることを注意するだけに留める.
補題 4 より, $u_{0}>0$ のとき,

$0> \inf A(u_{0})\underline{>}\sup B(u_{0})>-\infty$

がわかるが, 補題 1 を使うと,

$\inf A(u_{0})=\sup B(u_{0})(\equiv k(u_{0}))$

を示すことができる. この $k$ を用いて,

$h(u_{0})=\{$

$k(u_{0})$ $(u_{0}>0)$ ,
0 $(u_{0}=0),$

:

$-k(-u_{0})u_{0}<0)$ ,

り, 一件落着となる.
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