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1. フルタ不等式から chaotic 順序へ

$A,$ $B$ をヒルベルト空間上の正作用素とする。 $A$ がヒルベルト空間 $H$ 上の正作用素であ

るとは $(Ax, x)\geq 0\forall x\in H$ のときをいい $A\geq 0$ と表す。 また $A$ が狭義の正作用素である

とは $A\geq 0$ かつ可逆な場合をいい $A>0$ と表すことにする。 ここでは $A,$ $B\geq 0$ に対し

$A,$ $B$ の $\alpha$-pmer mean #。と呼ばれる作用素平均 [20] を基本的な手法として扱う。それは

次のように与えられる。

$A\#\alpha B=A^{\frac{1}{2}}(A^{-\frac{1}{2}}BA^{-\frac{1}{2}})^{\alpha}A^{1}\mathrm{z}$ , for $\alpha\in[0,1]$

フルタ不等式 $([8],[9])$ を作用素平均を用いて表すと次のようになる $([3],[13])_{\text{。}}$

Furuta inequality:

(F) $A\geq B\Rightarrow A^{u}\#_{\frac{1-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}\leq A$ and $B\leq B^{u}\#_{\frac{1-u}{\mathrm{p}-u}}A^{\mathrm{p}}$

for $p\geq 1$ and $u\leq 0$ .

これを作用素平均を用いて証明を与えると次のように 1 行に繋ぐことができる ([13])。

Satellite theorem of the Furuta inequality: If $A\geq B\geq 0$ , then

(SF) $A^{u}\#_{\frac{1-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}\leq B\leq A\leq B^{u}\#_{\frac{1-u}{\mathrm{p}-u}}A^{p}$

for all $p\geq 1$ and $u\leq 0$ .

この $A^{u}\#\alpha B^{p}$ を $A^{u}$ と $B^{p}$ とを繋ぐ path とみなす。
即ち $\alpha=0$ のとき $A^{u}\#\mathrm{o}B^{p}=A^{u},$ $\alpha=1$ のとき $A^{u}\# 1B^{p}=B^{p},$ $0<\alpha<1$ のときを $A^{u}$

が $B^{p}$ tこ変化してゆく途中経過とみなす。 $\alpha=\frac{\delta-u}{p-u}$ とすることでフルタ不等式は $\delta=1$ に

おける現象を表している、 という解釈を与えることとができる。
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Satellite theorem of the Furuta inequality は Figure 1 で見られるとおり $\delta=1$ [こおい

て図に表れる大小関係がそのまま得られるということである。先の Sateffite theorem をも
う少し一般化すれば

$A^{u}\#_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}$
と

$B^{u}\#_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}A^{p}$ およひ $A^{\delta},$ $B^{\delta}$ との関係は次のようになる
$([5],[6])_{\text{。}}$

$0< \delta\leq\min\{1,p\}$ の場合

(1) $A^{u}\#_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}\leq B^{\delta}\leq A^{\delta}\leq B^{u}\#_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}A^{p}$

$\max\{u, -1\}\leq\gamma<0$ の場合

(2)
$A^{u}\#_{\mathrm{p}-}\mathrm{L}_{\frac{u}{u}}^{-}B^{p}\leq A^{\gamma}\leq B^{\gamma}\leq B^{u}\#\alpha_{\frac{-u}{-u}}\mathrm{p}A^{p}$

次に $\deltaarrow 0$ とした場合、 どのような関係が得られるかにつぃて考えてみる。 (1) において

$\frac{A^{\delta}-I}{\delta}\geq\frac{B^{\delta}-I}{\delta}$

は成立している。 このことより次を得る。

$\lim_{\deltaarrow 0}\frac{A^{\delta}-I}{\delta}\geq\lim_{\deltaarrow 0}\frac{B^{\delta}-I}{\delta}$
$\Leftrightarrow$ $\log A\geq\log B$

そこで $\log A\geq\log B$ なる関係を $A\gg B$ と表し chaotic 順序と呼ぶ。 この chaotic順
序を Figure 1 上で見られる関係として次の結果は自然なものであろう。 これは安藤 ([1]) の
exponential inequalty に刺激され得られた結果である ([4]) が、 これからの議論の出発点で
もある、 という意味を込めて chaotic Furuta 不等式と呼ぶこととする。

Chaotic Furuta $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}\mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{y}$ Let $A$ and $B$ be positive invertible operators. If $A\gg B$ ,
then

(CF) $A^{u}\#_{\frac{-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}\leq I\leq B^{u}\#_{\frac{-u}{\mathrm{p}-u}}A^{p}$
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for any $p\geq \mathrm{O}$ and $0\geq u$ .

これはさらに次のように一般化できる ([14],[15],[18],[19])。

Theorem A. Let $A$ and $B$ be positive invertible operators, then the followings are
equivalent.

(1) $A\gg B$ (i.e. $\log A\geq\log B$)

(2) $A^{u}\#_{\frac{\delta-u}{p-u}}B^{p}\leq|B^{\delta}f$or $u\leq \mathrm{O}$ and $0\leq\delta\leq p$

(3) $B^{u}\#_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}A^{p}\geq A^{\delta}f$or $u\leq \mathrm{O}$ and $0\leq\delta\leq p$

(4) $A^{u}\#_{\mathrm{p}}\iota_{\frac{-u}{-u}}B^{p}\leq A^{\gamma}f$or $u\leq\gamma\leq 0$ and $0\leq p$

(5) $B^{u}\mathfrak{p}_{1_{\frac{-\mathrm{u}}{-u}}}A^{p}\geq B^{\gamma}f\sigma ru\leq\gamma\leq 0$ and $0\leq p$.

簡単のため証明を与えておく。

Proof of Theorem A. Since $A^{u}\#_{\frac{-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}\leq 1$ by (CF), (1) implies (4) is given as
follows:

$A^{u}\#_{p-}\mathrm{L}_{\frac{u}{u}}^{-}B^{p}=A^{u}\# f_{\frac{-u}{u}}-(A^{u}\#_{\frac{-u}{p-u}}B^{p})\leq A^{u}\#\mathrm{L}_{\frac{u}{u}}--1=A^{\gamma}$ .

The equivalence of (2), (3), (4) and (5) are also shown similarly and the converse is the
case of $\delta=0$ .

と $A>>B$ の相異を明らかにしているのが次の定理である ([18],[19])。

Satellite theorem of chaotic Furuta inequality: Let $A$ and $B$ be positive invenible
operators. If $A>>B$ , then

(SCF) $A^{u}\#_{\frac{1-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}\leq B$ and $A\leq B^{u}\#_{\frac{1-u}{\mathrm{p}-u}}A^{p}$

holds for any $p\geq 1$ and $0\geq u$ .

$A\gg B$ は $A\geq B$ より弱い順序であることより $A\geq B$ の仮定が加われば (SCF) より

(F) または (SF) は直ちに得られる。

2. chaotic 順序とグランドフルタ型不等式
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ますグランドフルタ不等式について述べよう ([2],[10],[11])。 これも作用素平均を用いて
表すと次のようになる ([4],[7])。 ただしここで $\ovalbox{\tt\small REJECT}$, は $\alpha$-power mean を一般化したもので

$A\mathfrak{h}_{s}B=A^{\frac{1}{2}}(A^{-\frac{1}{2}}BA^{-\frac{1}{2}})^{s}A^{\frac{1}{2}}$ $s\in \mathrm{R}$

で与えられる。 $0\leq s\leq 1$ のときは $\mathfrak{h}_{*}=\#\epsilon$ である。

Grand Furuta inequality: If $A\geq B\geq \mathrm{O}$ and $A$ is invertible, then for each $1\leq p$

and $0\leq t\leq 1$ ,

(GF) $A^{-\mathrm{r}+t}\#\mathrm{p}1\dashv\mu_{5}(A^{t}\mathfrak{h}_{l}B^{p})\leq A$ and $B\leq B^{-r+t}$ #d白\mu rr( $B^{t}\mathfrak{h}_{s}$ Aり

holds for $t\leq r$ and $1\leq s$ .

このグランドフルタ不等式についてもフルタ不等式の場合と同様 Satellite 型が得られ次
のように与えられる ([16])。

Satellite theorem of the grand Furuta inequality. If $A\geq B>0$ , then for
$0\leq t\leq 1,0\leq t<p\leq\beta,$ $u\leq 0,0\leq\delta\leq 1$ and $\delta\leq\beta$, tu follouring holds.

(SGF) $A^{u}\#$

\mbox{\boldmath $\delta$}『$0\sim$

$(A^{t}\# e_{\frac{-t}{-t}}\mathrm{p}B^{p})\leq(A^{t}\mathfrak{h}_{g_{\frac{-t}{-t}},\mathrm{p}}B^{p})\not\supset\delta\leq B^{\delta}$

$\leq A^{\delta}\leq(B^{t}\#_{\mathrm{p}}E_{\frac{-t}{-t}}A^{p})F\delta\leq B^{u}\#_{p\frac{-u}{-u}}\delta(B^{t}\mathfrak{h}L\preceq A^{p})$

ここで $s=\rho_{\frac{-t}{-t}}p’ u=-r+t$ と置くことで (GF) の形に変換することができる。我々は下
図 (Figure 2) に見るように (SGF) もまた $B^{u}$ と $B^{t}\mathfrak{h}L-\underline{t}$ ! を繋ぐ path に於ける現象と

$\mathrm{p}-t$

みなす。 $\delta$ の条件をもう少し弱めることで次のような形を与える事をができる ([17])。

Theorem B. If $A\geq B>0$, then for each $t\in[0,1],$ $0\leq t<p\leq\beta,$ $u\leq \mathrm{O}$ and
$0\leq\delta\leq\beta$, the following hold.

$A^{u}$ #kあ $(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{-}^{-},\mathrm{p}-i}B^{p})\leq(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{\frac{t}{t}}^{-},\mathrm{p}-}B^{p})F\delta$

$B^{u}\#_{F^{\frac{-u}{-u}}}\delta(B^{t}\#_{\mathrm{p}}\mathit{4}_{\frac{-t}{-t}}A^{p})\geq(B^{t}\# e_{\frac{-t}{-t}}\mathrm{p}A^{p})^{p}\delta$

さらに $\delta$ の自由度を広げることで、 フルタ型不等式とグランドフルタ型との間において
次のような順序がつくことがわかる。 これらの関係も下図 (Figure 2) のように表すことが
できる ([17], cf.[12],[13])。

Theorem 1. If $A\geq B>\mathrm{O}$ and $0\leq t\leq 1,0\leq t<p\leq\beta,$ $u\leq 0$ , then

$A^{u}\#_{r^{\frac{-u}{-u}}}\delta(A^{t}\# e_{\frac{-t}{-t}}\mathrm{p}B^{p})\leq A^{u}\#_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}$

and
$B^{u}\#_{\overline{r_{-}}^{\frac{u}{u}}}\delta(B^{t}\mathfrak{h}_{L_{\frac{t}{t}}^{-},\mathrm{p}-}A^{p})\geq B^{u}\#_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}A^{p}$

26



holds for $u\leq\delta\leq p$ .

ではグランドフルタ型不等式において chaotic 順序を用いるとどのようなものになるか、
また $t\in[0,1]$ を緩めることはできないか、 などといったことが気になってくる。 これを負
の値に取って同様の議論を展開出来ないものかと気になっていた。 ところが Theorem A を

使うことで $A\gg B$ のとき次が成り立つ。

Theorem 2. If $A\gg B$ , then for $u\leq t\leq 0\leq p\leq\beta,$ $u\leq\delta\leq p$ and $p\leq\beta\leq 2p$, the
following hold.

$A^{u}\#\mathrm{s}F^{\frac{-u}{-u}}(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{\frac{t}{t}}^{-},\mathrm{p}-}B^{p})\leq A^{\mathrm{u}}\#_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}$

$B^{u}\#_{\tau^{\frac{u}{-u}}}\delta-(B^{t}\mathfrak{h}_{L_{\frac{t}{t}}^{-},p-}A^{p})\geq B^{u}\mathfrak{h}_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}A^{p}$

Lemma. If $A\gg B$ and $0\leq p\leq\beta\leq 2p$, then for $u\leq t\leq 0$ ,

$A^{l}\mathfrak{h}_{E_{\frac{-t}{-t}},\mathrm{p}}B^{p}\leq A^{u}\#_{\mathrm{p}-}L_{\frac{u}{u}}^{-}B^{p}$

and
$B^{t}\mathfrak{h}_{L-t,\mathrm{p}-t}A^{p}\geq B^{u}\mathfrak{h}_{L_{\frac{-u}{-u}},\mathrm{p}}A^{p}$ .

Proof. Since $1\leq \mathrm{g}_{\frac{-t}{-t}}p\leq 2$ and by using Theorem 1, we have the following:

$A^{t}\mathfrak{h}_{L_{\frac{t}{t}}^{-},\mathrm{p}-}B^{p}$
$=$ $B^{p}$ ( $B^{-p}$ #Lよ $A^{-t}$ ) $B^{p}$

$\leq$
$B^{p}(B^{-p}\#_{\mathrm{p}-\not\in}L^{-}(A^{u}\#_{\frac{t-u}{\mathrm{p}-u}}B^{-u})B^{p}$
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$=$ $B^{P}(B^{-p}\#_{\mathrm{p}}$よ $(B^{-p}\#_{\mathrm{p}-}L_{\frac{t}{u}}^{-}A^{-u})B^{p}$

$=$ $B^{p}$ ( $B^{-p}\#_{\mathrm{p}}$ よ $A^{-u}$ ) $B^{p}=A^{u}\mathfrak{h}_{\mathit{4}_{\frac{-u}{-u}}}B^{P}$.

Proof of Theorem 2. By the above lemma, we have

$A^{u}\# s_{\frac{-u}{-u}}p(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{\frac{t}{t}}^{-},\mathrm{p}-}B^{p})$

$\leq$
$A^{u}\#_{F}\iota_{\frac{-u}{-u}}(A^{t}\mathfrak{h}_{L_{\frac{u}{u}}^{-},\mathrm{p}-}B^{p})=A^{u}\#_{\frac{\delta-u}{\mathrm{p}-u}}B^{p}$

この関係も次の Figure 3 によって説明できる。

$\mathfrak{h}_{L_{\frac{t}{t}}^{-},\mathrm{p}-}A^{p}$

$\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}2$ において $p\leq\beta\leq 2p$ という制限がついてしまうことに不満を感じていた$($

ところが次のようにすることで \beta .は自由となり次の関係を得る。

Theorem 2. For $A,$ $B>0$ , if $A\gg B$ and $u\leq t\leq 0\leq p\leq\beta$, then

(1) $A^{u}\#\alpha$

あ $(A^{t}\mathfrak{h}_{g_{\frac{-t}{-t}},\mathrm{p}}B^{p})\leq A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\alpha-t}{\mathrm{p}-t}}B^{p}$

(2) $B^{u}\#_{T^{\frac{-u}{-u}}}\alpha(B^{t}\# e_{\frac{-t}{-t}}\mathrm{p}A^{p})\geq B^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\alpha-t}{\mathrm{p}-t}}A^{p}$

hol&for $t\leq\alpha\leq\beta$.

Proof. By (FC), we have $(A^{-\frac{t}{2}}B^{\mathrm{p}}A^{--i)^{\frac{-t}{\mathrm{p}-1}}}\leq A^{-t}$ .
So $A\gg(A^{-_{\mathrm{Z}}^{t}}B^{p}A^{-_{B)^{\frac{1}{\mathrm{p}-l}}}^{l}}$ holds and

$A^{u-t}\# q-m_{u-t}^{u-t}-i_{-}^{-}(A^{-\frac{t}{2}}B^{p}A^{--i_{)^{\mathrm{p}}}^{e_{\frac{-\iota}{-t}}}}\leq(A^{-_{2}}B^{p}A^{-\frac{t}{2}})^{\frac{\alpha-}{\mathrm{p}-}i}i$ .
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$A^{u}\#_{\frac{\alpha-t}{\mathrm{p}-t}}(A^{t}\mathfrak{h}_{\beta_{\frac{-t}{-t}},p})\leq A^{t}\mathfrak{h}_{\frac{\alpha-t}{\mathrm{p}-t}}B^{p}$.

下図 (Figure 4) は Theorem 2 の (2) の関係を示したものとなっている。

この図からもわかるように Theorem 2 は更に詳しく述べると次のようにできる。

Corollary 4. Let $A,$ $B>\mathrm{O}$ and $A>>B$ . Then the following (1) and (2) holds.
(1) the case $t\leq\alpha\leq 0$ ,

$A^{u}$ #戸 F----uu $(A^{t}\#_{\mathrm{p}}\beta_{\frac{-t}{-t}}B^{p})\leq A^{t}\#_{\frac{\alpha-t}{\mathrm{p}-t}}B^{p}\leq A^{\alpha}$

$B^{u}$ #\beta ゝ0uu $(B^{t}\mathfrak{h}R_{\frac{-t}{-t}}\mathrm{p}A^{p})\geq B^{t}\#_{\frac{\alpha-t}{p-t}}A^{p}\geq B^{\alpha}$

(2) the case $0\leq\alpha\leq p$,

$A^{u}$ #7口 0uu $(A^{t}\#_{p}\beta_{\frac{-t}{-t}}B^{p})\leq A^{t}\#_{\frac{\alpha-t}{p-t}}B^{p}\leq B^{\alpha}$

$B^{u}\#_{p^{-\frac{-u}{-u}}}\alpha(B^{t}\#_{\mathrm{p}}R_{\frac{-t}{-t}}A^{p})\geq B^{t}\#_{\frac{\alpha-t}{p-t}}A^{p}\geq A^{\alpha}$

Proof. (1) is obtained as follows: By (CF), we have $(A^{-}\mathrm{z}B^{p}A^{-\frac{t}{2}})^{\frac{-t}{p-t}}t\leq A^{-t}$.
Since $A_{1}=A^{\alpha-t}\gg(A^{-\frac{t}{2}}B^{p}A^{-\frac{t}{2}})^{\frac{\alpha-t}{\mathrm{p}-t}}=B_{1},$

$A_{1}^{t_{1}}\#_{\frac{1-t}{p1-}t_{1}\llcorner}B_{1}^{p1}\leq B_{1}$ holds for $t_{1}\leq 0$ and

$1\leq p_{1}$ by (SCF). Let $t_{1}= \frac{u-t}{\alpha-t_{1}}$ and $p_{1}=L-t\alphaarrow t$ ’then

$A^{u-t}\#_{\overline{T-}}\alpha_{\frac{u}{u}}(A^{-\frac{t}{2}}B^{p}A^{-\frac{t}{2}})^{p}\mathrm{g}_{\frac{-t}{-\mathrm{t}}}\leq(A^{-\frac{t}{2}}B^{p}A^{-\frac{t}{2}})^{\frac{\alpha-t}{\mathrm{p}-t}}$ .

Namely,
$A^{u}\#_{\overline{T-}}\alpha_{\frac{u}{u}}(A^{t}\mathfrak{h}\rho_{\frac{-t}{-t}}\mathrm{p}B^{p})\leq A^{t}\#_{\frac{\alpha-t}{p-t}}B^{p}\leq B^{\alpha}$.
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The final inequality is obtained by Theorem 2.

最近古田は chaotic 順序に関して作用素平均を用いて表すと次のようになる結果を示し
ている ([u])。

Theorem Fl. For positive invertible operators $A$ and $B,$ $A\gg B$ if and only if

(F1) $I\geq A^{-r+t}\#_{\mathrm{r}p\urcorner-\iota^{\frac{t}{+r}}}r-.B^{(p-t)\iota+t}\geq A^{-r+t}\#_{\ulcorner^{r-}\mathrm{p}-\urcorner t^{\frac{t}{.+r}}}.(A^{t}\#_{\epsilon}B^{p})$

hous for $t\leq 0,$ $t\leq r,$ $0\leq p$ and $\frac{-t}{\mathrm{p}-t}\leq s\leq 1$ .

Theorem F2. For positive invertible operators $A$ and $B,$ $A\gg B$ if and only if

(F2) $1\geq A^{-r+t}\#_{T\mathrm{p}\neg-t\cdot\overline{+r}}r-l(A^{t}\mathfrak{h}_{\epsilon}B^{p})\geq A^{-r+t}\#_{T\mathrm{p}\neg-t^{\frac{t}{+r}}}r-.B^{(p-t)s+t}$

holds for $t\leq 0,$ $t\leq r,$ $0\leq p$ and l\leq s\leq \sigma 仁\preceq .
(F1) iこついては $u=-\mathrm{r}+$ も $s= \frac{\delta-t}{p-t},$ $t\leq 0\leq\delta\leq p$ とすれば

$(\mathrm{F}1’)$ $I\geq A^{u}\#_{t^{\frac{-u}{-u}}}B^{\delta}\geq A^{u}\#_{T^{\frac{-u}{-u}}}(A^{t}\#_{\frac{\delta-t}{\mathrm{p}-t}}B^{p})$

と表せる。最初の不等号は (CF) であり、 2番目は $\mathrm{T}\mathrm{h}\infty \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}$ A より $A^{t}\#_{\frac{\delta-t}{\mathrm{p}-t}}B^{p}\leq B^{\delta}$ で

あるから明らかとなる。
また (F2) についても $u=-r+t,$ $s=\simeq-tp-t’ t\leq 0\leq p\leq\beta\leq 2p$ とすれば

$(\mathrm{F}2’)$ $I\geq A^{u}$ #ヶユ $(A^{t}\mathfrak{h}_{\mathrm{E}_{\frac{-t}{-\iota}},\mathrm{p}}B^{p})\geq A^{u}$ #7『-1
$B^{\beta}$

と表せる。最初の不等号は Theorem 1 の $\beta=0$ の場合であり更に (CF) を使うことで得ら
れる。 2番目の不等号については次の Lemma より明らかである。

Lemma. Let $t\leq\alpha\leq 0\leq p\leq\beta$ and $0\leq p-\alpha M-\leq 1$ . Then for $A\gg B$ , the following
holds.

$A^{t}\mathfrak{h}_{L_{-}^{-},\mathrm{p}-i}B^{p}\geq B^{\beta}$ .

Proof.

$A^{t}\#_{\mathrm{p}-t}L=^{t}B^{p}$
$=$ $B^{p}$ $\#=$E

$\mathrm{p}$-t
$A^{t}=B^{p}(B^{-p}\#\mapsto-\mathrm{p}-*A^{-t})B^{p}$

$=$ $B^{p}(B^{-p}\#\mapsto-\mathrm{p}-\circ(B^{-p}\#\epsilon \mathrm{p}^{\frac{-\alpha}{-\iota}}A^{-t}))B^{p}\geq B^{p}(B^{-p}\#_{\mathrm{p}-\alpha}L-\mathrm{A}B^{-\alpha})B^{p}=B^{\beta}$ .
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