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1 はじめに

$A$ を $n\cross n$ の特異な実行列, $x,$ $b\in \mathrm{R}^{n}$ とする. このとき, 連立一次方程式

(1.1) $A_{X}=b$ ,

あるいはより一般的には, 最小二乗問題 $\min||b-Ax||_{2}$ を考える.
$X\in \mathrm{R}^{n}$

これらは, 例えば流体解析などで生じる偏微分方程式に全周ノイマン条件を課し, 有限
差分法や有限要素法で離散化する際, 辺要素を用いた有限要素法による電磁界解析, 有限
要素法で冗長な内挿関数を用いる場合 [6], マルコフ連鎖の定常確率状態ベクトルを求める
ときなどに生じる. また, Jacobi-Davidson 法 [5] で固有値問題を解く際の修正方程式も特
異である.

このような特異な系をクリロフ部分空間法を用いて解くことを考える. その中でも双直
交性に基づいた手法は発散する場合があり, 収束を保証するには系に修正を施す必要があ
る. 一方, GCR(k) 法 (一般化共役残差法)[2] や GMRES(k) 法 [4] のように残差の最小化
に基づいた方法では, その原理からして, そのような修正を行わないでも残差が単調に減
少することが期待される [1].
そこで, 本論文では特異な系に対して GCR(k) 法が破綻なく収束するための必要十分条

件について論じる.

なお, 本論文では以下の記号を用いる.
$\langle v_{1}, \cdots, v_{m}\rangle$ : ベクトル $v_{1},$ $\cdots,$ $v_{m}$ によって張られる部分空間.
$V^{[perp]}:$ $\mathrm{R}^{n}$ の部分空間 $V$ の直交補空間.
$V\oplus W$ : 部分空間 $V$ と部分空間 $W$ の直和.

また, 任意の $n$ 次の実正方行列 $X$ に対して,
$R(X)$ : 行列 $X$ の像空間, つまり $X$ の列ベクトルの張る部分空間,
$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}X$ : 行列 $X$ の零空間, つまり, $Xv=0$ となるベクトル $v\in \mathrm{R}^{n}$ の成す部分空間,

$X+X^{\mathrm{T}}$

$M(X):=\overline{2}$ : 行列 $X$ の対称部,
$\lambda_{\min}(X)$ : 行列 $X$ の固有値のうち絶対値が最小となる固有値,
$\lambda_{\min}^{+}(X)$ : 行列 $X$ の 0 ではない固有値のうち絶対値が最小となる固有値,
$\lambda_{\max}(X)$ : 行列 $X$ の固有値のうち絶対値が最大となる固有値,
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2 正則な系に対する GCR(k) 法とその収束性

まず, 正則な系に対する GCR(k) 法のアルゴリズムとその収束性 [2] につぃて述べる.
(対称とは限らない) $n\mathrm{x}n$ の正則な実行列 $A$ を係数行列, $b\in \mathrm{R}^{n}$ を右辺, $x\in \mathrm{R}^{n}$ を解
とする連立一次方程式

(2.1) $Ax=b$

に対して, GCR(k) 法のアルゴリズ\Delta は次のように与えられる.

GCR(k) 法のアノレ $\mathrm{f}$リズム

Choose $x_{0}$

$*r_{0}=b-Ax_{0}$

$p_{0}=r_{0}$

For $i=0,1,$ $\ldots,$
$\mathrm{k}$ until the residual (r) converges, do

begin
$\alpha:=\frac{(r.,Ap.)}{(Ap\dot{.},Ap_{i})}$

$x_{i+1}=x:+\alpha:p_{:}$

$r_{i+1}=r_{i}-\alpha_{i}Ap_{i}$

私 $=- \frac{(Ar.+1Ap_{j})}{(Ap_{j},Ap_{j})}.$

,
$(0\leq j\leq i)$

$p_{:+1}=r:+1+ \sum_{j=0}^{\cdot}\dot{\beta}_{j}p_{j}$

end
$x_{0}=x_{k+1}$

Go $\mathrm{t}\mathrm{o}*$ .
(2.2)

まず, 次の補題に注意する.

補題 21 行列 $A$ の対称部 $M(A)$ が定値ならば行列 $A$ は正則である. 口

さて, 係数行列 $A$ が正則なとき, GCR(k) 法の残差ベクトルが 0 に収束するための十分
条件は, 次の定理で与えられる $[2, 3]$ .

定理 2.2 係数行列 $A$ の対称部 $M(A)$ が定値であるならば, 次のいずれがが成り立っ.

1. ある $l\geq 0$ が存在して, $P:\neq 0(0\leq i<l),$ $r_{l}=0$ となる. さらに, $0\leq i<l$ に対し
て

(2.3) $\frac{||r.+1||_{2}^{2}}{||r.||_{2}^{2}}..\leq 1-\frac{\{\lambda_{\min}(M(A))\}^{2}}{\lambda_{\max}(A^{\mathrm{T}}A)}$

が成り立つ.

2. 全ての $i\geq 0$ に対して乃 $\neq 0$ , かっ $r:\neq 0$ であって, 式 (2.3) が成り立っ. 口
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ところで, 次の補題が成り立つ.

補題 23 $M(A):= \frac{A+A^{\mathrm{T}}}{2}$ が定値でない $\Rightarrow\exists v\neq 0;(v, Av)=0$ . 口

この補題を用いると, GCR(k) 法が破綻することなく収束するための必要十分条件を与
える次の定理が導かれる [1]. ただし, 「破綻」 とは [ $\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{R}(\mathrm{k})$ 法のアルゴリズムにおけ

るパラメータ $\alpha_{i}$ の分母 ( $Ap_{i}$ , Ap�が 0 となり, 計算が続行できなくなること」 である.

定理 2.4 係数行列 $A$ が正則であるとき, (1)$-(3)$ は同値である.

(1) 任意の右辺項 $b$ および初期近似解 $x_{0}$ に対して, GCR(k) 法は破綻せず, かつ収束す
る.

(2) 任意の右辺項 $b$ および初期近似解 $x_{0}$ に対して, GCR(A) 法は破綻しない.

(3) 係数行列 $A$ の対称部 $M(A)$ が定値である. 口

3 特異な系に対する GCR(k) 法の収束性

次に, 連立一次方程式 (2.1) の一般化として, 正則とは限らない $n\cross n$ 行列 $A$ と, $b\in \mathrm{R}^{n}$

に対する最小 2 乗問題
(3.1) $\min_{X\in \mathrm{R}^{n}}||b-Ax||_{2}$

に対する GCR(k) 法の収束性を考える. ただし, 以下では rankA $=\dim R(A)=r>0$ と

する.

文献 [1] に従い,
$q_{1},$ $\cdots,$ $q_{r}$ : $R(A)$ の正規直交基底,
$q_{r+1},$ $\cdots,$ $q_{n}$ : $R(A)^{[perp]}$ の正規直交基底

とおき,
$Q_{1}:=[q_{1}, \cdots, q_{r}]$ : $n\mathrm{x}r$行 $F\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$Q_{2}:=[q_{r+1}, \cdots, q_{n}]$ : $n\mathrm{x}(n-r)$ 行 $F\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$Q:=[Q_{1}, Q_{2}]$ : $n\mathrm{x}n$ の直交行列,
従って $Q^{\mathrm{T}}Q=QQ^{\mathrm{T}}=\mathrm{I}_{n}$ ( $\mathrm{I}_{n}$ は $n$ 次の単位行列),

(3.2)

とすると,

$Q^{\mathrm{T}}AQ=\{\begin{array}{ll}Q_{1}^{\mathrm{T}}AQ_{1} Q_{1}^{\mathrm{T}}AQ_{2}0 0\end{array}\}=\{\begin{array}{ll}A_{11} A_{12}0 0\end{array}\}$

を得る.

このとき, 以下が成り立つ.
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定理 3.1 $A_{11}=Q_{1}^{\mathrm{T}}AQ_{1}$ : 正則 $\Leftrightarrow R(A)\oplus \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ $A=\mathrm{R}^{n}$ . 口

定理 32 $A_{12}=Q_{1}^{\mathrm{T}}AQ_{2}=0\Leftrightarrow R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$A. 口

系 33 $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A\Rightarrow A_{11}$ : 正則. 口

3.1 $\mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{R}(\mathrm{k})$ 法の $R(A),$ $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ への分離

従って, 条件「R(A)\perp $=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$」 が成り立つときに限り,

(3.3) $\tilde{A}=Q^{\mathrm{T}}AQ=\{\begin{array}{ll}A_{1\mathrm{l}} 00 0\end{array}\}$

となり, そのとき $A_{11}=Q_{1}^{\mathrm{T}}AQ_{1}$ は正則である.

そこで, 以下ではこの条件のもとで, [1] と同様にして GCR(k) 法のアルゴリズ\Delta が部

分空間 $R(A)$ とその直交補空間 $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ に分離可能であることを示す. そして,

GCR(k) 法の残差の収束性が分離された GCR(k) 法における $R(A)$ 成分の残差の収束性

と一致することを示す. さらに, $R(A)$ 成分に関する GCR(k) 法の収束定理を導く.

式 (3.2) のようにおくと, (2.2) の GCR(k) 法のアルゴリズムで用いられているベクトル

$x,p,$ $b,$ $r$ (添え字は省略) は, 以下のように $R(A)$ の成分 (より正確には, $q_{1},$ $q_{2},$ $\cdots,$ $q_{r}$ で

展開して得られる成分. $x^{1},p^{1},$ $b^{1},$ $r^{1}$ で表す) と $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$の成分 (より正確には,
$q_{r+1},$ $q_{r+2},$ $\cdots,$ $q_{n}$ で展開して得られる成分. $x^{2},p^{2},$ $b^{2}$ ,一で表す) とに分離される.

$\tilde{x}=Q^{\mathrm{T}}x=\{\begin{array}{l}Q_{1}^{\mathrm{T}}xQ_{2}^{\mathrm{T}}x\end{array}\}=\{\begin{array}{ll}\prime x^{1} x^{2}\end{array}\}$ , $\tilde{p}=Q^{\mathrm{T}}p=\{\begin{array}{l}Q_{1}^{\mathrm{T}}pQ_{2}^{\mathrm{T}}p\end{array}\}=\{\begin{array}{l}p^{1}p^{2}\end{array}\}$ .

(3.4)

$\tilde{b}=Q^{\mathrm{T}}b=\{\begin{array}{l}Q_{1}^{\mathrm{T}}bQ_{\mathit{2}}^{\mathrm{T}}b\end{array}\}=\{\begin{array}{l}b^{\mathrm{l}}b^{2}\end{array}\}$ , $\tilde{r}=Q^{\mathrm{T}}r=\{\begin{array}{l}Q_{1}^{\mathrm{T}}rQ_{2}^{\mathrm{T}}r\end{array}\}=\{\begin{array}{l}r^{1}r^{2}\end{array}\}$ .

(3.5)

さて, 式 (3.3),(3.4),(3.5) および

$(r, Ap)=(Q\tilde{r}, AQ\tilde{p})=\tilde{r}^{\mathrm{T}}Q^{\mathrm{T}}AQ\tilde{p}=(r^{1}, A_{11}p^{1})$ ,

$(Ap, Ap)=(AQ\tilde{p}, AQ\tilde{p})=\tilde{p}^{\mathrm{T}}Q^{\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}}AQ\tilde{p}=\tilde{p}^{\mathrm{T}}Q^{\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}}QQ^{\mathrm{T}}AQ\tilde{p}=(\tilde{A}\tilde{p},\tilde{A}\tilde{p})=(A_{11}p^{1}, A_{11}p^{1})$ ,

$(Ar, Ap)=(AQ\tilde{r}, AQ\tilde{p})=\tilde{r}^{\mathrm{T}}Q^{\mathrm{T}}A^{\mathrm{T}}QQ^{\mathrm{T}}AQ\tilde{p}=(\tilde{A}\tilde{r},\tilde{A}\tilde{p})=(A_{11}r^{1}, A_{11}p^{1})$

などより, $\underline{\text{条}\{\mp.\cdot R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A\text{の}\mathrm{t}_{)}\text{とて}.}R(A)$ 成分と $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$成分に分離された GCR(k)
法のアルゴリズムは次のようになる.
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分離された GCR(k) 法のアルゴリズム

Choose $x_{0}$ .
$R(A)$ component $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ component
$b^{1}=Q_{1}^{\mathrm{T}}b$ $b^{2}=Q_{2}^{\mathrm{T}}b$

$x_{0}^{1}=Q_{1}^{\mathrm{T}}x_{0}$ $x_{0}^{2}=Q_{2}^{\mathrm{T}}x_{0}$

$*r_{0}^{1}=b^{1}-A_{11}x_{0}^{1}$ $r_{0}^{2}=b^{2}$

$p_{0}^{1}=r_{0}^{1}$ $p_{0}^{2}=b^{2}$

For $i=0,1,$ $\ldots$ until $r^{1}$ (the $R(A)$ component of the residual $r$ ) converges, do
begin
$\alpha_{i}=\frac{(r_{i}^{1},A_{11}p_{i}^{1})}{(A_{11}p_{i}^{1},A_{11}p^{\mathrm{I}}\overline{)}}.\cdot$

$x_{i+1}^{1}=x_{i}^{1}+\alpha_{i}p.!$ $x_{i+1}^{2}=x_{\dot{\iota}}^{2}+\alpha_{i}p_{i}^{2}$

$r_{i+1}^{2}=b^{2}$

$(0\leq j\leq i)$

$p_{i+1}^{2}=b^{2}+ \sum_{j=0}^{i}$司 $p_{j}^{2}$

end
$x_{0}^{1}=x_{k+1}^{1}$ $x_{0}^{2}=x_{k+1}^{2}$

Go to $*$ .

(3.6)

土記のアルゴリズ\Delta の内, $R(A)$ 成分に関する部分は, 連立一次方程式

(3.7) $A_{11}x^{1}=b^{1}$

に適用した GCR(k) 法と解釈できる. (定理 3.1より, 条件: $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$のもとでは

行列 $A_{11}$ は正則であることに注意) 一方, $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$成分の残差ベクトル $r_{i}^{2}$ は常に式 (3.1) の
最小 2 乗残差 $b^{2}$ に等しい. 従って, 分離された GCR(k) 法のアルゴリズム (3.6) の残差の
収束性は, 式 (3.7) に対する GCR(k) 法のアルゴリズムにおける残差 $r^{1}$ の収束性と一致す
る. よって, 定理 22より, 分離された GCR(k) 法の収束性に関して次の補題を得る.

補題 3.4 係数行列 $A_{11}=Q_{1}^{\mathrm{T}}AQ_{1}$ の対称部 $M(A_{11})$ が定値であるとき, 次のいずれかが
成り立つ.

1. ある $l\geq 0$ が存在して, $p_{i}^{1}\neq 0(0\leq i<l),$ $r_{l}^{1}=0$ となる. さらに, $0\leq i<l$ に対
して

(3.8) $\frac{||r_{i+1}^{1}||_{2}^{2}}{||r_{i}^{1}||_{2}^{2}}\leq 1-\frac{\{\lambda_{\min}(M(A_{11}))\}^{2}}{\lambda_{\mathrm{m}\omega\epsilon}(A_{11}^{\mathrm{T}}A_{11})}$

が成り立つ.
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2. 全ての $i\geq 0$ に対して $p|!\neq 0$ , かつ $r!|\neq 0$ であって, 式 (3.8) が成り立つ. 口

32 $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ の場合の収束定理

次に, [1] と同様にして, 補題 3.4を特異な系に対する GCR(k) 法の収束定理へ拡張する.
そのためにまず以下の補題に注意する.

補題 35 $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ なら, $v^{1}:=Q_{1}^{\mathrm{T}}v=0\Leftrightarrow Av=0$ . 口

補題 36 $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ かつ $M(A_{11})$ が正則なら, $\lambda_{\min}(M(A_{11}))=\lambda_{\min}^{+}(M(A))$. 口

補題 37 $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ のとき,
$M(A_{11})$ : 定値 $\Leftrightarrow$ 「$M$(A) : 半定値, rax止 $M(A)=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A$」. 口

補題 38 $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ なら, \lambda 。へ (AIITAII) $=\lambda_{\mathrm{m}\mathrm{Q}[] \mathrm{c}}(A^{\mathrm{T}}A)$ . 口

すると,
$||r^{1}||_{2}^{2}=||r||_{2}^{2}- \min_{X\in \mathrm{R}^{n}}||b-Ax||_{2}^{2}$

及び補題 3.4,3.5,3.6,3.8より, 特異な係数行列に適用した GCR(k) 法に関する次の収束定
理を得る.

定理 39 $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ かつ $A_{11}:=Q_{1}^{\mathrm{T}}AQ_{1}$ の対称部 $M(A_{11})$ が定値のとき, 次のいず
れかが成り立つ.

1. ある $l\geq 0$ が存在して, $Ap:\neq 0(0\leq i<l),$ $Ar_{l}=0$ となる. これは, 最小 2乗解が
得られていることを意味する. さらに, $0\leq i<$ 垣こ対して

(3.9) $\leq 1-\frac{\{\lambda_{\min}^{+}(M(A))\}^{2}}{\lambda_{\max}(A^{\mathrm{T}}A)}$

が成り立つ.

2. 全ての $i\geq 0$ に対して $Ap.\cdot\neq 0$ , かつ $Ar:\neq 0$ であって, 式 (3.9) が成り立つ. 口

さらに, 補題 23に注意すると, 定理 39を利用して, 1の実正方行列 $A$ に関して, 任意
の右辺 $b$ および初期近似解 $x_{0}$ に対して GCR(k) 法が破綻することなく収束するための必
要十分条件に関する次の定理を得る.

定理 310 以下の (1)$-(5)$ は同値である.

(1) 任意の右辺項 $b$ および初期近似解 $x_{0}$ に対して,
GCR(k) 法は破綻せず, かつ残差の $R(A)$ 成分が 0 に収束する.

(2) 任意の右辺項 $b$ および初期近似解 $x_{0}$ に対して, GCR(k) 法は破綻しない.
(3) $A_{11}:=Q_{1}^{\mathrm{T}}AQ_{1}$ の対称部 $M(A_{11})$ が定値, かつ $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ である.

(4) $A$ の対称部 $M(A)$ が $R(A)$ において定値, かつ $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ である.

(5) $M(A)$ が半定値, かつ rank $M(A)=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A$ , かつ $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ である. 口
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$\gamma_{(\mathrm{f}}*)’,$
$\downarrow^{\frac{arrow}{\vec{\overline{\mathrm{r})}}}}\mathrm{E}^{-}C^{\backslash }\backslash \mathrm{G}\mathrm{C}\mathrm{R}\grave{7}\yen(k=\infty\emptyset \mathrm{f}^{\mathrm{B}}\varpi\hat{\Pi})\hslash^{\backslash ^{\backslash }}|\alpha\ovalbox{\tt\small REJECT}\tau@t_{\varpi\hat{\mathrm{D}}}^{\mathrm{B}}l\ovalbox{\tt\small REJECT} r(=\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{k}A)\fbox \mathfrak{o}\mathrm{L}\backslash \supset_{\backslash }\hslash T^{\backslash ^{\backslash }}|\mathrm{R}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}$

る.

また, 上記で (3) と (4) が同値なのは, $(x, M(A_{11})x)=(x, A_{11}x)=(Q_{1}x, AQ_{1}x)=$

$(y, Ay)=(y, M(A)y)$ , $y:=Q_{1}x\in R(A)$ による.

最後に, GCR(k) 法が収束する際の近似解の収束先について次の定理が成り立つ.

定理 3.11 $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ のとき, GCR(k) 法で残差の $R(A)$ 成分が 0 に収束するとき
(最小二乗解), 近似解 $x$ : の $R(A)$ 成分 $x_{i}^{1}$ は $A_{11}^{-1}b^{1}$ に収束する.

さらに, $b\in R(A)$ ならば $x_{i}$ の $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$成分 $x_{i}^{2}$ はつねに $x_{0}^{2}$ に等しい. そのとき, 近似解

$x_{\mathrm{i}}$ は $Q_{1}A_{11}^{-1}Q_{1}^{\mathrm{T}}b+Q_{2}Q_{2}^{\mathrm{T}}x_{0}$ に収束する.

さらに, $x_{0}$ の $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$成分 $x_{0}^{2}=0$ (つまり $x_{0}\in R(A)$ ) ならば, $x_{i}$ はノル\Delta 最小の最小二

乗解 (擬逆解) $Q_{1}A_{11}^{-1}Q_{1}^{\mathrm{T}}b$ に収束する.

(ただし, $A_{11}:=Q_{1}^{\mathrm{T}}AQ_{1},$ $b^{1}:=Q_{1}^{\mathrm{T}}b,$ $x_{0}^{2}$ $:=Q_{2}^{\mathrm{T}}x_{0}$ で, $x_{0}$ は初期解である ) 口

従って, $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ かつ $M(A_{11})$ が定値かつ $b\in R(A)$ のときは, 初期解を例えば

$x_{0}=0$ とおけば, GCR(k) 法による近似解は擬逆解に収束する.

33 $R(A)^{[perp]}\neq \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$の場合の収束定理

次に $R(A)^{[perp]}\neq \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ の場合を考える. このときは, 定理 32より, 変換 $Q^{\mathrm{T}}AQ$ を用いて

も $A_{12}=0$ とならないので, 変換 $Q^{\mathrm{T}}AQ$ を用いても GCR(k) 法を $R(A)$ 成分と R(A)�成
分に分離することはできない.

そこで, $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ とは限らない一般の場合は, $Q=[Q_{1}, Q_{2}]$ の他に

$u_{1},$ $\cdots,$ $u_{r}$ : $(\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A)^{[perp]}$ の正規直交基底,

$u_{r+1},$ $\cdots,$ $u_{n}$ : $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ の正規直交基底,
$U_{1}:=[u_{1}, \cdots, u_{r}]$ : $n\mathrm{x}r$行 $\mathrm{F}^{1}\mathrm{J}$ ,
$U_{2}:=[u_{r+1}, \cdots, u_{n}]$ : $n\mathrm{x}(n-r)$ 行 $p\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$U:=[U_{1}, U_{2}]$ : $n\mathrm{x}n$ の直交行列

とおく. (次元定理より $\dim(\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A)^{[perp]}=$ 市 $\mathrm{m}$ R(A)=Hこ注意)
すると, 以下の補題が成り立つ.

補題 312

$\tilde{A}’:=Q^{\mathrm{T}}AU=\{\begin{array}{ll}Q_{1}^{\mathrm{T}}AU_{1} 00 0\end{array}\}$ .

口

補題 313 $A_{11}’:=Q_{1}^{\mathrm{T}}AU_{1}$ は $r\cross r$ の正則行列である. 口

補題 314 $U_{1}^{\mathrm{T}}Q_{1}$ : 正則 $\Leftrightarrow R(A)\oplus \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A=\mathrm{R}^{n}$ . 口
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そこで, (2.2) の GCR(k) 法のアノレゴリズ\Deltaで用いられているベクトノレ $b,$ $r$ は, (3.5) の
ように $R(A)$ の成分と R(A)�の成分とに分離する. 一方, $x,$ $p$ は

$\tilde{x}=U^{\mathrm{T}}x=\{\begin{array}{l}U_{1}^{\mathrm{T}}\oe U_{2}^{\mathrm{T}}x\end{array}\}=\{\begin{array}{l}X^{1}x^{2}\end{array}\}$ , $\tilde{p}=U^{\mathrm{T}}p=\{\begin{array}{l}U_{1}^{\mathrm{T}}pU_{2}^{\mathrm{T}}p\end{array}\}=\{\begin{array}{l}p^{1}p^{2}\end{array}\}$ .

(3.10)

のように ( $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}$ A)�の成分 ( $u_{1},$ $\cdots,$ $u_{r}$ で展開して得られる成分 $x^{1},$ $p^{1}$ ) と $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ の成分
( $u_{r+1},$ $\cdots,$ $u_{n}$ で展開して得られる成分 $x^{2},p^{2}$ ) とに分離する.
すると,

$Q^{\mathrm{T}}Ax=Q^{\mathrm{T}}AUU^{\mathrm{T}}x=\{\begin{array}{ll}A_{11}’ 00 0\end{array}\}\{\begin{array}{l}x^{1}x^{2}\end{array}\}=\{\begin{array}{l}A_{\mathrm{l}1}’x^{1}0\end{array}\}$

を得る.

変換 (3.5),(3.10) を (2.2) の GCR(k) 法のアルゴリズムに適用する. その際,

$p_{:+1}=r:+1+\beta_{}p_{:}\Leftrightarrow\tilde{p}_{1+1}.=U^{\mathrm{T}}Q\tilde{r}:+1+\beta_{1}.\tilde{p}_{1}.$ ,

$(r,Ap)=(Q\tilde{r}, AU\tilde{p})=(\tilde{r}, Q^{\mathrm{T}}AU\tilde{p})=(\tilde{r},\tilde{A}’\tilde{p})=(r^{1}, A_{11}’p^{1})$ ,

$(Ap, Ap)=(Q^{\mathrm{T}}AU\tilde{p},Q^{\mathrm{T}}AU\tilde{p})=(\tilde{A}’\tilde{p},\tilde{A}’\tilde{p})=(A_{11}’p^{1}, A_{11}’p^{1})$ ,

$(Ar, Ap)=(Q\tilde{A}’U^{\mathrm{T}}Q\tilde{r}, Q\tilde{A}’\tilde{p})=(\tilde{A}’U^{\mathrm{T}}Q\tilde{r},\tilde{A}’\tilde{p})=(A_{11}’U_{1}^{\mathrm{T}}(Q_{1}r^{1}+Q_{2}b^{2}), A_{11}’p^{1})$

などに注意すると GCR(k) 法を以下のように部分的に分離することができる.

部分的に分離された GCR(k) 法のアルゴリズム
( $R(A)^{[perp]}\neq \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ も含めた 1の場合)

Choose initial approximate solution $x_{0}$ .
$b^{1}=Q_{1}^{\mathrm{T}}b$ $b^{2}=Q_{2}^{\mathrm{T}}b$

$x_{0}^{1}=U_{1}^{\mathrm{T}}x_{0}$ $x_{0}^{2}=U_{2}^{\mathrm{T}}x_{0}$

$*r_{0}^{1}=b^{1}-A_{11}’x_{0}^{1}$ $r_{0}^{2}=b^{2}$

$p_{0}^{1}=U_{1}^{\mathrm{T}}(Q_{1}r_{0}^{1}+Q_{2}b^{2})$ $p_{0}^{2}=U_{2}^{\mathrm{T}}(Q_{1}r_{0}^{1}+Q_{2}b^{2})$

For $i=0,1,$ $\ldots$ until $r^{1}$ ($R(A)$ -component of residual)converges, do

$\leq i)$
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$p_{i+1}^{1}=U_{1}^{\mathrm{T}}(Q_{1}r_{i+1}^{1}+Q_{2}b^{2})+ \sum_{j=0}^{i}\beta_{j}^{i}p_{j}^{1}$

end

$p_{i+1}^{2}=U_{2}^{\mathrm{T}}(Q_{1}r.!_{+1}+Q_{2}b^{2})+ \sum_{j=0}^{i}\beta_{j}^{i}p_{j}^{2}$

$x_{0}^{1}=x_{k+1}^{1}$ $x_{0}^{2}=x_{k+1}^{2}$

Go $\mathrm{t}\mathrm{o}*$ .

(3.11)

上記のアルゴリズムの左側の成分に着目すると, $\beta_{j}^{i}$ や p畠の計算で $b^{2}$ を含む項がある
ため, アルゴリズムが複雑になり, 分離が完全でない. そこで, $b^{2}=Q_{2}^{\mathrm{T}}b=0$ , つまり
$b\in R(A)$ となり右辺項が像空間に含まれる場合を考える.
さらに, 分離されたアルゴリズムの収束性を議論するために, 上記のアルゴリズ Aの左

側の成分だけを取り出し, 簡単のため $A:=A_{11}’=Q_{1}^{\mathrm{T}}AU_{1},$ $B:=U_{1}^{\mathrm{T}}Q_{1}\in \mathrm{R}^{r\mathrm{x}r}$ 及び
$x:=x^{1},$ $p:=p^{1},$ $b:=b^{1},$ $r:=r^{1}\in \mathrm{R}^{r}$ とおくと以下の補題を得る.

補題 3.15

$\frac{||r_{i+1}||_{2}^{2}}{||r\dot{.}||_{2}^{2}}\leq 1-\{\frac{(r_{i},Cr_{i})}{(r\dot{.},r\dot{.})}\}^{2}\frac{(r_{i},r_{i})}{(Cr_{i},Cr_{i})}$

が成り立つ. ただし, $C:=AB$ である. 口

補題 316

$\frac{||r_{i+1}||_{2}^{2}}{||r.||_{2}^{2}}.\leq 1-\frac{\lambda_{\min}(M)^{2}}{\lambda_{\mathrm{m}\mathrm{a}s\mathrm{c}}(C^{\mathrm{T}}C)}$.

ただし, $M:= \frac{C+C^{\mathrm{T}}}{2}$ である. $\text{口}$

以土より次の収束定理を得る. ( $M(C)$ が定値 $\Rightarrow C$ : 正則 $\Rightarrow B$ : 正則 $\Leftrightarrow R(A)\oplus$

$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A=\mathrm{R}^{n}$ に注意. )

定理 317 $M(C)$ が定値かつ $b\in R(A)$ ならば, 部分的に分離された GCR(k) 法のアルゴ
リズム (3.11) において次のいずれかが成り立つ.

1. ある $l\geq 0$ が存在して, $p_{i}^{1}\neq 0(0\leq i<l),$ $r_{l}^{1}=0$ となる. さらに, $0\leq i<l$ に対

して

(3.12) $\neg||r_{i+1}^{1}||_{2}^{2}||r_{i}^{1}||_{2}\leq 1-\frac{\{\lambda_{\min}(M(C))\}^{2}}{\lambda_{\max}(C^{\mathrm{T}}C)}$

が成り立つ.

2. 全ての $i\geq 0$ に対して $p_{i}^{1}\neq 0$ , かつ $r.!\neq 0$ であって, 式 (3.12) が成り立つ. 口
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最後に, 特異な系に対する次の収束定理を得る.

定理 318 $b\in R(A)$ のとき, (1)$-(3)$ は同値である.

(1) 任意の初期解 $x_{0}$ に対して, GCR法 (k) は破綻せず,
かつ残差の $R(A)$ 成分が 0 に収束する.

(2) 任意の初期解 $x_{0}$ に対して, GCR(k) 法は破綻しない.

(3) $M(C)$ が定値である.

(4) $M(A_{11})$ が定値である.

(5) $M(A)$ が $R(A)$ において定値である. 口

なお, GCR法は破綻しなければ多くとも $r=\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{k}A$ 回の反復で収束する.

また, $b\in R(A)$ の場合で, GCR(k) 法により残差の $R(A)$ 成分が 0 に収束する場合は,
部分的に分離された GCR(k) 法のアルゴリズム (311) および定理 317, 3.18からもわか

るように, 近似解の $(\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A)^{[perp]}$ 成分 $x.!$ は $A_{11}^{\prime-1}b^{1}$ に収束する.

上記で (3),(4) $,(5)$ が同値なのは, $(x, M(C)x)=(x, Cx)=x^{\mathrm{T}}Cx=x^{\mathrm{T}}Q_{1}^{\mathrm{T}}AU_{1}U_{1}^{\mathrm{T}}Q_{1}x$

$(Q_{1}x)^{\mathrm{T}}A(I-U_{2}U_{2}^{\mathrm{T}})Q_{1}x$ $=$ $(Q_{1}x)^{\mathrm{T}}AQ_{1}x$ $=$ $(x, A_{11}x)$ $=$ $(x, M(A_{11})x)$ $=$

$(Q_{1}x, AQ_{1}x)=(y, Ay)=(y, M(A)y)$ $y:=Q_{1}x\in R(A)$ による.

34 例

最後に, 文献 [1] に挙げられた例について GCR(k) 法の収束性をを改めて分析する. 常
微分方程式

$\frac{\mathrm{d}^{2}u}{\mathrm{d}x^{2}}+\beta\frac{\mathrm{d}u}{\mathrm{d}x}=f(x)$ $(0<x<1)$

$\text{を}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{b}^{-}-.-f_{\backslash }.5\text{境界値}\mathrm{B}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{題}$

.
$\text{を考}\check{\mathrm{x}}\text{る_{}\llcorner}^{}.\text{れらの}\mathrm{R}\mathrm{f}\mathrm{l}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\#\backslash \mathrm{f}\mathrm{i}\text{似}g\text{し}.\text{て},?\ovalbox{\tt\small REJECT}^{0}[0,1](n^{1}-1)|_{\tilde{}}*\backslash \mathrm{f}\mathrm{t}_{\sqrt}\text{て},\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\text{境}ffl|+\cdot u(0)=u(1),\text{ま}\tilde{.}\mathfrak{l}\mathrm{h},\mathrm{N}\mathrm{e}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{n}\text{境界}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathrm{f}+.\frac{\mathrm{d}u}{\mathrm{d}x\not\in},|_{x_{-}^{-}}=\frac{}\mathrm{d}u}{\mathrm{d}x,\text{を}|_{x=}=0$

等分し, 微分を中心差分で近似して得られる連立一次方程式 $Au=f$ を考える.
周期境界条件の場合は, 境界条件を拘 $=\mathrm{t}*,$ $u_{n+1}=u_{1}$ で近似すると, rankA $=n-1$ と

なり, $A$ は $\beta=0$ の場合を除いて非対称な $n\mathrm{x}n$行列である. さらに, $e:=(1,1, \cdots, 1)^{\mathrm{T}}$ と

おくと, $R(A)^{[perp]}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A=\langle e\rangle$ が成り立つ. また, $M(A)$ は半負定値であり, rank $M(A)=$

rankA $=n-1$ である.

よって, 定理 310より, この周期境界条件の場合に生じる連立一次方程式に GCR(k) 法
を適用した場合, 任意の初期解に対して破綻せず, 残差の $R(A)$ 成分は 0 に収束する. さら

に, $f\in R(A)=(\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A)^{[perp]}\Leftrightarrow f[perp] \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A=\langle e\rangle\Leftrightarrow(f, e)=0$ より, $(f, e)=0$ であれ
ば $f\in R(A)$ である. この場合, 定理 3.11より, 近似解は最小二乗解
$Q_{1}A_{11}^{-1}Q_{1}^{\mathrm{T}}f+Q_{2}Q_{2}^{\mathrm{T}}oe0$ に収束する. その上, $oe0\in R(A)$ ならば, $x$: はノルム最小の最小
二乗解 (擬逆解) $Q_{\mathrm{I}}A_{\mathrm{I}\mathrm{I}}^{-\mathrm{I}}Q_{\mathrm{I}}^{\mathrm{T}}f$ に収束する.
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Neumann境界条件の場合は, 境界条件を一 ul+u2 $=0,$ $u_{n-1}-u_{n}=0$ で近似すると,

離散化で得られる連立一次方程式 $Au=f$ において, $A$ は $\beta=0$ の場合を除いて非対称な

$n\cross n$ 行列である. また, rankA $=n-1$ となり, $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A=\langle e\rangle$ である.

一方, $y=(1,$ $\frac{1}{\alpha_{-}},$
$\frac{\alpha_{+}}{\alpha_{-}^{2}},$

$\cdots,$
$\frac{\alpha_{+}^{n-3}}{\alpha_{-}^{n-2}},$ $\frac{\alpha_{+}^{n-2}}{\alpha_{-}^{n-2}})^{\mathrm{T}}$ とおくと, $R(A)^{[perp]}=\langle y\rangle$ である.

従って, $b=0$ でない限り $R(A)^{[perp]}\neq\langle e\rangle=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$, つまり $R(A)^{[perp]}\neq \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A$ となる. しかし

ながら, $R(A)\oplus \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}A=\mathrm{R}^{n}$ が成り立つ.

ここで, $(f, y)=0$ を充たすようにすれば, $f\in R(A)$ となる.

しかし, GCR(k) 法が任意の初期解 $x_{0}$ に対して破綻せずに残差の $R(A)$ 成分が 0 に収
束するための必要十分条件 (定理 3.18の条件 (2) である $M(A_{11})$ の定値性) を一般の場合

に判定するのは簡単ではない.
ただし, 例えば, $n=3$ の場合は $M(A_{11})$ は負定値であることが示せる. 従って, $b\in$

$R(A)(b=0)$ であれば, $n=3$ の場合は GCR(k) 法は任意の初期近似解 $x_{0}$ に対して破綻

せずに収束する.
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