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0 序文

この論文の目的は, 次のような形の積分

$I(h, i,j, k, l)= \int_{0}^{1}\int_{0}^{1}\frac{x^{h}(1-x)^{\dot{l}}y^{k}(1-y)^{j}}{(1-xy)^{\dot{l}+j-l}}.\frac{dxdy}{1-xy}$ ( $h,$ $i,j,$ $k,$ $l$ は非負整数)

が $\zeta(2)$ と 1 の $\mathbb{Q}$ 係数結合でかける, という結果に関連した次の 2 つの問
題を論ずることである. (ただし $\zeta(s)$ は Riemann の zeta関数を表す. )

1. $I(h, i,j, k, l)$ の $\zeta(2)$ の係数

2. Rhin と Viola による論文 [8] の中に提出された 2 つの予想の否定的
解決

詳細は序文の最後に述べる.
まず研究の動機を説明するため, Beukers積分の歴史について簡単に振
り返ってみよう.

Ap\’ery [1] が初めて $\zeta(3)$ の無理性を示したのちに Beukers [2] はその別
証を与えたが, その際に次のような多重積分

$\int\int_{S}\frac{P(x,y)}{1-xy}dxdy,$ $\int\int\int_{B}\frac{P(x,y)}{1-(1-xy)u}dxdy$ du $(P(x,y)\in \mathbb{Z}[x,y])$

を導入した. ただし $S=(0,1)^{2},$ $B=(0,1)^{3}$ である. この形の積分を Beuk-
ers積分という. その後 Dvornicich, Viola, 畑政義, Rhin ら ([3] [4] [5] [6] [7] [8])
は Beukers 積分を基にして, Riemann zeta 関数の特殊値である $\zeta(2)$ や

$\zeta(3)$ の無理数度の評価の研究を重ねてきた.
Rhin と Viola は 1996年に次のような一#化を試みた. ([8])

$I(h, i,j, k, l)= \iint_{S}\frac{x^{h}(1-x)^{\dot{l}}y^{k}(1-y)^{j}}{(1-xy)^{1+j-l}}.\frac{dxdy}{1-xy}$ ($h,i,j,$ $k,$ $l$ は非負整数).

この形の積分を Beukers-Rhin-Viola積分とよぼう. 以下 BRV積分と略す
る. 上の積分は変数変換 $\tau$ を
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$\tau$ : $\{\begin{array}{l}\xi=\frac{1-x}{1-xy}\eta=\mathrm{l}-xy\end{array}$

によって施すことで

$I(h, i,j, k, l)=I(i,j, k, l, h)$

となることが容易に確かめられる.
また変数変換

$\sigma$ : $\{\begin{array}{l}\xi=y\eta=x\end{array}$

によって

$I(h, i,j, k, l)=I(k,j, i, h, l)$

となることは明らかである. 従って, $\tau,$ $\sigma$ を 5 文字の集合 $\{h, i,j, k, l\}$ の

置換と自然に同一fflすることができる. つまり

$\tau=$ $(h i j k l)$ , $\sigma=(h k)(i j)$

とみなせる. この 2 元は 5 次対称群の中で, 位数 10 の 2 面体群と同型な
部分群 $T$ を生成している. この性質を使って Rhin と Viola は, 冒頭で述

べた事実にあたる次の定理を証明した.

定理 0.1. (Rhin-Viola)
(1) 任意の非負整数 $h,$ $i,$ $j,$ $k,$ $l$ [こ対して $a_{h,i,j,k,l}\in \mathbb{Z},$ $b_{h,i,j,k,l}\in \mathbb{Q}$ が存

在し,

$I(h,i,j, k, l)=a_{h,i,j,k,l}\zeta(2)+b_{h,i,j,k,l}$

と表せる.

(2) 上の表示において

$\min\{h+i-k, i+j-l,j+k-h, k+l-i, l+h-j\}<0$

ならば ah,i,j,k,l=0,すなわち $I(h, i,j, k, l)\in \mathbb{Q}$が成り立つ.

そこで, Rhin-Viola の結果の精密化と一般化をしてみようというのが
この論文の動機である. 具体的に記述すると :

主結果 1. (係数の決定)
定理 0.1 の表示について次が成り立つ.
(i) $a_{h,i,j,k,l}\neq 0$ であれば

$\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(a)=(-1)^{h+i+j+k+l}$ ( $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(a)$ は $a$ の符号).
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(ii) $a_{h,i,j,k,l}=0$ であることと $\min\{h+i-k,$ $i+j-l,$ $j+k-h,$ $k+$

$l-i,$ $l+h-j\}<0$ であることは同値である. (定理 0.1(2) の逆の成立)
(iii) $j\geq l$ と仮定するとき

$|a_{h,:,j,k,l}|= \sum_{s=0}^{l}(\begin{array}{l}ls\end{array})(\begin{array}{l}k+sl+h-j\end{array})(\begin{array}{lll} h k -i+ s\end{array})$

ただし 2 項係数 $(\begin{array}{l}nr\end{array})$ は $n<r$ または $r<0$ に対して $(\begin{array}{l}nr\end{array})=0$ と定

める.

従って (i) と (iii) をあわせると

$a_{h,:,j,k,l}=(-1)^{h+:+j+k+l} \sum_{s=0}^{l}(\begin{array}{l}ls\end{array})(\begin{array}{l}k+sl+h-j\end{array})(\begin{array}{lll} h k -i+ s\end{array})$

と係数が決定される.
主結果 2 を述べるには Rhin-Viola の予想 [8] の説明が必要である. ま

ず, 5 文字の集合 $\{h, i,j, k, l\}$ の置換としての 5 次対称群 $\mathfrak{S}_{5}$ は自然に積
分の集合 {$I(h,i,j,$ $k,$ $l)|h,$ $i,j,$ $k,$ $l$ は非負整数} $\}$こ

$\rho I(h,i,j, k, l)=I(\rho(h),\rho(i),$ $\rho(j),$ $\rho(k),\rho(l))$ $(\rho\in \mathfrak{S}_{5})$

と作用していると考えられる. 特に $\rho\in T$ であれば, 前述の性質から

$\rho I(h,i,j, k, l)=I(\rho(h), \rho(i),\rho(j),\rho(k),\rho(l))=I(h, i,j, k, l)$ .

すなわち $T$ は積分の集合に値を不変にするように作用している. これを

踏まえて, 彼らは逆が成立することを予想した.

予想 1. $h,i,j,$ $k,$ $l,$ $h’,$ $i’,j’,$ $H,$ $l’$ が非負整数であって

$I(h,i,j, k, l)=I(h’,i’,j’, k’, l’)$

をみたせば, ある $\rho\in T$が存在して

$\rho(h)=h’,$ $\rho(i)=i’,$ $\rho(j)=j’,$ $\rho(k)=k’,$ $\rho(l)=l’$ .

予想 2 を正確に述べるのは準備が多く必要なので, ここではふれないが,

$, \frac{I(h,i,j,k,l)}{I(h,i’,j,k’,l’)},\in \mathbb{Q}$

をみたすような $(h,i,j, k, l)$ と $(h’, i’,j’, k’, l’)$ との対の条件}こ関する予想
であるということだけ言っておこう. ここまで用意しておいて, 次が主結
果 2 である.
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1 主結果 1 の証明

この章では序文で述べた主結果 1 の証明を与える. その前にいくつかの
準備をしよう. まず $I(h, i, j, k, l)$ の基本性質について述べる. 改めて断っ
ておくが, この論文では $h,$ $i,j,$ $k,$ $l$ などは常に非負整数を表すものとする.

(i) $I(h, i,j, k, l)>0,$ $I(0,0,0,0,0)=\zeta(2)$ .
(ii) $I(h, i,j, k, l)=I(i,j, k, l, h)=I(j, k, l, h,i)=I(k, l, h,i,j)$
$=I(l, h, i,j, k)=I(l, k,j, i, h)=I(h, l, k,j, i)=I(i, h, l, k,j)$
$=I(j, i, h, l, k)=I(k,j, i, h, l)$ .

(iii) $\min\{h+i-k, i+j-l,j+k-h, k+l-i, l+h-j\}<0$ ならば
$I(h, i,j, k, l)\in \mathbb{Q}$ .

(iv) $h>0,j>0$ のとき次の関係式が成り立つ.

$I(h, i,j, k, l)=I(h-1, i,j-1, k, l)-I(h-1, i+1,j-1, k, l)$ .

次に言葉を導入する. 5 つの非負整数の組 $(h, i,j, k, l)$ はベクトル $v=$

$(h, i,j, k, l)\in \mathrm{N}^{5}$ とみなしておく. また (0, 0, 0, 0, 0) はベクトノレとして 0
と略記する.

定義 1. $v=(h, i,j, k, l)\in \mathrm{N}^{5}$ に対し, その高さ $H(v)$ を

$H(v)=h+i+j+k+l$

で定める.

定義 2. $v=(h, i,j, k, l)\in \mathrm{N}^{5}$ が非原始的であるとは,

� $h>0,j>0$ $[egg2] i>0,$ $k>0$ $[egg3] j>0,$ $l>0$
$[egg4] k>0,$ $h>0$ $[egg5] l>0,$ $i>0$

のどれかが成り立つことと定める.
言いかえると $v$ が非原始的であるとは, $T$ の作用を除いて (iv) の関係
式が作れるようなものであることを意味する. $v$ が原始的であるとは��
���のどれ 1 つとして成り立たないことと定める.

定義 3. $v=(h, i,j, k, l)\in \mathrm{N}^{5}$ が三角的であるとは, $\min\{h+i-k,$ $i+j-$
$l,$ $j+k-h,$ $k+l-i,$ $l+h-j\}\geq 0$ であることと定める. 非三角的であ
るとは三角的でないことと定める.

注 1. ‘三角的”という言葉は ‘三角不等式が成立するような”という意味
に由来する.
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以下 $v=(h, i,j, k, l)$ [こ対して $I(h,i,j, k, l)$ を $I(v)$ と略記する.

補題 1. $v\neq 0$が原始的であれば, $v$ は非三角的である. 従って $I(v)\in \mathbb{Q}$ .

証明. $v$ が原始的であるとは定義から

“$h=0$ または $j=0^{n},$ $” i=0$ または $k=0$”, $” j=0$ または $l=0$”,
“$k=0$ または $h=0$”, “$l=0$ または $i=0$”

を意味する.
-#性を失わず $h=0$ とすると,

“$i=0$ または $k=0$”, $” j=0$ または $l=0$”, $ul=0$ または $i=0$”.

$l$ と $i$ は $h$ }こ関して対称だから $i=0$ としてよく, 故}こ

$h=i=0$ かっ “$j=0$ または $l=0$”.

$j$ と $l$ は $h,$ $i$ に関して対称だから $j=0$ としてよく, 故に $h=i=j=0$
となる. $v\neq 0$ より $k>0$ または $l>0$ . 従って $h+i-k<0$ または
$i+j-l<0$ が成り立ち, 故に $v$ は非三角的である. 後半は (iii) より明ら
か. 口

主結果 1 の証明をはじめよう.

定理 LL (主結果 1(i)) I(v)\not\in Q,すなわち $a=a_{v}\neq 0$ と仮定する.
このとき $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(a_{v})=(-1)^{H(v)}$ (s窮 (a) $l\mathrm{h}a$ (7)符号).

証明. $v=(h, i,j, k, l)$ が原始的であったとする. このとき $I(v)\not\in \mathbb{Q}$である

ためには補題 1 から $v=0$でなければならない. すると (i) から $I(0)=\zeta(2)$

となり, この場合に主張は正しい.
つぎに $v$ が非原始的であったとし, 高さ $H(v)$ に関する帰納法を用いる.

もし $H(v)\leq 1$ であったならば $v$ は原始的であるか 0 だから, $H(v)\geq 2$

としてよい. 一般性を失わず $h>0,j>0$ とする. 上述の (iv) の関係式

$I(h,i,j, k, l)=I(h-1, i,j-1, k, l)-I(h-1,i+1,j-1, k, l)$

を用いれば, 帰納法の仮定から

$\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(a_{h-1,:i-1,k,l})=(-1)^{h+:+j+k+l}$ または 0
$\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(a_{h-1,:+1,j-1,k},\iota)=(-1)^{h+:+j+k+l+1}$ または 0.

$a_{h,i_{\dot{\theta}},k,l}\neq 0$ という仮定から $a_{h-1,:_{\dot{\theta}}-1,k,l}$ と $a_{h-1,:+1_{\dot{\theta}}-1,k,l}$ のいずれか

は 0 でないから, 結局 $\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}(a_{h,:_{\dot{\theta}},k,l})=(-1)^{h+:+j+k+l}$ が示された. 口
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定理 L2. (主結果 1(ii))
$I(v)\in \mathbb{Q}$ であることと $v$ が非三角的であるであることは同値である.

証明. 十分性は (iii) そのものであるから必要性を示す. $I(v)\in \mathbb{Q}$ と仮定
しよう. (i) より $v\neq 0$ である. もし $v=(h, i,j, k, l)$ が原始的であれば補
題 1 から主張がしたがう. 故に $v$ は非原始的と仮定してよく, $h>0,$ $j>0$
としてよい. また定理 1.1 と同じ議論で $H(v)\geq 2$ と仮定してよく, そこ
で再び $H(v)$ に関する帰納法を用いる. 再び (iv) の関係式

$I(h, i,j, k, l)=I(h-1, i,j-1, k, l)-I(h-1, i+1,j-1, k, l)$

を用いる. 右辺の 2 つの積分の値が同時に $\mathbb{Q}$ に属していないと仮定すると,
定理 1.1 よりその 2 つの $\zeta(2)$ の係数の値は符号が異なる. 故に $I(v)\in \mathbb{Q}$

という仮定に矛盾するので,

$I(h-1, i,j-1, k, l)\in \mathbb{Q},$ $I(h-1, i+1,j-1, k, l)\in \mathbb{Q}$

でなければならない. よって帰納法の仮定から

$\min\{h+i-k-1, i+j-l-1,j+k-h, k+l-i, l+h-j\}<0$ ,

$\min\{h+i-k, i+j-l,j+k-h, k+l-i-1, l+h-j\}<0$ .
ここで $v=(h, i,j, k, l)$ が三角的, すなわち

$\min\{h+i-k, i+j-l,j+k-h, k+l-i, l+h-j\}\geq‘ 0$

と仮定すれば

$k+l-i=0$ かつ “$h+i-k=0$ または $i+j-l=0$”

となり, 前者が成り立てば $l=k.=$
.

$0$ , 後者が成り立て 1勾 $=k=0$ となっ
ていずれも $h>0,j>0$ に矛盾である. 故に $v$ が非三角的であることが示
せた. 口

今までの結果で $a_{h,i,j,k,l}$ の符号は完全に定まったので, 次に $a_{h,i,j,k,l}$ の

絶対値を決定することを考える. そこで $a_{h,i,j,k,l}$ の絶対値を

$\omega(v)=\omega(h, i,j, k, l)=|a_{h,i,j,k,l}|=(-1)^{h+i+j+k+l}a_{h,i_{\dot{\theta}\prime}k,l}$

で定義する. 上述の (iv) の条件を $\omega$ を使ってかきかえると

$\omega(h, i,j, k, l)=\omega(h-1, i,j-1, k, l)+\omega(h-1, i+1,j-1, k, l)$ $(h>0,j>0)$

と足し算の形にかける. このように $v=(h, i, j, k, l)$ が非原始的なときに
$\omega(v)$ を右辺のように 2 つの $\omega$ の値の和にかくことを “還元する” とよぶこ
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とにし, さらに上の場合では還元を行った結果 $h$ と $j$ のところの値が減っ
ているので, このような還元を “$h$ と $j$ による還元”あるいは “ 1 番目と 3
番目による還元”とよぶことにする.
さて, 還元は高さを減らしていることから還元を有限回繰り返すことで

任意の $\omega(h, i,j, k, l)$ は

$\omega(h, i, j, k, l)=$ $\sum$ $\beta_{v}\omega(v)$ $(\sqrt v$は正の整数)
v:原始的

という形にかけることがわかる. これを原始的表示とよぼう. 原始的表示
については, 次の著しい性質が成り立つ.

定理 L3. $\omega(h, i,j, k, l)$ の還元による原始的表示は還元のとりかたによら
ず一意である.

証明は難しくないので割愛する.
さて, いよいよ $\omega(h,i,j, k, l)$ を具体的 [こ計算しよう.

定理 1.4. (主結果 1(iii)) $j\geq l$ と仮定するとき

$\omega(h,i,j, k, l)=\sum_{s=0}^{l}(\begin{array}{l}ls\end{array})(\begin{array}{l}k+sl+h-j\end{array})(\begin{array}{lll} h k -i+ s\end{array})$

ただし 2 項係数 $(\begin{array}{l}nr\end{array})$ は $n<r$ または $r<0$ に対して $(\begin{array}{l}nr\end{array})=0$ と定

める.

証明. 簡単な場合から計算していく.
Step 1. $\omega(h,i,j,0,0)=\delta:0\delta hj$ .

$\omega(h,i,j, 0,0)=\delta:0\omega(h, 0,j, 0,0)=\delta_{i0}\delta_{hj}\omega(h,0, h, 0,0)$

は非三角的の条件 (iii) からすぐ出る. さらに

$\omega(h, 0, h, 0,0)=\sum_{s=0}^{h}(\begin{array}{l}hs\end{array})\omega(0, s, 0,0,0)$

となることが 1 番目と 3番目について $h$ 回還元することでわかる. $s>0$

であれば $\omega(0, s, 0,0,0)=0$ だから右辺 $=1$ . 以上で Step 1 が示せた.

Step 2. $\omega(h, i, 0, k, 0)=\frac{k!}{(h+i-k)!(k-h)!(k-i)!}$ .

高さに関する帰納法を用いる. まず $h,$ $i,$ $k$ のいずれかが 0 であるとき
は Step 1 から主張が成り立つことがすぐわかる. 故に $h,$ $i,$ $k\geq 1$ とし,

48



$h+i+k\ovalbox{\tt\small REJECT} n-1$ なる $h,$ $i,$ $k$ に対しては主張が成り立っと仮定する. この

とき

$\omega(h, i, 0, k, 0)$

$=$ $\omega(h-1, i, 0, k-1,0)+\omega(h-1,i-1,0, k-1,0)+\omega(h, i-1,0, k-1,0)$

を用いて帰納法の仮定を使って計算すれば主張がしたがう.
以上で Step 2 が示せた.

Step 3. $\omega(h, i,j, k, 0)=(\begin{array}{lll} h h +i- k\end{array})(\begin{array}{l}kj+k-h\end{array})$ .

まず $i>k$ または $j>h$ であれば 2 項係数が 0 になるので主張が成り立
つ. ゆえに $i\leq k,$ $j\leq h$ としてよい. 1 番目と 3番目について $j$ 回還元し,
さらに Step 2 の結果を用いることで次の式が得られる.

$\omega(h, i,j, k, 0)$ $=$ $\sum_{s=0}^{j}(\begin{array}{l}js\end{array})\omega(h-j, i+s, 0, k, 0)$

$=$ $\sum_{s=0}^{j}(\begin{array}{l}js\end{array})\frac{k!}{(h+i-j-k+s)!(j+k-h)!(k-i-s)!}$

$=$ $\frac{k!}{(h+i-k)!(j+k-h)!(k-i)!}$

. $\sum_{s=0}^{j}(\begin{array}{l}js\end{array})(h +i-j-s k) (k -is)\cdot(j-s)!s!$

$=$ $\frac{j!k!}{(h+i-k)!(j+k-h)!(k-i)!}\sum_{s=0}^{j}(h +i-j-s k) (k -is)$

$=$ $\frac{j!k!}{(h+i-k)!(j+k-h)!(k-i)!}(\begin{array}{l}hj\end{array})$

$=$ $(\begin{array}{lll} h h +i- k\end{array})(\begin{array}{l}kj+k-h\end{array})$ .

以上で Step 3 が示せた.

Step 4. $\omega(h, i,j, k, l)=\sum_{s=0}^{l}(\begin{array}{l}ls\end{array})(\begin{array}{l}k+sl+h-j\end{array})(\begin{array}{lll} h k -i+ s\end{array})$

$j\geq l$ と仮定したとき, 3 番目と 5番目について $l$ 回還元し, さらに Step
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3 の結果を用いることで次の式が得られる.

$\omega(h,i,j, k, l)$ $=$ $\sum_{s=0}^{l}(\begin{array}{l}ls\end{array})\omega(h,i,j-l, k+s,0)$

$=$ $\sum_{s=0}^{l}(\begin{array}{l}ls\end{array})(\begin{array}{lll} k+s j+k -l- h+s\end{array}) (\begin{array}{lll} h h +i- k-s\end{array})$

$=$ $\sum_{s=0}^{l}(\begin{array}{l}ls\end{array})(\begin{array}{l}k+sl+h-j\end{array})(\begin{array}{lll} h k -i+ s\end{array})$

以上で証明が完了した. 口

定理 1.1 と定理 1.4 によって $I(h, i,j, k, l)$ の $\zeta(2)$ の係数は

$a_{h,i,j,k,l}=(-1)^{h+:+j+k+l} \sum_{s=0}^{l}(\begin{array}{l}ls\end{array})(\begin{array}{l}k+sl+h-j\end{array})(\begin{array}{lll} h k -i+ s\end{array})$

とかき表された.
定理 1.4 は定理 L2 をふくんでいる. 実際定理 14 の証明の中で, Step 3
の場合においては定理 12 をふくんでいることは容易であり, 定理 1.4 は
最終的にそれを使って示してあるので結局すべての場合において定理 12
をふくんでいることがわかる.

2 主結果 2 の証明 (Rhin-Viola予想とその反例)
この章では Rhin と Viola が 1996 年に提出した予想について述べ, そ

してその反例を挙げる.
彼らの論文 $([8],\mathrm{p}.37)$ にある通り, 超幾何関数の積分表示を用いて

$\frac{I(h,i,j,k,l)}{h!i!j!k!l!}=\frac{I(i+j-l,l+h-j,j,k,l)}{(i+j-l)!(l+h-j)!j!k!l!}$

となることがわかっている. ただしここでは $(h, i,j, k, l)$ は三角的, すな

わち $h+i-k,$ $i+j-l,j+k-h,$ $k+l-i,$ $l+h-j$ がすべて非負である
ようなものを考える.
すると 10 i」糺合 $\{h, i,j, k, l, h+i-k, i+j-l,j+k-h, k+l-i, l+h-j\}$

の置換 $\varphi$ として

$\varphi=$ $(h i+j-l)(i l+h-j)(j+k-h k+l-i)$
を考えて, $\varphi$ が積分 $I(h, i,j, k, l)$ に

$\varphi I(h, i,j, k, l)=I(i+j-l, l+h-j,j, k, l)$
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と作用していると考えると, $\varphi I(h, i, j, k, l)$ は上の式 [こよって $I(h, i,j, k, l)$

の有理数倍となる. 今まであった $\tau,$ $\sigma$ も上の 10元集合の置換に自然に拡
張して

$\tau=$ $(h i j k l)(h+i-k i+j-l j+k-h k+l-i l+h-j)$
$\sigma=$ $(h k)(i j)(j+k-h h+i-k)(k+l-i l+h-j)$

を考えると, 10 次対称群の中で $\varphi,$ $\tau,$ $\sigma$ は 5 次対称群と同型な部分群 $\Phi$ を

生成することがわかっている.
従ってまとめると, $\Phi$ は上のような積分 $I$ ( $h$ ,的, $k,$ $l$ ) の集合に作用し,

積分値は有理数倍になる. また $T$ はその集合に値を不変にするように作
用している. そこで彼らはこの事実の逆の成立を予想した. $([8],\mathrm{p}.43)$

予想 1. $h,$ $i,j,$ $k,$ $l,$ $h’,$ $i’,j’,$ $k’,$ $l’$ が

$I(h, i,j, k, l)=I(h’, i’,j’, k’, l’)$

をみたせば, ある $\rho\in T$ が存在して

$\rho(h)=h’,$ $\rho(i)=i’,$ $\rho(j)=j’,$ $\rho(k)=k’,$ $\rho(l)=l’$ .

予想 2. $(h, i,j, k, l)$ も $(h’, i’,j’, k’, l’)$ も三角的であると仮定する. そ
こで

$, \frac{I(h,i,j,k,l)}{I(h,i’,j,k’,l’)},\in \mathbb{Q}$

をみたせば, ある $\chi\in\Phi$ が存在して

$\chi(h)=h’,$ $\chi(i)=i’,\chi(j)=j’,$ $\chi(k)=k’,$ $\chi(l)=l’$ .

以下, 予想の反例を挙げる.

例 1. (主結果 2) 予想 1 と予想 2 を同時に否定する例

$I(1,1,1,1,1)=I(3,1,1,2,0)=5-3\zeta(2)$
$I(3,1,3,1, \mathrm{O})=I(3,2,1,2,0)=\zeta(2)-\frac{29}{18}$

$I(3,0,3,1,1)=I(3,3,1,2,1)= \zeta(2)-\frac{59}{36}$

$I(3,1,2,1,1)=I(3,3,1,3,0)=3 \zeta(2)-\frac{59}{12}$

$I(3,2,2,2,1)=I(5,1,3,2,1)=10 \zeta(2)-\frac{148}{9}$

$I(3,1,2,2,1)=I(4,2,2,3,0)= \frac{79}{4}-12\zeta(2)$ .
$T$ は 5個の数字の置換でしかないから, 6 つの例が予想 1 の反例となってい
ることは明らかである. また $\Phi$ の作用に関して高さ $H(v)=h+i+j+k+l$
が不変量であることから 2 つ目以外の例が予想 2 の反例となることがわか
る. 逆にいうと $I(3,1,3,1,0)$ と $I(3,2,1,2,0)$ は値が等しく, かつ高さも
等しいのに $\Phi$ の作用で移らない例になっている. 移らないことの証明は
[8] の中にある具体的な式 (p.40) によって直接計算することで得られる.
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