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1 はじめに

有限要素法による電磁場解析において、 ICCG
(Incomplete Cholesky decompos $\mathrm{i}\mathrm{t}$ ion Coni ugate
Gra4ient) 法が連立方程式の解法として広く用い
られている。 これは、 ICCG法が他の反復法に比べ

て収束性がよくかつ種々のパラメータ変動に対し

てロバストなためである。実際、 適切な冗長性を

持たせた定式化を行うと、不完全コレスキー分解
によってパラメータ変動にほとんど依存せずに有

限要素行列の条件が改善され、 CG法の収束性が良

好に保たれることが知られている 111 $\mathrm{F}21$

。 しかしな

がら 100万を超える未知数からなる連立方程式を

解くためには ICCG法でも長大な計算時間がかかる。
また時間依存の問題や非線形材料を含む問題の解

析では数倍の計算時間が必要となる。 さらに機器

の設計パラメータ (形状、 材料特性、 配置など) を

電磁場解析によって最適化しようとすると、 最適

解を探索する過程で極めて多くの電磁場を解析す
る必要があるため、 計算時間も非常に増大してし

まう。よって現状では、2次元電磁場解析に基づく
モータ回転子の形状などの簡易な最適化は行われ

ているが、現実に設計で必要となるような複雑な 3

次元空間での最適化は事実上不可能となっている。

このように電磁場解析の高速化が強く要求され
ているが、 段階的な空間スケールのメッシュ分割

を利用するマルチグリッド法は高速化手法として

最も有望視されている。

マルチグリッド法は元来、 差分法の高速化のた

めに開発されたものである。 したがってそれを有

限要素解析に適用する際にはメッシュの不均一性

についてのロバスト性を検討しなければならない。

また辺要素を用いた有限要素法では剛性行列が特

異であるため、 解の不定性からくる収束性の影響
も考慮する必要がある。本報告では特に有限要素

の扁平率とマルチグリッド法の収束性の関係を、

有限要素行列の条件数の観点から議論する。

2有限要素法の定式化

本報告では、 マルチグリッドの適用例として 3次

元静磁場の有限要素法解析を行った。解析領域を

図 1に示す。磁性体とその周りの空気領域に外部

から $\mathrm{z}$ 軸方向に一定の磁場を加えるモデルを考え、
1/8領域を解析領域とする。また空気領域は磁性体

の大きさの 4倍までの範囲を解析領域とした。

解析に用いる変数には、磁束密度 B\rightarrow に対して次
式で与えられる修正磁気ベクトルポテンシャルを
用いた [3]。

$\vec{B}=\nabla \mathrm{x}(\vec{A}+\overline{A}_{0})$ (1)

ここで $\overline{A}_{\mathit{0}}$ は外部から与えられる強制磁場に関す

る磁気ポテンシャルであり既知量である。 この式

をMaxwell方程式に代入することで次式を得る。

� $\mathrm{X}\frac{1}{\mu}\nabla \mathrm{x}(\vec{A}+\overline{A}_{0})=0$ (2)

ここで 14 は透磁率であり、 磁性体領域、 空気領域

でそれぞれ一定値であるとした。さらに (2)式の弱
形式を考え、 離散化することで連立方程式

$[(]\{a\}=-[\mathrm{K}]\{a_{0}\}$ (3)
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を得る。ここで係数行列 [K]は微分作用素� $\mathrm{x}\frac{1}{\mu}$ �

を離散化したものに相当し、 メッシュ形状と透磁

率より計算される。また $\{a\}$ と $\{a_{\mathit{0}}\}$はそれぞれ $\overline{A}$ と
$\overline{A}_{\mathit{0}}$ を離散化したものであり、 $\overline{A}_{\mathit{0}}$ は既知量である

ので (3)式の右辺は既知量となる。
未知数である磁気ベクトルポテンシャルは良く
知られているように任意のスカラー関数の勾配だ
けの任意性があり、それを反映して係数行列 [K]
は特異行列である。そのため従来は木・補木ゲー

ジを等のゲージを課して正則化が行われてきたが、
ゲージを課すと ICCG法の収束性が悪くなること
が知られている。 逆に ICCG法では、 ゲージを課

さない特異行列のままでも収束解が得られ、 しか

もその収束はゲージを課したときよりも速いこと
が報告されている。そこで、 本報告でもゲージを

課さないことにした。
境界条件としては $\text{、}$

$x=0$ および $\mathrm{y}=0$ 平面は対

称面であるから� $\mathrm{x}\overline{A}=0$ を課した。また $\text{、}$
$x=1$ 、

$\mathrm{y}^{=1}\text{、}z=\mathrm{h}$ 平面では、磁性体から十分離れてい

るとして、対称境界と同じ� $\mathrm{x}\tilde{A}=0$ を与えた。

3 マルチグリッドの定式化
3-1 概要
マルチグリッド法では、 解析を行う対象領域を

メッシュ分割する際に、細かさの異なるいくつか

のメッシュを用意する。そして、 細かいメッシュ

に対して連立方程式を作成し、それに対してガウ

スザイデル法等の反復計算を数回程度行う
(Smoothing操作) 。ガウスザイデル法では、 近
似解に含まれる高周波成分は少ない反復回数で減
少し、 低周波成分が残る性質があり、 この操作に

より誤差に含まれる高周波成分を除去される。 ま

たこのことが Smoothingと呼ばれる所以である。
次にこの操作で得られた近似解に対する残差を
一段粗いメッシュに投影する (Restriction) 。こ

れは、 残っている残差の低周波成分が粗いメッシ
ュから見ると高周波成分として見えることを利用
するためである。すなわち、 粗いメッシュに投影
された残差に関する残差方程式に対して

Smoothing操作をすると、残っていた残差の低周
波成分がすばやく収束することが期待される。 さ

要素には辺要素 4面体要素を採用した。この要素分
割はマルチグリッド法の収束性に大きくかかわっ
てくるので、 その詳細は次節で論じる。

磁性体

図 1 解析領域

らにこの $\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}arrow \mathrm{S}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{o}\mathrm{t}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}$という一連の

操作をもっとも粗いメッシュに達するまで行う。

最も粗いメッシュにおいては、 残差方程式を直説
法、 もしくは反復法で解が収束するまで計算を行
い、 残差方程式を完全に解く。 この操作はもっと
も粗いメッシュ上で行うので、 計算時間は少なく
済む。 これで解として得られた誤差を一段細かい
メッシュに投影する (Prolongation) 。これはち
ょうど Restrictionと逆の操作に相当する。そして、

この投影された誤差を用いて近似解の補正を行う。

またこの際に補正後の近似解に対して Smoothing
操作を行う (Post-Smoothing) 。上記の一連の操
作力�サイクルと呼ばれる典型的なマルチグリッ
ドの計算手順である。 マルチグリッド法にはこの

Vサイクルのほかに、 もっとも粗いメッシュから

計算を開始するフルマルチグリッド Vサイクルや、
Wサイクル等のいくつかのバリエーションが存在
する。 また、 粗いメッシュを細かいメッシュから
代数的に生成する方法もあり、 これは代数マルチ.
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グリッド法と呼ばれる。

3-2。アルゴリズム
マルチグリッド法にはいくつかのバリエーシ

ョンが存在するが、 ここでは最も基本的かつ単純
な Vサイクルを採用する。この 2段階 Vサイクルでは、
粗いメッシュと細かいメッシュの 2種類のメッシ
ュを用意する必要がある。一般にマルチグリッド
法では粗いメッシュのそれぞれの要素を特定の規
則により分割することで細かいメッシュを生成す
ることで、 両者のメッシュに幾何的な相関を持た
せるネステッドマルチグリッド法と、 両者のメッ
シュに相関を持たせないノンネスディッドマルチ
グリッド法がある [41。 前者のネステッドメッシュ
では、 粗いメッシュの形状が細かいメッシュに影
響を与えてしまう問題があるが、 後で述べる
Prolongat ion行列や Res $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}$ ion行列の生成が容
易であるという利点がある。 一方、 後者のノンネ
スディッドでは、 メッシュ間で相関を持たせる必
要が無いために、 自由な分割数でメッシュ生成が
可能である反面、Prolongat ion行列や Res $\mathrm{t}$ riction
行列の生成に時間を要する。特に、 本研究のよう
な 3次元 4面体辺要素の場合、 これらの行列の生成
に時間がかかるばかりでなく、 メッシュの相関に
よってはマルチグリッド法の収束性に悪影響を与
える。 これらのことから、 本研究では、 ネステッ
ドマルチグリッド法を採用する。
本研究では、 粗いメッシュのそれぞれの四面体
要素に対して、 図 2に示すように 8分割をして細か

いメッシュを生成した 15] 161
$\text{。}$

ここで、 $[\mathrm{K}_{\mathrm{f}}]$は係数行列、 {bJは右辺ベクトル、 $\mathrm{b}\theta$

は求める解ベクトルである。また、添え字の $f$ は

細かいメッシュから生成されたことを示す。

に含まれる誤差の高周波成分が消え、低周波成分
のみが残っていることが期待される。

る。

$\{r_{f}\}=\{b_{f}\}-[\mathrm{K}_{f}]\{x_{f}\}$ (5)

粗いメッシュでの残差{$r\mathrm{J}$を生成する。この操作で

用いるのが Restriction行列 [R]であり、細かいメッ
シュでの未知数を $n_{\mathrm{f}^{\backslash }}$粗いメッシュでの未知数を nc
とすると、 [R]は $n_{c}\cross n_{f}$の行列である。

$\{r_{c}\}=[\mathrm{R}]\{r_{f}\}$ (6)

[R]行列の生成方法は、節点要素においては、細か
いメッシュでのそれぞれの節点に対して、その節

点座標を粗いメッシュの要素の内挿関数を利用し

て補間することで計算することができる。 しかし

辺要素の場合、未知変数が内挿したいベクトル場

の辺上での線積分に相当することから、
Restriction行列の各成分は線積分

$R_{lj}= \int_{E_{j}^{f}}\vec{w}_{i}^{c}\cdot d\vec{l}$ (7)

図 24面体ネスティッドメッシュ

つぎに 2段階 Vサイクルでの計算過程を示す。説明
の都合により、解くべき方程式である (3)式を次の

ように書き直す。

により求める必要がある。 ここで、 $E_{j}^{f}$ は細かい

メッシュにおけ句番目の辺を表し、 $w_{i}^{c}rightarrow$ は荒いメ

ッシュの i番目の辺に関する辺要素内挿関数であ
る。 しかしながら、図 2 に示すネステッドメッシ
ュを使用した場合は、 この線積分を直接実行せず
に高速に Restriction行列を求めることが可能で
ある。 その方法は 3-2節にて後述する。

$[\mathrm{K}_{f}.]\{x_{f}\}=\{b_{f}\}$ (4) ことで、
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Step3で得られた残差{ $r\mathrm{J}$に対応する誤差{ $e\mathrm{J}$を計

算する。

$[\mathrm{K}_{c}]\{e_{c}\}=\{r_{c}\}$ (8)

この計算は粗いメッシュに対する方程式であり、

未知数の数が少ないので計算時間は少なくて済む。

また係数行列 $[\mathrm{K}_{\mathrm{c}}]$は細かいメッシュの係数行列
$[\mathrm{K}_{f}]$ と Restriction 行列 [R] および後述の

Prolongation行列 u]から

$[\mathrm{K}_{c}]=[\mathrm{R}][\mathrm{K}_{f}][\mathrm{P}]$ (9)

によって生成することができる。 しかし、 本研究

では粗いメッシュに対して (3)式に基づく有限要
素法の計算により求めた。 このことからわかるよ

うに [$\mathrm{K}\mathrm{J}$も特異行列であり、 一般的な直接法では
(8)式を計算することが出来ない。そこで、本研究
では ICCG法を用いて計算を行った。

いメッシュに補完する作業を行う。

$\{e_{f}\}=[\mathrm{P}]\{e_{c}\}$ (10)

ここで用いる Prolongation行列 [P]は Restriction

行列 [R]の転置行列とするのが一般的であるが、適
当な定数 Cを用いて

[R] $=c[\mathrm{P}]^{T}$ (11)

3-2Restriction行列生成

既に述べたようにマルチグリッド法には、 粗い
メッシュの各要素を特定の規則により分割するこ
とで細かいメッシュを生成するネステッドメッシ
ュ (図 2参照) と、両者のメッシュに相関を持たせ

ないノンネステッドメッシュがある。前者のネス

テッドメッシュでは、 粗いメッシュの形状が細か
いメッシュに影響を与えてしまう問題があるが、
(7) 式による Res $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}$ ion行列の生成が容易である
という利点がある。 一方、 後者のノンネステッド
メッシュでは、 メッシュ間で相関を持たせる必要
が無いために、 自由な分割数でメッシュ生成が可
能である反面、(7) 式の積分区間が複数の要素にま
たがってしまうために計算が困難になる。そこで
本研究では、 ネステッドマルチグリッド法を採用
し、図 2に示すように粗いメッシュのそれぞれの四

面体要素に対して、辺の中点を用いて 8分割し細か
いメッシュを生成した。このとき Res $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}$ ion行列

(1)成分 Iは $\pm 0.5_{\text{、}}$ $\pm 0.25_{\text{、}}$ 0のいずれかの値と
なり、粗いメッシュの i番目の辺 $E_{i}^{c}$と細かいメッシ

ュ\sigma )j番目の辺 4との位置関係から決定できる。図
3にその一例を示す。 $\wedge\urcorner\text{、}$ 一つの粗い要素とそれ

を分割して生成した 8個の細かい要素を考える。
辺 $E_{i}^{e}$が図 3(a)に示した位置にあり、細かい要素の
辺の番号と向きが図 3(b)のように与えられている
とする ($R_{\ddot{y}}=0$となる辺は省略した)。 このとき、

Restriction行列の成分\tilde の図 3に示した辺に関す
る成分は、

1 で得

$\{x_{f}\}=\{x_{f}\}+\{e_{f}\}$ (12)

$R_{ij}=\{$

0.5: $j=1,2$

0.25: $j=4,6,8$

-0.25: $j=3,5,7,9$

0:上記以外の辺

(13)

となる。 上記操作を粗いメッシュの全ての要素に
対して行うことにより ${\rm Res} \mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}$ ion行列 [Rl を生成

できる。このように図 2の示すネステッドメッシュ
を採用することで (12)式の積分を行う必要が無く
なり、高速に Res $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{c}\mathrm{t}$ ion行列を生成することがで
きる。
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図 3 R。の生成例

4解析結果

4-1要素の扁平率と収束性

前節までの定式化に基づき図 1のモデルの有限
要素解析にマルチグリッド法を適用した。 一般に
要素の扁平率力塙くなると、収束が遅くなること
が報告されている。そこで、解析領域の高さ $\mathrm{h}$ (図

1 参照) を $\mathrm{h}=1.0_{\text{、}}$ $0.75_{\text{、}}$ $0.5_{\text{、}}$ $0.25_{\text{、}}$ 0.0125 と

変化させた計 5種類のモデルを考え、 そのそれぞ
れのモデルを 768個の四面体要素に分割して粗い
要素を作成した。 さらにその粗い要素を図 2に基
づく分割により 6144個の細かい要素を作成した。
当然、 要素の高さ $\mathrm{h}$を小さくすると解析領域が扁
平となるので、 要素も扁平になる。 そこで、 要素
の扁平率として要素の最大辺長と最小辺長の比を
考え、 各メッシュにおける扁平率の平均値と、 も

っとも扁平な要素の扁平率を表 1 に示す。

$\overline{\Pi \mathrm{D}\mathrm{D}}$ $\Xi \mathrm{h}$ $\overline{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\backslash \mp$’ $\Phi’\backslash \backslash$ $(\ovalbox{\tt\small REJECT}\star)$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }*\mathrm{X}’\backslash \backslash$ $(^{\backslash }*\mathrm{J}5)$

1.0 1.63 1.63
0.75 3.12 2.89
0.50 5.00 4.51
0.25 17.00 12.63

0.125 65.00 44.65

$\overline{\mathrm{R}.}$ $\Xi \mathrm{h}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{F}1\mathrm{i}\Xi$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\{+\mathrm{a}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\star$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}/\mathrm{J}\backslash$

1.0 100.7 $5.43\cross 10^{- 3}$ $1.85\cross 10^{4}$

0.75 115.0 $5.05\cross 10^{-\S}$ 2.28 $\mathrm{X}10^{4}$

0.50 152.3 $4.98\cross 10^{- 3}$ $3.06\cross 10^{4}$

0.25 281.4 $6.57\cross 10^{- 3}$ $4.28\cross 10^{4}$

0.125 551.4 $1.13\cross 10^{- 2}$ $4.84\cross 10^{4}$一般に、反復法の収束性は係数行列の性質に依
存する。 そこで、 このメッシュによって得られた
係数行列の性質を把握するために、Meshl $\text{、}$

Mesh2のそれぞれの粗メッシュに関する係数行

列の固有値分布を図 4 に示す。但し、 紙面の都合
で $\mathrm{h}=1.0_{\text{、}}$ $0.25_{\text{、}}$ 0.125の場合のみを表示した。
また、 密メッシュに関する固有値分布は計算機能
力の関係で本報告には間に合わなかったが、 粗メ
ッシュと同様の傾向を示すと考えられる。
既に述べたように本解析では未知数としてベ

クトルポテンシャルを用い、かっゲージを課して
いないので、係数行列は特異行列である。従って、
図 4からも明らかなように零固有値が存在する。
一般に零固有値は CG法の収束には影響を与えな
い。 しかしながら、 最大固有値と最小非零固有値
の比で与えられる条件数は、CG法の収束に必要な
反復回数と正の相関がある。そこで、 これらの係
数行列の条件数を表 2に示す。 要素の扁平率が高
くなると、最小非零固有値はあまり変化しないが、
最大固有値力状きくなることがわかる。従って、
解析領域が扁平になるほど条件数が悪くなってお
り、収束が悪いことが予想される。そこで、 ICCG
法とマルチグリッド法で計算を行い、 右辺ベクト
ルに対する相対残差が 1O-6以下になるまでに要し
た反復回数を表 3に示す。 マルチグリッド法の反
復回数が ICCG法に比較して非常に少ないが、 こ

れはマルチグリッド法ではーっの 2段階�サイク
ルを 1回とカウントしているからであり、一回の V
サイクルに Smoothingと Post-smoothingにそれ
ぞれガウスザイデル法にょる反復計算を 10回行
っている。 また、 粗いメッシュ上での残差方程式
の計算には ICCG法で平均 4O回程度の反復回数を.
要した。
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した。マルチグリッド法では Smoothing回数によっ

0 200
オーダ-

$000$

)通常表示

0 200
オー

$0-$
$\epsilon 00$

(b)対数表示

図 4 固有値分布

て、収束までに必要な Vサイクル回数が変化し収束
までの計算時間が変化する。一般に、 Smoothing

回数を減らすと一回の Vサイクルの計算に必要な
時間が減るものの、収束までに多くの Vサイクルが
必要となるために全体の計算時間が長くなる。 ま

た、 Smoothing回数を増やすと収束に要する Vサイ

クルが減るものの、一回の Vサイクルに必要な計算

時間が増えるので、全体の計算時間が長くなる。

従って、 最適な Smoothing回数が存在する。 表 5に

掲載した結果は最適な Smoothing回数における計

算時間である。 また、 $\mathrm{S}\mathrm{O}\mathrm{R}$法における加速係数

は 1. 5とした。

この結果ではマルチグリッド法は ICCG法よ $\circ$

りも 2 $\text{、}$

$3$ 倍程度高速であることがわかる。 しかし、 要素

が偏平になるとマルチグリッド法の収束性は急激

に悪化して、 ICCG法よりも遅くなることが知られ

ている。現在、 ロバスト性の向上のために新しい

Smootherの開発、最適な Smoothing回数を事前に決

定する方法の確立などを模索しているところであ

る。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\mathrm{S}\mathrm{h}$

$R$ $\mathrm{g}$

’
$\fbox \mathrm{Q}\Re$

$\mathrm{I}\mathrm{C}\mathrm{C}\mathrm{G}\backslash \not\in$ $7)\triangleright\neq\Pi|\mathrm{J}$
$\backslash \backslash j$

$\mathrm{b}$

.
1.0 64 7

0.75 72 7
0.50 131 10
0.25 315 20

0.125 761 31

表 4 計算時間比較用メッシュ
レベル 要素数 未知数

$\text{粗}$ 6144 7768

$\triangleright\bigwedge_{\backslash }^{\phi})\triangleright$ \yen F\Re $*\pi\Re$

$\mathfrak{H}$ 6144 7768

$\mathrm{q}\mathrm{l}$ 49152 59696

ffl 393216 4680644-2計算時間の比較

つぎに ICCG法とマルチグリッド法の計算時間を
計測した結果を示す。 前節で使用したモデルの中
で高さを h$=1$ . 0としたモデルを用い、細かいメッシ
ュをさらに分割を繰り返すことで 3 レベルのメッ
シュを作成した。表 4 に各レベルにおける要素数
および未知数を示す。 このメッシュに対して、 3
段 Vサイクルマルチグリッドを適用した。その際、
Smoothingに用いる反復解法 (Smoother) としてガ

ウスザイデル法と SOR法を用いた。表 5 に計算時間
を示す。 比較のために ICCG法による計算時間も示

表 5 計算時間
CPU時間

Method 反復回数 [秒]Method $R’\Phi\fbox \mathbb{E}\ddagger\Re$

$\mathrm{C}\mathrm{P}\mathrm{U}\mathbb{H}_{\backslash }7_{\mathrm{B}}7$

$[\ovalbox{\tt\small REJECT}’\mathrm{y}\backslash ]$

ICCGffi 209 130
$7l\triangleright\neq F^{1}\mathrm{J}$ $\backslash \backslash j\vdash^{\mathrm{s}}$

(Gauss-Seidel)
6 49

$7)\triangleright\neq F^{1}\mathrm{J}$ $\backslash \backslash y\triangleright$

.
(SOR)

6 38
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5 よとめ

本報告では、近年の大規模数値解析において必
要となる大きな連立方程式の有力な解法と期待さ
れるマルチグリッド法を取り上げ、 特に要素の扁
平率がマルチグリッド法の収束性に与える影響に
ついて調べた。その結果、 従来の CG法と同様にマ

ルチグリッド法においても、扁平な要素があると

収束性が悪くなることが確認できた。また、 係数

行列の固有値の分布を見ると、 要素が扁平になる
につれて、 最小非零固有値の値はほとんど変化し

ないものの、 最大固有値が大きくなることが確認

できた。従って、 要素が扁平になると最大固有値
と非零最小固有値の比で与えられる条件数が大き

くなる。 この条件数は CG法の収束性と相関がある
ことが知られているが、 マルチグリッド法の収束

性の判断にもこの条件数を利用することができる

と言える。
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