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1 はじめに
$\mathrm{P}V$ はリーマン面とし, $W$ の m-葉 $(1 <m<\infty)$ 非有界な被覆面を $\tilde{W}$ であらわ

す. $W,\tilde{W}$ の倉持コンパクト化を $W^{*},\tilde{W}^{*}$ , 倉持理想境界を $\Delta=\Delta^{W},\tilde{\Delta}=\Delta^{\overline{W}}$ ,
さらに, 極小境界点の全体を $\Delta_{1}=\Delta_{1}^{W},\tilde{\Delta}_{1}=\Delta_{1}^{\tilde{W}}$) とする.
われわれの研究の大きな目標は被覆面 $\tilde{W}$ の倉持理想境界 $\tilde{\Delta}$ の形状を決定する
ことである. その際次の事実が出発点となる ([JMS, Prop 2.1]) :
「 $\tilde{W}$ から $W$ への射影 $\pi$ は $\tilde{W}^{*}$ から $W$ への連続な写像 $\pi^{*}$ に拡張される. さら

に, $\pi^{*}(\tilde{\Delta})=\Delta$ が成り立つ.」
そこで, $\zeta\in\Delta$ に対して $(\pi^{*})^{-1}(\zeta)$ を考えると, 一般には非可算無限個の点か
らなる. しかし, 極小境界点に限ると次の結果が得られている. ここで $\nu(\zeta)$ は

$(\pi^{*})^{-1}(\zeta)\cap\tilde{\Delta}_{1}$ の個数, つまり, $(\pi^{*})^{-1}(\zeta)$ に含まれる極小境界点の個数を表す.

THEOREM A[JMS, Thm.1]:1) $\zeta$ が極小境界点でないならば, $\nu(\zeta)=0$ .
2) $\zeta$ が極小境界点ならば, $1\leq\nu(\zeta)\leq m$ .

これによって, $W$ の極小境界点とその被覆面である $\tilde{W}$ の極小境界点の関係が少
しわかってきた. では, その個数 $\nu(\zeta)$ は何によって決定されるのか? これに対す
るひとつの答えが次の結果であった.

THEOREM $\mathrm{B}$ [$\mathrm{J}\mathrm{M}\mathrm{S},$ Main $\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{m}.$ ] $:\zeta\in\triangle_{1}$ に対して $W$ 上の部分領域 $M$ で

$W\backslash M$ が $\zeta$ で thin となるもの全体を $\mathcal{M}_{\zeta}$ で表し, $n(M)$ を $\pi^{-1}(M)$ の連結成
分の個数とすれば,

$\nu(\zeta)=\max_{\in MM_{\zeta}}n(M)$ .

しかし, 極小境界点 $\zeta$ に対して $(\pi^{*})^{-1}(\zeta)$ に含まれる非極小境界点 $\tilde{\zeta}$ に関して
は, 特別な場合, 正岡の詳しい結果があるが, 一般には次のことがわかっている
[こ過ぎな $\mathrm{A}\mathrm{a}$ ([JMS, Cor 22]) :
「 $\tilde{\zeta}$ は倉持核函数の意味で, $(\pi^{*})^{-1}(\zeta)$ に含まれる有限個の極小境界点の線形結合
で表される.」

一方 $\zeta$ が非極小境界点のときは $(\pi^{*})^{-1}(\zeta)$ は非極小境界点のみからなるが, それ
以外はわかっていない.
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2 結果

Theorem $\mathrm{B}$ によって $\nu(\zeta)$ を求めることができるはずであるが, 実際にはなか

なか難しい. そこで, リーマン面上の他のものを用いて $\nu(\zeta)$ を評価することを考
えたい. ここでは, 二つのものを考える. ひとつはリーマン面上の Dirichlet 積分
有限な調和関数の族である. 元来, Dirichlet 積分有限な関数の族は倉持のコン\nearrow �
クト化と大変相性が良く, これを考えるのは自然なことである. もう 1 つは, 被

覆の具合をあらわすものとして, 分岐点の射影の分布の仕方に注目する. 一般に
は分岐点は必ずしも存在しないのでここでは最も簡単な場合, つまり $W$ が単位円

板である場合を扱う.

$W,\tilde{W}$ 上の Dirichlet 積分有限な調和関数の族を $HD(W),$ $HD(\tilde{W})$ で表す. $\nu\tilde{V}$

は $W$ の有限葉の被覆面であるから $HD(W)\circ\pi\subset HD(\tilde{W})$ が成り立っている. こ

こで,

$HD(W)0\pi=\{ho\pi;h\in HD(W)\}$ .

これに関するわれわれの結果は

Theorem 1. [JM] $HD(W)$ は定数関数以外の元を含むとする. 次の (i), (ii),
(iii) は同値である.
(i) $HD(\tilde{W})=HD(W)\circ\pi$;
(ii) 高々 $\Delta_{1}$ の full-polar subset を除いたすべての $\zeta\in\Delta_{1}$ [こ対して $\nu(\zeta)=1$ ;
(iii) 高々 $\Delta_{1}$ 上の調和測度 $\mu_{z}^{W}(z\in W)$ の零集合を除いたすべての $\zeta\in\Delta_{1}$ に対

して $\nu(\zeta)=1$ .

$W$ が単位円板 $\{z;|z|<1\}$ のときは次の条件も同値になる:
(iv) 全ての $e^{i\theta}\in\partial\nu V$ [こ対して $\nu(e^{i\theta})=1$ .

注意 :1) Theorem 1(ii) で倉持容量が 0 の集合を full-polar と呼ぶ.

2) Theorem 1 (iii) で, $W$ の倉持コンパクト化は可解になり, 境界 $\Delta$ 上の連続
関数を境界値とする Dirichlet 問題の解は存在し, その表現測度を調和測度 $\mu_{z}^{W}$ と

表す.
3) Theorem 1(iv) で, $W$ が単位円板のときは倉持コンパクト化 $W^{*}$ と Euclid の
意味の閉包 $\overline{W}$ は同相になりその境界 $\Delta$ と $\partial W$ も同相になる.

次に, $\nu V$ が単位円板のときは射影 $\pi$ に関して $\tilde{W}$ 上に分岐点が存在する. $\pi$ に

よる分岐点の像を $\{z_{n}\}$ とし次の条件を考える ([J]).

1
$(\#)$

$\sum_{z_{n}\neq 0}\log\frac{1}{1-|z_{n}|}<\infty$

.

このとき次の定理が証明される.
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Theorem 2. [JM] $\{\ovalbox{\tt\small REJECT}.\}$ が条件 $(\#)$ をみたすならば, 高々単位円周� $W$ 上の 1
次元測度 0 の集合を除いて全ての $\prime^{0}\in\partial W$ に対して $\nuarrow^{\ovalbox{\tt\small REJECT}\theta}$ ) $\ovalbox{\tt\small REJECT} m$ . が成り立っ.

注意 : 条件 $(\#)$ は [J1] において $\tilde{W}$ が極大なリーマン面にならないための十分条
件として与えられている ([Jl, Thm 2]). 一方 [J2] において Theorem 1(iii) がみ
たされれば $\ddagger\tilde{V}$ は極大なリーマン面になることが示されてぃる ([J2, Thm 5]). こ

れらをあわせると,
「 $(\#)$ ならば $\nu(e^{i\theta})>1$ となる $e^{i\theta}$ は単位円周上測度正の集合をなす」

というところまではすぐにわかる.

3Theorem 1 の証明の概略
(i) $\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})$ はあとで述べる.
$(\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})$ は調和測度と容量の関係からすぐにわかる.
$(\mathrm{i}\mathrm{i}\mathrm{i})\Rightarrow(\mathrm{i})$ は次のように証明する :
$\tilde{h}\in HD(\tilde{W})$ とすれば, $\tilde{\Delta}$ 上の適当な Borel 関数 $\tilde{h}^{*}$ と $\tilde{\Delta}$ 上の調和測度 $\mu_{\tilde{z}}^{\tilde{W}}$ を用
いて

$\tilde{h}(\tilde{z})=\int\tilde{h}^{*}d\mu_{\tilde{z}}^{\tilde{W}}$

と積分表示される ( $[\mathrm{C}\mathrm{C}$ , Hilfssatz 16.1]). 仮定より,

$N=$ { $\zeta\in\Delta$ : $\zeta\in\Delta\backslash \Delta_{1}$ or $\nu(\zeta)\geq 2$}

は $W$ 上の調和測度 $\mu_{z}^{W}$ に関して零集合となる. すると, $\triangle$ 上の $G_{\delta}$ 集合 $N_{\delta}$ と
して

$N_{\delta}\supset N$ かつ $\mu_{z}^{W}(N_{\delta})=0$

をみたすものが取れる. $\zeta\in\Delta\backslash N_{\delta}$ に対しては $\nu(\zeta)=1$ である. っまり, $(\pi^{*})^{-1}(\zeta)$

は極小境界点ただ 1 つからなる. そこで,

$h^{*}(\zeta)=\{$

$\tilde{h}^{*}((\pi^{*})^{-1}(\zeta))$ for $\zeta\in\Delta\backslash N_{\delta}$

0for $\zeta\in N_{\delta}$

と定めれば $h^{*}$ は $\Delta$ 上の Borel 関数になることがわかる. よって,

$h(z)= \int h^{*}d\mu_{z}^{W}$

は $W$ 上の調和関数で,

$\tilde{h}(\tilde{z})=\int_{\tilde{\Delta}}\tilde{h}^{*}d\mu_{\tilde{z}}^{\overline{W}}=\int_{\overline{\Delta}\backslash (\pi^{*})^{-1}(N)}(h^{*}\circ\pi^{*})d\mu_{\tilde{z}}^{\tilde{W}}=\int_{\Delta\backslash N}h^{*}d\mu_{\pi^{\mathrm{r}}(\tilde{z})}^{W}=(h\circ\pi^{*})(\tilde{z})$.

が成り立ち, この等式より $h\in HD(W)$ もわかる. すなゎち, $\tilde{h}\in HD(W)\circ\pi$
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(i) $\Rightarrow(\mathrm{i}\mathrm{i})$ を示すにはいくらか準備を必要とする. $I\acute{\mathrm{t}}$ を $W$ 上の閉円板とし,
$W_{0}=W\backslash K,\tilde{W}_{0}=\tilde{W}\backslash (\pi^{*})^{-1}$(If) と定める. そして, $\nu 7^{\gamma_{0}},\tilde{W}_{0}$ 上の関数族 $74D(W_{0})$ ,
$\mathcal{H}D(\tilde{W}_{0})$ を次のように定める : $\gamma\{D(W_{0})=$ { $h\in HD(W_{0});h=\mathrm{O}$ on $\partial K$ },
$\mathcal{H}D(\tilde{W}_{0})=$ { $\tilde{h}\in HD(\nu\tilde{V}_{0});\tilde{h}=0$ on $\partial\pi^{-1}(K)$ }
そして, まず $HD(\tilde{W})=HD(W)\circ\pi$ であることと $HD(\tilde{W}_{0})=\mathcal{H}D(W_{0})\circ\pi$ が同

値であることが示される.
つぎに, $W$ 上の Dirichlet 問題に関する $\Delta$ の正則点の集合を $\Delta_{r}$ で表し, $\Delta_{r,1}=$

$\Delta_{r}\cap\Delta_{1}$ とする. 同様に, $\tilde{\Delta}_{r},\tilde{\Delta}_{r,1}$ が定義される. このとき重要なのは $\Delta_{1}\backslash \Delta_{r,1}$

が full-polar であること, そして

$(\pi^{*})^{-1}(\Delta_{r,1})\cap\tilde{\Delta}_{1}=\tilde{\Delta}_{r,1}$ .

が成り立つことである. そこで, $\zeta\in\Delta_{r,1}$ に対して $\nu(\zeta)=1$ を示せば良いことに

なる.
$\tilde{\xi}\in\tilde{W}_{0}$ に対して $\tilde{W}_{0}$ 上の倉持関数を $\tilde{N}_{\tilde{\xi}},\tilde{W}_{0}$ 上の Green 関数を $\tilde{g}_{\tilde{\xi}}$ で表すと

$\tilde{N}_{\tilde{\xi}}-\tilde{g}_{\tilde{\xi}}\in \mathcal{H}D(\tilde{W}_{0})$

が成り立つ. すると, $\tilde{W}_{0}$ 上で $\tilde{N}_{\tilde{\xi}}-\tilde{g}_{\tilde{\xi}}=g\circ\pi$ をみたす $g\in 7\{D(W_{0})$ が存在する.
実は, この $g$ は $\frac{1}{m}(N_{\xi}-g_{\xi})$ こ等しい, ここで, $\xi=\pi(\tilde{\xi})$ であり, $N_{\xi},$ $g_{\xi}$ はそれ

ぞれ $W_{0}$ 上の倉持関数, Green 関数を表す. つまり, $\pi(\tilde{\xi})=\pi(\tilde{\xi}’)$ ならばすべて

の $\tilde{z}\in\tilde{W}_{0}$ に対して
$\tilde{N}_{\tilde{\xi}}(\tilde{z})-\tilde{g}_{\overline{\xi}}(\tilde{z})=\tilde{N}_{\tilde{\xi}’}(\tilde{z})-\tilde{g}_{\tilde{\xi}’}(\tilde{z})$

が成り立つことになる.
いま, $\zeta\in\Delta_{r,1}$ と $\tilde{z}\in\tilde{W}_{0}$ を固定する. $\tilde{\zeta}\in\tilde{\Delta}_{1}(\zeta)$ は Dirichlet 問題に関する正

則点であるから Groen 関数の性質より

$\lim_{\tilde{\xi}arrow\overline{\zeta}}\tilde{g}_{\tilde{\xi}}(\tilde{z})$

$=0$ .

が成り立つ. $\tilde{\Delta}_{1}(\zeta)$ が別の点 $\tilde{\zeta}’$ を含んでいれば次のような点列を作ることがで
きる : $\{\tilde{\xi}_{n}\}$ と $\{\tilde{\xi}_{n}’\}$ は $\pi(\tilde{\xi}_{n})=\pi(\tilde{\xi}_{n}’)(n=1,2, \cdots)$ をみたしかつ $\lim_{narrow\infty}\tilde{\xi}_{n}=\tilde{\zeta}$ ,

$\lim_{narrow\infty}\tilde{\xi}_{n}’=\tilde{\zeta}’$ となる.

すると
$\lim_{narrow\infty}$ ( $\tilde{N}_{\tilde{\xi}_{n}}(\tilde{z})$ 一 $\tilde{g}_{\tilde{\xi}_{n}}(\tilde{z}))=\lim_{narrow\infty}(\tilde{N}_{\tilde{\xi}_{\acute{n}}}(\tilde{z})-\tilde{g}_{\tilde{\xi}_{\acute{n}}}(\tilde{z}))$

よって, $\tilde{N}_{\tilde{\zeta}}(\tilde{z})=\tilde{N}_{\tilde{\zeta}’}(\tilde{z}).\tilde{z}$ は任意だから $\tilde{\zeta}=\tilde{\zeta}’$ となり $\nu(\zeta)=1$ が示された.

(iv) が同値になることは, $W$ が単位円板のときには�W $=\Delta_{r,1}$ となることか
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4Theorem 2 の証明のアイデア
単位円板 $l\mathrm{t}^{f}$ 上で各 $z_{n}$ を始点とし単位円周にいたる半径方向の線分 l。を考え

る. 正確には
$l_{n}=\{z;\arg z=\arg z_{n}, 1>|z|\geq|z_{n}|\}$ .

その際, $z_{n}\neq 0$ としておいても一般性を失わない. すると,

$M=W\backslash L$ , $L= \bigcup_{n}l_{n}$

は $W$ の単連結な部分領域となり, 分岐点をすべて除いていることから $\pi^{-1}$ $(M)$ は
ちょうど $m$ 個の連結成分からなる. あとは, $\partial W$ 上ほとんどすべての点 $e^{i\theta}$ に対
して $M$ が thin [こなることを見れば Theorem $\mathrm{B}$ より $\nu(e^{i\theta})=1$ が従う.

$M$ が $e^{i\theta}$ で thin であるための必要十分条件は $e^{i\theta}$ に極を持っ倉持関数 $N_{\theta}$ を
$W\backslash M=L$ に関して balayage したとき $N_{\theta}>(N_{\theta})^{L}$ が成り立っことである.
倉持関数 $N_{\theta}$ は $N_{\theta}(e^{i\theta})=\mathrm{o}\mathrm{o}$ をみたすから,

$\int_{0}^{2\pi}(N_{\theta})^{L}(e^{i\theta})d\theta<\infty$

を示せば� $W$ 上ほとんどすべての点 $e^{i\theta}$ に対して $M$ が thin になることがわかる.
実は, 上の積分の収束のための十分条件が条件 $(\#)$ である. これが証明のアイデ
アで後は計算をすればよいことになる.

5 補足

Theorem 1 は前提として $HD(W)$ が定数関数以外の元を含むことを要求したが
$HD(W)$ が定数関数のみからなるときはどうであろうか? っまり, $W\in O_{HD}$ と
する. Groen 関数が存在しないリーマン面の族を O。で表すと OHD\supset O。が成り
立つ. 次のことは知られている :
W\in O。であるための必要十分条件は $\Delta$ が full-polar であること.
W\in OHD\O。であるための必要十分条件は $\Delta$ が 1 点の調和測度が正になる極
小境界点 $\zeta$ をただ 1 つ持ち, それ以外っまり $\Delta\backslash \{\zeta\}$ の調和測度は 0 になること
である.
このとき, 次の定理がわかる.

Theorem 3. [JM] (1) 次の $(i)_{f}(ii)_{J}(iii)_{f}(iv)$ は同値である.
(i) $W\in O_{G\mathrm{z}}$.

(ii) $\tilde{W}\in O_{ci}$

(iii) $\Delta 1\mathrm{h}$ full-polar;
(iv) $\tilde{\Delta}\}\mathrm{h}$ full-polar;
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$\ovalbox{\tt\small REJECT})WCO_{HD}\backslash O_{G}$ のとき次の (i), (ii), (iii) は同 直である.

(i) $HD(W)$ は定数関数のみからなる;
$\ovalbox{\tt\small REJECT} i)$ $W\mathrm{c}O_{HD}\backslash O_{G;}$

$\ovalbox{\tt\small REJECT} i)$ 正の調和測度を持っただ 1 つの極小境界点 $\zeta$ に対して $\nu(\zeta)\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ ;
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