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1. はじめに
日標集合を持つ非割引マルコフ決定過程における閾値確率 (リスク) 最小化問

題を考える. この問題を再帰クラスをもつ無限期間非割引マルコフ決定過程とし
て定式化する. 主な結果として, 最適値関数が最適方程式の一意な解であり, 定
常な最適政策が存在することを示す. また, いくつかの値反復法と政策改良法を
与える.
非割引マルコフ決定過程はとても重要な最適化問題の一つであり, 多くの文献
で研究されている. (e各 [2, 4, 5, 6, 14]). Eaton and Zadeh[5] はそのようなマルコ

フ決定過程を有限状態・有限行動 (アクション) をもつ pursuit problem として定

式化し, 少なくとも 1 つの proper な政策が存在すれば最適政策に対応する総期待
コストは最適方程式の一意な解であることを示し, 値反復法によって最適値を与え
$_{\vec{}}$ . Derman$[6, 7]$ は目標状態が吸収的な有限マルコフ決定を研究して first passage
problem と呼んでいる. 彼はその問題が最適定常政策をもつことを示し, 逐次近似

法, 政策改良法, 線形計画法を用いて最適解を求めた. Bertsekas and Tsitsiklis[1]
はコストの非負性を仮定しないで確率最短路問題へと拡張した. また, Veinott[14]
は [5], [6] の結果を一時的 (transient) マルコフ決定過程へ一般化し, 最適定常政
策の存在を示した. さらに, Hern\’andez-Lerma and Lasserre[9] はボレ)状態空間

とコンパクト行動空間をもつ一時的マルコフ決定過程へと拡張した. これらのす
べてでは, 評価関数は期待総非割引利得 (またはコス $\}\backslash$ ) $E[\Sigma_{k=1}^{\infty}\mathrm{Y}_{k}]$ である. こ

こで, $\mathrm{Y}_{k}$ は時刻 $k$ での利得を表す.
他方 , 多くの研究者 [3, 8, 13, 15, 17] は, 政策 $\pi$ に関して閾値確率 $P_{i}^{\pi}(Z_{\beta}\leq r)$

を最小にするリスク最小化モデルを研究している. ここで, $Z_{\beta}= \sum_{k=1}^{\infty}\beta^{k}\mathrm{Y}_{k}$ は総

割引利得, $r$ は閾値で $i$ lよ初期状態である. White[16] は有界な利得集合をもつ有
限マルコフ決定過程でそのような問題を考えているが, 彼の Lemma 3 は一般には
成立せず, したがって最適値の一意性も最適解の存在も証明されていない. Wu and

Lin[17] は有限・無限期間の最適値関数が閾値の分布関数であることを示し, 有限期
間での最適定常政策の存在を示している. Ohtsubo and Toyonaga[10] は無限期間

での右連続な最適定常政策の存在に関する 2 つの十分条件を与えている. これらの

すべては割引マルコフ決定過程に関する結果で , Ohtsubo and Toyonaga[ll] で与え

られた第 1 の同値類の問題に対応している. [12] で著者は , 閾値確率が $P_{i}^{\pi}(Z>r)$

である確率最短路問題のリスク最小化を考えている. ここで, $Z= \sum_{k=1}^{\infty}\mathrm{Y}_{k}$ は総

非割引コストである. この問題は , [11] での第 2 の同値類に対応している. そこ

では, その問題を非割引マルコフ決定過程として定式化し, 最適値関数が最適方
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程式の一意な解であることを示し, 右連続な最適定常政策の存在を与え , 値反復
法を求めた.
この報告では, 閾値確率 $P_{i}^{\pi}(Z\leq r)$ に関するリスク最小化問題を考える. ここ

で, $Z= \sum_{k=1}^{\tau-1}\mathrm{Y}_{k}$ で, $\tau$ は与えられた目標集合への初期到達時間である. $\tau$ の有
限性の仮定の下, 最適値関数が最適方程式の一意解であることを示し, 右連続な
最適定常政策の存在を与える. また, 値反復法と政策改良法を与える.

2. 問題の定式化
離散時間 $N=\{1,2, \ldots\}$ 上の非割引マルコフ決定過程 $\Gamma=((X_{n}), (A_{n}),$ $(\mathrm{Y}_{n}),p)$

を次のように定義する : 状態空間 $S$ は可算集合で, 時刻 $n\in N$ における状態を
$X_{n}$ と表す; 行動空間 $A= \bigcup_{i\in}sA(i)$ は可算集合で , $A(i)$ は状態力 $s$ $i\in S$ のときの

実行可能な有限集合とし, 時刻 $n\in N$ における行動を $A_{n}$ と表す; 利得空間 $E$ は

可算集合 $\{y_{1}, y_{2}, \ldots\}$ で $y_{i}(i=1,2, \ldots)$ は非負で有界とし, $\mathrm{Y}_{n}\in E$ は時刻 $n\in N$

における利得を表す確率変数とする. 各 $i,j\in S,$ $a\in A(i),$ $y\in E$ に対して , 時間
的一様な確率分布を

$q^{a}(j|i)=P(X_{n+1}=j|X_{n}=i, A_{n}=a)$ ,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{ij}^{a}$ $(y)=P(\mathrm{Y}_{n}=y|X_{n}=i, X_{n+1}=j, A_{n}=a)$

と定め,

$p^{a}(j, y|i)=q^{a}(j|i)\hat{q}_{ij}^{a}(y)=P(X_{n+1}=j, \mathrm{Y}_{n}=y|X_{n}=i, A_{n}=a)$

とおく. また, 新状態空間を $S_{R}=S\cross(-\infty, \infty)$ とする.
目標集合 $B$ を $S$ の空でない部分集合とし, 停止時間 $\tau$ を $X_{n}\in B$ となるよう

な最小の $n\geq 0$ とする. 総非割引利得を

$Z= \sum_{k=1}^{\tau-1}\mathrm{Y}_{k}$

によって定義する. そのとき, 最適化問題は与えられた閾値 $r$ に対して閾値確
率 $P_{i}^{\pi}(Z\leq r)$ をすべての政策 $\pi$ に関して最小にすることである. この最適化問
題を簡単にするために, $B$ は再帰クラスで ”reward-free” , すなわち , すべての
$i,j\in B,$ $a\in A(i)$ に対して , $\sum_{j\in B}q^{a}(j|i)=1,\hat{q}_{ij}^{a}(0)=1$ と仮定する. この仮定
のもとでは,

$Z= \sum_{k=1}^{\infty}\mathrm{Y}_{k}$

である. この問題を解析するために, 有限期間の総非割引利得 $Z_{n}$ と確率変数 $W_{n}$

を次で定める :

$Z_{0}=0$ , $Z_{n}= \sum_{k=1}^{n}\mathrm{Y}_{k},$ $n\geq 1$ ,

$W_{1}=r$ , $W_{n}=W_{1}-Z_{n-1}=W_{n-1}-\mathrm{Y}_{n-1}$ , $n\geq 2$ ,
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政策 $7\Gamma=(\delta_{n}, n\geq 1)=(\delta_{1}, \delta_{2}, \ldots, \delta_{n}, \ldots)$ を次のように定義する : 履歴 $h_{n}=$

$(i_{1}, w_{1}, a_{1}, i_{2}, w_{2}, \ldots, a_{n-1}, i_{n}, w_{n})$ を $\theta_{n}=(X_{1}, W_{1}, A_{1}, X_{2}, W_{2}, \ldots, A_{n-1}, X_{n}, W_{n})$

の実現値とする. 時刻 $n$ までの履歴の全体を H。とする. $\delta_{n}$ は条件付確率 $\delta_{n}(a_{n}|h_{n})=$

$P(A_{n}=a_{n}|\theta_{n}=h_{n})$ で与えられ, $h_{n}\in H_{n}$ (こついて Lebesgue 可測とする. この

ような政策 $\pi$ の全体を $C$ とする. 政策 $\pi=(\delta_{n}, n\geq 1)$ が Markov とは $\delta_{n}$ が

$(X_{n}, W_{n})=(i_{n}, w_{n})$ のみの関数のときをいい , 確定的定常とは $\pi$ が Markov で,
すべての $n\in N$ で $\delta_{n}=\delta_{n+1}$ をみたし, $\delta_{n}$ が確定的に $a_{n}\in A$ を決定すると

きをいう. それそれの全体を $C_{M},$ $C_{D}$ とする. $\pi=$ $(\delta, \delta, \ldots, \delta, . . .)$ \in Cっのとき,
$\pi=\delta^{\infty}$ とかき, $\delta(a|i, r)=1$ ならば $\delta(i, r)=a$ とかく. それそれに対応する決定
ルール $\delta$ の全体を $\Delta$ , \Delta 。, $\Delta_{D}$ とする.

初期状態 $X_{1}=i$ と政策 $\pi$ を与えたときの事象 $\{Z\leq r\}$ の条件付確率を $P^{\pi}\dot{.}(Z\leq$

$r)$ と表す. 過程は $i,$ $\pi,$ $r$ に依存するので , 記号として条件付確率 $P_{(\cdot,\mathrm{r})}^{\pi}.()$ を用 1
ることもある. この報告を通して , すべての政策 $\pi\in C$ と各 $(i, r)\in S_{R}$ に対し

て, $P_{(i,\mathrm{r})}^{\pi}(\tau<\infty)=1$ と仮定する. すなわち, $P_{(i,\mathrm{r})}^{\pi}$ ( $X_{n}\in B$ for some $n\geq 1$ ) $=1$

であり, これは $B^{c}$ が一時クラスである. このとき, $P_{(i,)}^{\pi_{\Gamma}}(Z<\infty)=1$ である.

決定月/–) $\mathrm{s}\delta\in\Delta_{D}$ が右連続とは, 各 $(i, r)\in S_{R}$ に対して正の実数 $\mu$ が存在し

て, すべての Ci : $0\leq u<\mu$ 対して $\delta(i, r)=\delta(i, r+u)$ となることである. ま

た, 政策 $\pi=(\delta_{n}, n\geq 1)\in C_{D}$ が右連続とは, 各 $n\geq 1$ に対して $\delta_{n}$ が右連続の

ことである.
有限・無限期間の評価関数を

$F_{n}^{\pi}(i, r)=P^{\pi}\dot{.}(Z_{n}\leq r)$ , $F^{\pi}(i, r)=P_{i}^{\pi}(Z\leq r)$ , $(i, r)\in S_{R},$ $\pi\in C$

とし, 最適値関数を次で定める :

$F_{n}^{*}(i, r)= \inf_{\pi\in C}F_{n}^{\pi}(i, r)$, $F^{*}(i, r)= \inf_{\pi\in C}F^{\pi}(i,r)$ , $(i,r)\in S_{R}$ .

$F^{*}(i, r)=F^{\pi}(i, r),$ $(i, r)\in S_{R}$ をみたすとき, 政策 $\pi\in C$ は最適であるという.
関数空間 $\mathcal{F}_{r}$ を, $S_{R}$ から $[0, 1]$ への関数 $F$ で次をみたすものの全体とする加 $\in S$

に対して , $r<0$ のとき $F(i, r)=0$ で, $F(i, \cdot)$ は非減少で右連続である. 一般に

は, $F^{\pi}\not\in F_{f}$ である (cf. 例 51).
作用素 $T^{a},$ $T^{\delta},$ $T$ を次で定める : $F\in \mathcal{F}_{\mathrm{r}},$ $(i, r)\in S_{R},$ $a\in A(i),$ $\delta\in\Delta$ に対して ,

$T^{a}F(i, r)= \int_{S_{R}}F(j,r-y)dp^{a}(j,y|i)$ ,

$T^{\delta}F(i,r)= \sum T^{a}F(i.r)’\delta(a|i,r)$ ,
$a\in A(\cdot.)$

$TF(i,r)= \inf_{\delta}T^{\delta}F(i, r)=\min_{a\in A(\dot{\cdot})}T^{a}F(i, r)$ .
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3. 最適値と最適政策
最初にいくつかの基本的な補題を与える.

補題 3.1. (i) $F,$ $G\in F_{\mathrm{r}},$ $\delta\in\Delta$ に対して, $T^{\delta}F-T^{\delta}G=T^{\delta}(F-G)$ .
(ii) $F,$ $G\in F_{f}$ かつ $F\geq G$ のとき, 各 $a\in A(\cdot)$ に対して , $T^{a}F\geq T^{a}G$ , 各

$\delta\in\Delta$ に対して , $T^{\delta}F\geq T^{\delta}G$ かつ $TF\geq TG$ .
(iii) $G\in$ 石, のとき, 各 $a\in A(\cdot)$ に対して , $T^{a}G\in F_{\mathrm{r}}$ かつ $TG\in \mathcal{F}_{f}$ .

補題 32. 各 $F\in F_{f}$ に対して, $TF=T^{\delta}F$ をみたす右連続な決定ルール $\delta\in\Delta_{D}$

が存在する.

政策 $\pi=(\delta_{n}, n\geq 1)\in C$ と履歴 $(i, r, a)\in S_{R}\cross A$ に対して , 政策 $1(\pi.\cdot,t,a)=$

$(\delta_{n}^{(i,\mathrm{r},a)}, n\geq 1)$ を $\delta_{n}^{(i,\mathrm{r},a)}(\cdot|h_{n})=\delta_{n+1}(\cdot|(i, r, a), h_{n}),$ $h_{n}\in H_{n},$ $n\geq 1$ によって定
義する. そのとき, 固定した $(i, r, a)$ に対して, $1(\pi i,\mathrm{r},a)\in C$ である. 簡単さのた
めに , $\pi=(\delta_{n}, n\geq 1)\in C,$ ( $i$ , r)\in S。に対して , -D\rightarrow --己号

$T \delta_{1}F^{1}\pi(i,r)=\sum_{a\in A(i)}\delta_{1}(a|i, r)\sum_{j,y},F^{1(:_{\Gamma,a})}\pi’(j, r-y)p^{a}(j, y|i)$

を用いる.

補題 33. $\pi=(\delta_{n}, n\geq 1)\in C$ を任意とする.

(i) 各 $n\geq 0$ に対して , $F_{n}^{\pi} \geq F_{n+1}^{\pi}\geq\lim_{narrow\infty}F_{n}^{\pi}=F^{\pi}$ .
(ii) 各 $n\geq 0$ に対して , $F_{n}^{\pi}\in F_{\gamma}$ かつ $F^{\pi}\in F_{\mathrm{r}}$ .
(iii) 各 $n\geq 0$ に対して , $F_{n+1}^{\pi}=T^{\delta_{1}\pi}F_{n}^{1}$ かつ $F^{\pi}=T^{\delta_{1}}F^{1}\pi$ . 特に, $\pi=\delta^{\infty}\in C_{D}^{s}$

のとき, $F^{\pi}=T^{\delta}F^{\pi}$ .
そこで, 有限・無限期間の最適値関数の基本的な性質を与える.

定理 31. (i) 各 $n\geq 0$ に対して , $F_{n}^{*}\in F_{f}$ かつ $\{F_{n}^{*}, n\geq 0\}$ は次の最適方程式を
みたす :

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=I[0,\infty),$ $F_{n}^{*}=TF_{n-1}^{*},$ $n\geq 1$ .

(ii) 各 $n\geq 0$ に対して , $F_{n}^{*}=F_{n}^{\pi}$ となる右連続な政策 $\pi\in C_{D}$ が存在する.
(iii) 各 $n\geq 0$ に対して , $F_{n}^{*} \geq F_{n+1}^{*}\geq\lim_{narrow\infty}F_{n}^{*}=F^{*}$ かつ $F^{*}\in F_{\mathrm{r}}$ .

定理 3.1 から, $F^{*}= \lim_{narrow\infty}T^{n}F_{0}^{*}$ であることがわかる. 最適値 $F^{*}$ を特徴付

けるために, 次の重要な補題を必要とする.

補題 34. $\pi=\delta^{\infty}\in C_{D}$ を任意とする.
(i) $F,$ $G\in \mathcal{F}_{f}$ とする. $B^{c}\cross R$ 土で $F-G\leq T^{\delta}(F-G)$ かつ $B\cross R$ 土で $F=G$

のとき, $F\leq G$ .
(ii) $F^{\pi}$ は $B\cross R$ 土で $F=I[0,\infty)$ をみたす方程式 $F=T^{\delta}F$ の一意な解である.

この結果, 次の主定理を得る.
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定理 32. (i) $F^{*}$ は $B\cross R$ 上で $F=I_{[0,\infty)}$ をみたす最適方程式 $F=TF$ の $\mathcal{F}_{\mathrm{r}}$ 上

での一意な解である.
(ii) $B^{\mathrm{c}}\cross R$ 上で $F^{*}=T^{\delta}F^{*}$ をみたす右連続な定常政策 $\pi=\delta^{\infty}\in C_{D}$ が存在
し, $\pi$ は最適である.

4. 値反復法と政策改良法
定理 3.1 から, 一つ目の値反復法が得られた :

$F_{0}^{*}=I[0,\infty)$ , $F^{*}= \lim_{narrow\infty}T^{n}F_{0}^{*}$ .

そこで, 他の値反復法を与える.

定理 41. $G$ を $G(i, r)=0,$ $i\in S,$ $r<0$ と $G\geq F^{*}$ をみたす可測な関数とする.
このとき, $\{T^{n}G\}$ は収束し, $\lim_{narrow\infty}T^{n}G=F^{*}$ .
系 4.1. 政策 $\pi\in C$ に対して , $\lim_{narrow\infty}T^{n}F^{\pi}=F$ ‘.

次に , 政策改良法を与える. その手順は次の通りである :

1. 初期政策 $\pi_{0}=(\delta_{0})^{\infty}\in C_{D}$ を選べ.

2. ステップ $n$ で, 政策 $\pi_{n}=(\delta_{n})^{\infty}\in C_{D}$ が与えられているとする. $F^{\pi_{n}}$ を求め
るために , $B\cross R$ 上で $F=I_{[0,\infty)}$ をみたしている方程式 $F=T^{\delta_{n}}F$ を解け.

3. もし $T^{\delta_{n}}F^{\pi_{n}}=TF^{\pi_{n}}$ ならばこの手順をストップせよ. もし $T^{\delta_{n}}F^{\pi_{n}}\neq TF^{\pi_{n}}$

ならば次のステップヘ進め.
4. $T^{\delta_{n+1}}F^{\pi_{n}}=TF^{\pi_{n}}$ によって, 新政策 $\pi_{n+1}=(\delta_{n+1})^{\infty}\in C_{D}$ を見つけよ.

5. $n$ を $n+1$ に換えて , ステップ (ii) へ戻れ.

このとき次の結果を得る.

定理 42. (i) 関数列 $\{F^{\pi_{n}}\}$ は非増加で , $F^{*}$ に収束する.
(ii) もし $T^{\delta_{n}}F^{\pi_{n}}=TF^{\pi_{n}}$ ならば, $F^{\pi_{n}}$ は最適値で,’ $\pi_{n}=(\delta_{n})^{\infty}\in C_{D}$ は最適政

策である.

5. 数値例
最初に , $F^{\pi}\not\in \mathcal{F}_{\mathrm{r}}$ であるような政策 $\pi\in C$ を与える.

例 5.1. $S=\{1,2\}$ を状態空間とし, {2} を日標集合とする. 状態 2 は再帰的 (吸

収的) で reward-free とする. また, $A=\{a_{1}, a_{2}\}$ を行動空間とする. 確率分布を

$p^{a_{1}}(2,2|1)=1,$ $p^{a_{2}}(1,1|1)=p^{a_{2}}(2,1|1)=1/2$ .

で与える. 政策 $\pi=\delta^{\infty}\in C_{D}$ を

$\delta(1, r)=\{$
$a_{1}$ $(r\leq 2)$

$a_{2}$ (その他)
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と定義する. このとき,

$F^{\pi}(1, r)=\{$

0if $r<2$

1if $r=2$
$\frac{1}{2}$ if $2<r<3$

したがって, $F^{\pi}\not\in F_{f}$ である.

次の例では, 値反復法と政策改良法で最適値と最適政策を求める.

例 52. $S=\{1,2,3\}$ を状態空間とし, {3} を目標集合とする. 状態 3 は吸収的で
reward-free とする. また, $A=\{a_{1}, a_{2}\}$ を行動空間とする. 確率分布は

$p^{a_{1}}(2,3|1)=p^{a_{1}}(3,2|2)=1$ ,
$p^{a_{2}}(2,4|1)=2/3,$ $p^{a_{2}}(3,4|1)=1/3$ ,
$p^{a_{2}}(2,2|2)=p^{a_{2}}.(3,1|2)=1/2$ .

である.

まず, 値反復法 : $F_{n}^{*}=TF_{n-1}^{*},$ $n\geq 1,$ $F_{0}^{*}=I[0,\infty)$ によって最適値を求めてみ
よう. 明らかに ,

$F_{n}^{*}(3, r)=I[0,\infty)(r),$ $r\in R,$ $n\geq 0$

である. また, 簡単に,

$F_{1}^{*}(2, r)=I[2,\infty)(r)$ , $F_{1}^{*}(1, r)=I[4,\infty)(r)$ ,
$F_{2}^{*}(2, r)=1/2I[2,4)(r)+I[4,\infty)(r)$ ,
$F_{2}^{*}(1, r)=1/3I[5,6)(r)+I[6,\infty)(r)$ .

である. 帰納法により, $n\geq 3$ に対して ,

$F_{n}^{*}(2, r)$ $=$ $\sum_{k=1j}^{n-1}\sum_{=1}^{k}(1/2)^{i}I[2k,2(k+1))(r)+I[2n,\infty)(r)$ ,

$F_{n}^{*}(1, r)$ $=$ $1/3I[5,6)(r)+ \sum_{k=1}^{n-2}\sum_{i=1}^{k}(1/2)|.I[2k+4,2k+5)(r)$

$+ \sum_{k=1}^{n-2}(1/3+2/3 \sum_{i=1}^{k}(1/2)^{j})I[2k+5,2k+6)(r)+I[2n+2,\infty)(r)$ .

$F^{*}= \lim_{narrow\infty}F_{n}^{*}$ であるから, 最適値は

$F^{*}(3, r)$ $=$ $I_{[0,\infty)}(r)$

$F^{*}(2, r)$ $=$ $\sum_{k=1}^{\infty}(1-(1/2)^{k})I_{[2k,2(k+1))}(r)$ ,

$F^{*}(1, r)$ $=$ $1/3I_{[5,6)}(r)+ \sum_{k=1}^{\infty}(1-(1/2)^{k})I_{[2k+4,2k+5)}(r)$

$+ \sum_{k=1}^{\infty}(1-2/3(1/2)^{k})I_{[2k+5,2k+6)}(r)$ .
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次に, 政策改良法を考える. 初期政策 $\pi_{0}=(\delta_{0})^{\infty}\in C_{D}$ を

$\delta_{0}(i, r)=a_{1},$ $(i, r)\in S_{R}$

とする. $F(3, r)=I[0,\infty)(r)$ のもとで方程式 $F=T^{\delta_{0}}F$ を解くと,

$F^{\pi_{0}}(2, r)=I[2,\infty)(r)$ , $F^{\pi 0}(1, r)=I[5,\infty)(r)$ .
このとき,

$TF^{\pi_{0}}(2, r)=1/2I[2,4)(r)+I[4,\infty)(r)$ ,
$TF^{\pi_{0}}(1, r)=1/3I[5,6)(r)+I[6,\infty)(r)$ .

であるから, $T^{\delta_{0}}F^{\pi 0}\neq TF^{\pi_{0}}$ であることがわかる. $T^{\delta_{1}}F^{\pi_{0}}=TF^{\pi_{0}}$ を用いて , 新
政策 $\pi_{1}=(\delta_{1})^{\infty}\in C_{D}$ を求めると,

$\delta_{1}(3, r)=a_{1}$

$\delta_{1}(2, r)=a_{1(-\infty,2)}I(r)+a2I[2,\infty)(r)$ ,
$\delta_{1}(1, r)=a_{1(-\infty,5)}I(r)+a2I[5,\infty)(r)$ .

となる. 再び $F=T^{\delta_{1}}F$ を解くと, $F^{\pi_{1}}$ は

$F^{\pi_{1}}(2, r)$ $=$ $\sum_{k=1}^{\infty}\sum_{i=1}^{k}(1/2).\cdot I[2k,2(k+1))(r)$ ,

$F^{\pi_{1}}(1, r)$ $=$ $1/3I[5,6)(r)+ \sum_{k=1}^{\infty}(1/3+2/3.\sum_{1=1}^{k}(1/2)^{i})I[2k+4,2k+6)(r)$ .

となる. このとき, $T^{\delta_{1}}F^{\pi_{1}}(2, r)=TF^{\pi_{1}}(2, r),$ $T^{\delta_{1}}F^{\pi_{1}}(1, r)\neq TF^{\pi_{1}}(1, r)$ とな

ることがわかる. ここで,

$TF^{\pi_{1}}(1, r)$ $=$ $1/3I[5,6)(r)+ \sum_{k=1}^{\infty}\sum_{i=1}^{k}(1/2)^{i}I[2k+4,2k+5)(r)$

$+ \sum_{k=1}^{\infty}(1/3+2/3\sum_{i=1}^{k}(1/2)^{i})I_{[2k+5,2k+6)}(r)$ .

再び $T^{\delta_{2}}F^{\pi_{1}}=TF^{\pi_{1}}$ を用いて , 新政策 $\pi_{2}=(\delta_{2})^{\infty}\in C_{D}$ が

$\delta_{2}(3, r)$ $=a_{1}$ , $\delta_{2}(2, r)=\delta_{1}(2, r)$ ,

$\delta_{2}(1, r)$ $=a_{1}(I_{(-\infty,5)}(r)+ \sum_{k=1}^{\infty}I_{[2k+4,2k+5)}(r))$

$+a_{2}(I_{[5,6)}(r)+ \sum_{k=1}^{\infty}I_{[2k+5,2k+6)}(r))$ .

と得られる. $F=T^{\delta_{2}}F$ を解くと, $F^{\pi_{2}}(2, r)=F^{\pi_{1}}(2, r),$ $F^{\pi_{2}}(1, r)=TF^{\pi_{1}}(1,r)$

を得る. よって , $T^{\delta_{2}}F^{\pi_{2}}=TF^{\pi_{2}}$ である. したがって , 政策改良手順を終了し, 最

適値 $F^{\pi_{2}}$ と最適政策 $\pi_{2}=(\delta_{2})^{\infty}$ を得る.
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