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1 はじめに

次のロトカ・ボルテラ系の定性的パーマネンスについて考える :

$i_{i}=x_{i}(r_{i}+ \sum_{j=1}^{n}a_{ij^{X}j)}$ $i=1,$ $\ldots,$
$n$ . (1)

ここで, 初期値は $x(0)=(x_{1}(0), \ldots, x_{n}(0))\in \mathbb{R}_{+}^{n}:=\{x\in \mathbb{R}_{+}^{n} : x_{1}, \ldots, x_{n}\geq 0\}$, パラメー

タは $r_{i},$ $a_{ij}\in \mathbb{R}(i,j\in\{1, \ldots, n\})$ , ただし $a_{ii}<0(i\in\{1, \ldots, n\})$ とする. 系 (1) のパー

マネンスと定性的パーマネンスの定義は以下のように与えられる :

定義 1(パーマネンス). 次のような $\delta>0$ が存在するとき, 系 (1) lよパーマネントであ

るといわれる : 任意の初期値 $x(0)\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}:=\{x\in \mathbb{R}_{+}^{n} : x_{1}\ldots x_{n}>0\}$ に対して, 系 (1)

の解 $x(t)=(x_{1}(t), \ldots, x_{n}(t))$ が次の不等式を満たす :

$\delta\leq\lim\inf x_{i}(t)tarrow\infty\leq\lim_{tarrow}\sup_{\infty}x_{i}(t)\leq\frac{1}{\delta}$ $(i=1, \ldots, n)$ .

この定義からわかるように, パーマネンスとは生物種の共存を保証する概念の 1 つである.

この定義からわかるように, 定性的パーマネンスとは種間関係のみに注目し, 生物種の共存

を保証する概念の 1 つである.

系 (1) が定性的パーマネンスとなるための必要条件として以下の条件が知られている :
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定理 3. ロトカ・ボルテラ系 (1) が定性的パーマネントであるならば, 次が成り立つ :

$a_{ii}<0$ ,

$a_{ij}a_{ji}\leq 0$ $(i\neq j)$ ,

$a_{ij}a_{jkki}a\leq 0$ ($i,j,$ $k$ は互いに相異なる ),

.$\cdot$.

この定理から, 系 (1) が定性的パーマネントであるためには, 2 種間の種間関係は捕食者一

被食者関係にないといけないことがわかる. この必要条件は定性的パーマネンスの十分条

件ではないことが知られている. 第 2 節以降では, 系 (1) が定性的パーマネンスとなるため

の十分条件について考えていく. 具体的には, 相互作用行列 $A=(a_{ij})$ が次のような符号パ

ターンをもつときの定性的パーマネンスについて考える :

$\{\begin{array}{llllll}- \vdots \vdots ----+ \vdots \vdots \vdots 0 + \vdots \vdots \vdots 0 0 +\ddots \vdots \vdots \vdots\vdots \vdots \vdots \vdots\ddots \vdots \vdots 0 0 0 0 \ddots\vdots \vdots 0 0 0 0 + --\end{array}\}$ . (2)

この相互作用行列があらわす群集構造の例をグラフで示したのが図 1 である. この行列は定

理 3 の必要条件を満たしていることがわかる.

定性的パーマネンスを保証する相互作用行列 $A$ の符号パターンとして次の符号パターン

が知られている (文献 [2], Theorem 1553 参照) :
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図 1: 相互作用行列 (2) と (3) に対する群集構造 $(n=4)$ . 左が (2) 右が (3).
$j$ から $i$ へ向かう実線の矢印は $a_{ij}>0$ であることを意味し, 点線の矢印

は $a_{ij}<0$ であることを意味する. ただし, $a_{ii}$ に関する矢印は省略して

ある.

すなわち, 相互作用行列 $A$ がこの符号パターンをもち, さらに正の平衡点をもてぼ, 系 (1)

はパーマネントとなる. また, このとき正の平衡点は常に大域的漸近安定であることが知ら

れている (正の平衡点 $x^{*}$ は安定で, すべての初期値 $x(0)\in \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{n}$ に対して, $tarrow\infty$ のと

き $x(t)arrow x^{*}$ か成り立つ). この相互作用行列 (3) の符号パターンは食物連鎖をあらわしてお

り, 群集構造の例をグラフで示したのが図 1 である. 相互作用行列 (2) と (3) を比較するとわ

かるように, (2) は食物連鎖に関する種間関係に加えて, 上位階層の種が自分より下位の階

層の種に負の影響を与える構造になっている.

2 平均リアプノフ関数

第 3 節以降で相互作用行列 (2) をもつロトカ・ボルテラ系 (1) のパーマネンスについて考え

ていくために, この節では平均リアプノフ関数の定理を紹介する.

次の常微分方程式について考える :

$i=f(x)$ .

ここで, $x\in \mathbb{R}_{+}^{n},$ $f$ は $C^{1}$ 級であるとし, さらに, 以下のことを仮定しておく :
$\bullet$ $S\subset X$ とし, $X$ と $S$ はそれぞれコンパクトとする,

$\bullet$ $S$ の内部は空とする,
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$\bullet$ $S$ と $X\backslash S$ は前方不変とする.

このとき, 次の定理が成り立つ :

注: $\Omega(x)$ は $x$ を初期値とする解のオメガ極限集合であり, $\Omega(S)=\bigcup_{x\in S}\Omega(x)$ .

3 ロトカ・ボルテラ系のパーマネンス

この節では, 平均リアプノフ関数の定理をロトカ・ボルテラ系に適用する.

補題 5. すべての $i\in\{1, \ldots, n\}$ に対して $\delta<x_{i}(t_{k})<1/\delta$ となる $\delta>0$ および点列

$t_{k}arrow\infty$ が存在すると仮定する. このとき, すべての $i\in\{1, \ldots, n\}$ に対して, 次の条

件を満たす $t_{k}$ の部分列 (再び $t_{k}$ と書く) と平衡点 $\hat{x}=(\hat{x}_{1}, \ldots,\hat{x}_{n})$ が存在する :

$\lim_{karrow\infty}\frac{1}{t_{k}}\int_{0}^{t_{k}}X:(s)ds=\hat{x}_{1}.$ .

Proof. 式 (1) から, すべての $i\in\{1, \ldots, n\}$ に対して次の等式が成り立つことがわかる :

$\frac{\ln x_{i}(t)-\ln x_{i}(0)}{t}=r_{i}+\sum_{j=1}^{n}a_{ij}\frac{1}{t}\int_{0}^{t}x_{j}(s)ds$.

いますべての $k\in \mathbb{Z}_{+}$ と $i\in\{1, \ldots, n\}$ に対して $\delta<x_{i}(t_{k})<1/\delta$ であるので, すべての

$i\in\{1, \ldots, n\}$ に対して次の等式を満たす $\iota_{k}$ の部分列 (再び $t_{k}arrow\infty$ と書く) が存在する :

$0=r_{i}+ \sum_{j=1}^{n}a_{\dot{\iota}j}\lim_{karrow\infty}\frac{1}{t_{k}}$ l\searrow 式 s)ds.
この式から, この補題の主張が成り立つことがわかる. 口
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定理 6. $S_{i}=\{x\in \mathbb{R}_{+}^{n} : x_{i}=0\}$ とし, $X$ は前方不変なコンパクト集合であるとする.

$S_{i}\cap X$ 上のすべての平衡点 $\hat{x}$ に対して次の不等式が成り立つような $i\in\{1, \ldots, n\}$ が存

在すると仮定する :

$r_{i}+ \sum_{j=1}^{n}a_{ij}\hat{x}_{j}>0$ .

このとき, 前方不変なコンパクト集合 $X’\subset X\backslash S_{i}$ が存在し, $X\backslash S_{i}$ を出発する軌道は最

終的に $X’$ に入る.

Proof. $S=S_{i}\cap X,$ $P(x)=x_{i}$ とする. この関数 $P$ は $C^{1}$ 級であり, 定理 4 の条件 (a) を満

たしていることがわかる. 以下では条件 (b) をチェックする. $\sigma$ を次のように定義する :

$\sigma(x(0))$ $=$ $\sup_{t\geq 0}\int_{0}^{t}\psi(x(s))ds$

$=$ $\sup_{t\geq 0}\int_{0}^{t}(r_{i}+\sum_{j=1}^{n}a_{ij}x_{j}(s))ds$ .

ここでは, 簡単のため $X$ は次のような $n$次元直方体であるとして考えていく : $\prod_{\dot{\iota}=1}^{n}[0, d_{i}]$ .
原点 $O$ は系 (1) の平衡点であり, $O\in S_{i}\cap X$ であるから, $\sigma(O)>0$ である. 以下では, 帰納

法を用いて, 任意の $y\in\overline{\Omega(S_{i}\cap X)}$ に対して $\sigma(y)>0$ であることを示す. $k$個以下の或分が

正となる $S_{i}\cap X$ の部分集合を $F^{k}$ とする. 例えば, $F^{0}$ は原点 $O$ であり, $F^{1}$ は $x_{1}-,\ldots,x_{n^{-}}$

軸と $S_{i}\cap X$ との交わりをあらわす. ここで, 任意の $x(0)\in F^{k}$ に対じて $y\in\Omega(x(0))$ なら

ば $\sigma(y)>0$ であると仮定する. 次に $x(0)\in F^{k+1}$ とする. もし, $\Omega(x(0))\subset F^{k}$ ならぼ,

帰納法の仮定により, 任意の $y\in\Omega(x(0))$ に対して $\sigma(y)>0$ であることがわかる. もし

$\Omega(x(0))\backslash F^{k}\neq\emptyset$ ならぼ, 補題 5 から, 次の等式を満たす点 F$\mathrm{I}\mathrm{J}$

$t\text{。}arrow\infty$ と平衡点 $\hat{x}\in S_{i}\cap X$

が存在する :

$\lim_{marrow\infty}\frac{1}{t_{m}}\int_{0}^{t_{m}}x(s)ds=\hat{x}\in s_{i}\cap X$ .

このとき,

$\sigma(x(0))$ $\geq$ $\sup_{m\geq 0}\int_{0}^{t_{m}}(r_{i}+\sum_{j=1}^{n}$ aijxj $(s))ds$

$=$ $\sup_{m\geq 0}t_{m}(r_{i}+\sum_{j=1}^{n}a_{ij}\frac{1}{t_{m}}\int_{0}^{t_{m}}xj(s)ds)>0$
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となるので, $\sigma(x(0))>0$ であることがわかる. よって任意の $y\in\overline{\Omega(S_{i}\cap X)}$ に対して

$\sigma(y)>0$ であることがわかり, 定理 4 を用いると証明が終わる. 口

4 定性的パーマネンスのための構造

補題 7([3], Lemma 21, [1], Lemma 21, [2], Theorem 152.1). 相互作用行列

が式 (2) の符号パターンをもつとき, ロトカ・ボルテラ系 (1) は散逸的 (d飴 sipative) であ

り, $\mathbb{R}_{+}^{n}$ から出発したすべての軌道が最終的に入る前方不変なコンパクト集合 $X\subset \mathbb{R}_{+}^{n}$

が存在する.

補題 8([2], Theorem 1545). 相互作用行列が式 (2) の符号パターンをもつとき, ロ

トカ・ボルテラ系 (1) |よ唯一つの飽和平衡点をもつ.

定理 9. $n=4$ とする. 相互作用行列が式 (2) の符号パターンをもつとき, ロトカ・ボル

テラ系 (1) は定牲的パーマネントである.

Proof. 相互作用行列が式 (2) の符号パターンをもつとき, 補題 7 から系 (1戸よ散逸的であり,

$\mathbb{R}_{+}^{4}$ から出発したすべての軌道が最終的に入る前方不変なコンパクト集合 $X\subset \mathbb{R}_{+}^{n}$ が存在す

る. そこで, 集合 $X$ 内の軌道に注目する.

いま系 (1) は正の平衡点をもっため, 補題 8 から, 系 (1) lよ飽和平衡点を $\mathrm{b}\mathrm{d}\mathbb{R}_{+}^{n}:=\{x\in$

$\mathbb{R}_{+}$ : $x1\cdots x_{n}=0$} 上にもたない. そのため, 平衡点の一つである原点も飽和でないから,

$r_{1},$ $r_{2},$ $r3,$ $r4$ の内少なくともどれか一つは正である.

以下では, 簡単のため $r=(r_{1}, r_{2}, r_{3}, r_{4})^{T}$ が次のような符号パターンをもっている場合だ

けを考える : $r=(+, -, -, -)^{T}$ . まず $i=1$ に対して定理 6 を用 $\mathrm{A}\mathrm{a}$ ることを考える. 行列 $A$

の符号パターンから, $S_{1}\cap X$ 上の平衡点は原点のみであることがわかる. よって $S_{1}\cap X$ 上

のすべての平衡点 $\hat{x}$ に対して,

$r_{1}+ \sum_{j=1}^{4}a_{1j}\hat{x}_{j}=r_{1}>0$

であるので, 前方不変なコンパクト集合 $X_{1}\subset X\backslash S_{1}$ が存在し, $X\backslash S_{1}$ 上のすべての軌道が

最終的に $X_{1}$ に入る. そのため, 次は集合 $X_{1}$ 内の軌道に注目し, $i=2$ に対して定理 6 を用
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いることを考える. いま, $X_{1}$ 内の平衡点 $\hat{x}$ は $\hat{x}_{1}>0$ を満たしている. すなわち

$\hat{x}_{1}=-\frac{1}{a_{11}}(r_{1}+a_{12}\hat{x}_{2}+a_{13}\hat{x}_{3}+a_{14}\hat{x}_{4})>0$

を満たしている. これを文献 [4] のように, 系 (1) の第 2, 3, 4 式に代入し, 新しい系を作

る. 新しくできた系の $r^{(1)}$ と相互作用行列 $A^{(1)}$ は次のような符号パターンを持つ :

$r^{(1)}=(+--)$ , $A^{(1)}=(+-0$

$+$

$—)$

この新しくできた系は元の系と同じ平衡点をもち, さらにその平衡点におけるヤコビ行列が

同じ”external eigenvalue” をもつことがわかる (文献 [4] 参照). また, この行列 $A^{(1)}$ は行

列 $A$ と同じ符号パターンをもっため, 以下同様の手法により, 前方不変なコンパクト集合

$X_{2},$ $X_{3},$ $X_{4}$ を構築していき, $\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{4}$ 内から出発した軌道が最終的に入る前方不変なコンパク

ト集合 $X_{4}\subset \mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathbb{R}_{+}^{4}$ を得る. 口

$x_{3}$

図 2: ロトカ・ボルテラ系 (1) の解軌道. パラメータは本文を参照.
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5 最後に

相互作用行列 $A$ が式 (3) の符号パターンをもつとき, 正の平衡点が存在すればそれは大域

的漸近安定であることが知られている. 一方, 相互作用行列 $A$ が式 (2) の符号パターンをも

つとき, 正の平衡点が存在してもその平衡点は必ずしも大域的漸近安定ではないことが数値

計算によってわかる (図 2 参照). この計算では次のようなパラメータをもちいた :

$r=(\begin{array}{l}1-1-1\end{array})$ , $A=(\begin{array}{lll}-1 -7-1 2 -1-1 0 7 -1\end{array})$ .
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