
2 階準線形楕円型方程式系の球対称な非負値全域解について
寺本智光 . 広島大学理学部

(Tomomitsu Teramoto, Hiroshima University)

0. Introduction

次の 2 階準線形楕円型方程式系の球対称な非負値全域解について考える.

(0.1) $\{$

$\triangle_{\mathrm{P}1}u_{1}=H_{1}(|x|)u_{2}^{\alpha_{1}}$ ,
$\triangle_{p2}u_{2}=H_{2}(|x|)u_{3}^{\alpha_{2}}$ ,

.$\cdot$

.

$\triangle_{p_{m}}u_{m}=H_{m}(|x|)u_{m+1}^{\alpha_{m}}$ , $u_{m+1}=u_{1}$ ,

$x\in \mathrm{R}^{N}$ ,

ここで $\triangle_{p}u=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{v}(|Du|^{p-2}Du),$ $N\geq 1,$ $m\geq 2,$ $p_{i}>1,$ $\alpha_{i}>0,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数で
$\alpha_{1}\alpha_{2}\cdots\alpha_{m}>(p_{1}-1)(p_{2}-1)\cdots(p_{m}-1)$ を満たすとする. $H_{i}(r)\geq 0,$ $r=|x|$ , は $[0, \infty)$

で連続とする.
$(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$ が (0.1) の全域解とは $u_{i},$

$|Du_{i}|^{p;-2}Du_{i}\in C^{1}(\mathrm{R}^{N}),$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , で
$\mathrm{R}^{N}$ で (0.1) を満たすときをいう. $(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$ が非負値とは, $ui\geq 0,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ ,
のときをいう. 関数 $u$ が球対称とは $u$ が国のみに依存するときをいう.
このタイプの方程式 (系) は, 文献 $[1, 2]$ ($m=1$ の場合),[3](m $=2$ の場合), $[4, 6](p_{i}=$

$2,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , のとき) で正値全域解の存在や非存在について研究して $\mathrm{A}\mathrm{a}$る. $m=2$ の

ときの結果を大雑把に述べる :

Theorem 0.1[3, Theorems 1and 2]. $m=2$ とする. $H_{i},$ $i=1,2$ , が

(0.2) $\frac{C_{1}}{|x|^{\lambda}}$. $\leq H_{i}(|x|)\leq\frac{C_{2}}{|x|^{\lambda}}.\cdot$

’
$|x|\geq r_{0}>0,$ $i=1,2$ ,

を満たすとする, ここで $C_{i}>0,$ $\lambda_{i},$ $i=1,2$ , は定数.

(i) $\lambda_{i},$ $i=1,2$ , が

(0.3) $\{$

$\lambda_{1}-p_{1}+\frac{\alpha_{1}(\lambda_{2}-p_{2})}{p_{2}-1}>\frac{\alpha_{1}\alpha_{2}-(p_{1}-1)(p_{2}-1)}{(p_{1}-1)(p_{2}-1)}\max\{0, p_{1}-N\}$ and

$. \lambda_{2}-p_{2}+\frac{\alpha_{2}(\lambda_{1}-p_{1})}{p_{1}-1}>\frac{\alpha_{1}\alpha_{2}-(p_{1}-1)(p_{2}-1)}{(p_{1}-1)(p_{2}-1)}\max\{0, p_{2}-N\}$ ,

を満たすとする. このとき (0.1) の球対称な正値全域解が存在する.
(ii) $\lambda_{i},$ $i=1,2$ , が

$\{$

$\lambda_{1}-p_{1}+\frac{\alpha_{1}(\lambda_{2}-p_{2})}{p_{2}-1}\leq\frac{\alpha_{1}\alpha_{2}-(p_{1}-1)(p_{2}-1)}{(p_{1}-1)(p_{2}-1)}\max\{0,p_{1}-N\}$ or

$\lambda_{2}-p_{2}+\frac{\alpha_{2}(\lambda_{1}-p_{1})}{p_{1}-1}\leq\frac{\alpha_{1}\alpha_{2}-(p_{1}-1)(p_{2}-1)}{(p_{1}-1)(p_{2}-1)}\max\{0,p_{2}-N\}$ ,
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Theorem 0.2 [3, Theorems 3 and 4]. $m=2,$ $p_{i}=N,$ $i=1,2$ , とする. $H_{i},$ $i=1,2$ ,
が

$\frac{C_{1}}{|x|^{N}(1\mathrm{o}\mathrm{g}|x|)^{\lambda_{j}}}\leq H_{i}(|x|)\leq\frac{C_{2}}{|x|^{N}(1\mathrm{o}\mathrm{g}|x|)^{\lambda}}.\cdot$

’
$|x|\geq r_{0}>1,$ $i=1,2$ ,

を満たすとする, ここで $C_{i}>0,$ $\lambda_{i},$ $i=1,2$ , は定数.
(i) $\lambda_{i},i=1,2$ , が

$\{$

$\lambda_{1}-N+\frac{\alpha_{1}(\lambda_{2}-N)}{N-1}>\frac{\alpha_{1}\alpha_{2}-(N-1)^{2}}{N-1}$ and

$\lambda_{2}-N+\frac{\alpha_{2}(\lambda_{1}-N)}{N-1}>\frac{\alpha_{1}\alpha_{2}-(N-1)^{2}}{N-1}$,

を満たすとする. このとき (0.1) の球対称な正値全域解が存在する.
(ii) $\lambda_{i},$ $i=1,2$ , が

$\{$

$\lambda_{1}-N+\frac{\alpha_{1}(\lambda_{2}-N)}{N-1}<\frac{\alpha_{1}\alpha_{2}-(N-1)^{2}}{N-1}$ or

$\lambda_{2}-N+\frac{\alpha_{2}(\lambda_{1}-N)}{N-1}<\frac{\alpha_{1}\alpha_{2}-(N-1)^{2}}{N-1}$,

を満たすとする. このとき (0.1) の球対称な非負値非自明な全域解は存在しない.

Theorem 0.1 より $H\text{電}=1,2$ , が (0.2) を満たしてぃる場合, (0.1) の球対称な非負値非
自明な全域解が存在するための必要十分条件は (0.3) ということがわかる.

Theorem 0.2 で $N=2$ のとき, (ii) の条件は $”<$ ” を” $\leq$
” としても成立することがわ

かっている. このことから $N\neq 2$ の場合でも, (ii) の条件は $”<$ ” を” $\leq$
” としても成立す

ると予想される.
この論文の目的は Theorems 0.1, 02 を $m\geq 3$ の場合に拡張することと, 上に述べた予

想が正しいことを示すことである.

記号の導入 .$\cdot$ $A,$ $P$ を次のように定義する .$\cdot$
$A=\alpha_{1}\alpha_{2}\cdots\alpha_{m}$ , $P=(p_{1}-1)(p_{2}-1)\cdots(p_{m}-1)$ .

$\lambda_{i}\in \mathrm{R},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , に対して $\Lambda_{i}$ を次のように定義する:

$\Lambda_{i}=$ $\lambda_{i}-p_{i}+\frac{(\lambda_{i+1}-p_{i+1})\alpha_{i}}{p_{i+1}-1}+\frac{(\lambda_{i+2}-p_{i+2})\alpha_{i}\alpha_{i+1}}{(p_{i+1}-1)(p_{i+2}-1)}+\cdots$

$+ \frac{(\lambda_{i+m-2}-p_{i+m-2})\alpha_{i}\alpha_{i+1}\cdots\alpha_{i+m-3}}{(p_{i+1}-1)(p_{i+2}-1)\cdots(p_{i+m-2}-1)}+\frac{(\lambda_{i+m-1}-p_{i+m-1})\alpha_{i+1}\alpha\dot{.}\cdots\alpha_{i+m-2}}{(p_{i+1}-1)(p_{i+2}-1)\cdots(p_{i+m-1}-1)}$ ,

(0.4) $\beta_{i}=\frac{P\Lambda_{i}}{(A-P)(p_{i}-1)}$ .

Remark. (i) $\alpha_{i}$ ,乃の条件より $A>P$ となる.
(ii) $\lambda_{i+m}=\lambda_{i},$ $\alpha_{i+m}=\alpha_{i}$ と解釈する.
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1. Existence results

(0.1) の非負値全域解の存在について次の結果を得た.

Theorem 1.1. $H_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は次を満たすとする .$\cdot$

$H_{i}(|x|) \leq\frac{C_{i}}{|x|^{\lambda_{i}}}$ , $|x|\geq r_{0}>0$ ,

ここで $C_{i}>0,$ $\lambda_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数. さらに, この $\lambda_{i}$ に対して $\Lambda_{i}$ が

$\Lambda_{i}>\frac{A-P}{P}\max\{0,p_{i}-N\}$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ ,

を満たすとする. このとき (0.1) の球対称な正値全域解が存在する.

Theorem 12. $p_{i}=N,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , とする. $H_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は次を満たすと
する .$\cdot$

$H_{i}(|x|) \leq\frac{C_{i}}{|x|^{N}(1\mathrm{o}\mathrm{g}|x|)^{\lambda_{i}}}$ , $|x|\geq r_{0}>1$ ,

ここで $C_{i}>0,$ $\lambda_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数. さらに, この $\lambda_{i}$ に対して $\Lambda_{i}$ が

$\Lambda_{i}>\frac{A-(N-1)^{m}}{(N-1)^{m-1}}$ , $\dot{\iota}=1,2,$ $\cdots,$ $m$ ,

を満たすとする. このとき (0.1) の球対称な正値全域解が存在する.

Remark. これらの結果は $m=2$ のとき [3] の結果と一致する.
証明には Schauder-Tychonoffの不動点定理を用いる. 詳細は [5] を参照.

2. Growt.h estimates for nonnegative entire solutions

(0.1) の球対称な非負値全域解の評価について次の結果を得た.

Theorem 2.1. $H_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は次を満たすとする .$\cdot$

$H_{i}(|x \})\geq\frac{C_{i}}{|x|^{\lambda_{i}}}$ , $|x|\cdot\geq r_{0}>0$ ,

ここで $C_{i}>0,$ $\lambda_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数. このとき $(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$ を (0.1) の球対称
な非負値全域解とすると $u:,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は次を満たす ..

$u_{i}(|x|)\leq\tilde{C}_{i}|x|^{\beta_{i}}$ at $\infty$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ ,

ここで $\tilde{C}_{i}>0,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数, $\beta_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,m$ , は (0.4) で定義されたもの.

Theorem 2.2. $p_{i}=N,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , とする. $H_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,m$ , は次を満たすと
する .$\cdot$

$H_{i}(|x|) \geq\frac{C_{i}}{|x|^{N}(1\mathrm{o}\mathrm{g}[x|)^{\lambda_{j}}}$ , $|x|\geq r_{0}>1$ ,
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ここで $C_{i}>0,$ $\lambda_{i},$ $i\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,2,$
$\cdots,$ $m$ , は定数. このとき ( $u_{1},$ $u_{2},$ $\cdots$ , u\mapsto を (0.1) の球対称

な非負値全域解とすると, $u_{\ovalbox{\tt\small REJECT}},$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} 1,2,$

$\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $m$ , は次を満たす $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

(2.1) $u_{i}(|x|)\leq\tilde{C}_{i}(\log|x|)^{\beta_{i}}$ at $\infty$ ,

ここで $\tilde{C}_{i}>0,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数, \beta 可 $=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は (0.4) で定義されたもの.

Theorem 2.1 の証明は [5] を参照.
Theorem 22 の証明のポイントは次の補題である.

Lemma 2.3 $pi=N,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , とする. $(u_{1,2}u, \cdots, u_{m})$ を (0.1) の球対称な非
負値全域解とする. このとき, $u_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は次を満たす ..

$u_{i}(r) \geq u_{i}(0)+(\int_{0}^{r}s^{N-1}H_{i}(s)(\log\frac{r}{s})^{N-1}u_{i+1}(s)^{\alpha_{i}}ds)^{\sqrt{-1}}1$ , $r\geq 0$ .

この補題の証明は [5] を参照.

Theorem 22 の証明の概要. $\mathrm{u}=(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$ を (0.1) の球対称な非負値全域解と
する. $\mathrm{u}\not\equiv \mathrm{O}$ としてよい. $\mathrm{u}$ は非負で非白明だから $u_{i}(r)>0,$ $r\geq r_{*},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , と

なるような $r_{*}>r_{0}$ が存在する. 十分大きな $R\geq r_{*}$ を任意に固定する. Lemma 23 より

(2.2) $u_{i}(r)$ $\geq$ $u_{i}(0)+( \int_{0}^{r}s^{N-1}H_{i}(s)(\log\frac{r}{s})^{N-1}u_{i+1}(s)^{\alpha_{i}}ds)\frac{1}{N-1}$

$\geq$ ($\int_{e^{R}}^{r}s^{N-1}H_{i}(s)(\log$ r-log $s)^{N-1}u_{i+1}(s)^{\alpha_{j}}ds$)
$\frac{1}{N-1}$

, $r\geq e^{R}$ .

1Og $s=t,$ $\log r=\rho$ とおくと (2.2) は

$u_{i}(e^{\rho}) \geq(\int_{R}^{\rho}e^{Nt}H_{i}(e^{t})(\rho-t)^{N-1}u_{i+1}(e^{t})^{\alpha_{i}}dt)^{\frac{1}{N-1}}\iota$ , $\rho\geq R$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ ,

となる. $H_{i}$ の仮定より

$u_{i}(e^{\rho})\geq$ $(C_{i} \int_{R}^{\rho}t^{-\lambda_{i}}(\rho-t)^{N-1}u_{i+1}(e^{t})^{\alpha_{j}}dt)^{\frac{1}{N-1}}$

$\geq$
$( \tilde{C}_{i}R^{-\lambda_{j}}\int_{R}^{\rho}(\rho-t)^{N-1}u_{i+1}(e^{t})^{\alpha_{i}}dt)\frac{1}{N-1}$ , $R\leq\rho\leq 3R$ ,

ここで $\tilde{C}_{i}>0$ は定数. 以後, 様々な定数を $C$ で表すことにする. $f_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , を
次で定義する,

(2.3) $f_{i}( \rho)=\tilde{C}_{i}R^{-\lambda_{i}}\int_{R}^{\rho}(\rho-t)^{N-1}u_{i+1}(e^{t})^{\alpha}\cdot.dt$ , $R.\leq\rho\leq 3R$ .

明らかに $f\in C^{N}[R, 3R]$ で $f_{i}$ は次を満たすことがわかる:

$u_{i}(e^{\rho})\geq f_{i}(\rho)^{\frac{1}{N-1}}$ , $R\leq\rho\leq 3R$ ,
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$f_{i}^{(k)}(\rho)\geq 0$ , $R\leq\rho\leq 3R$ , $f_{i}^{(k)}(R)=0$ , $k=0,1,2,$ $\cdots,$ $N-1$ ,

(2.4) $f_{i}^{(N)}(\rho)$ $=$ $CR^{-\lambda_{i}}u_{i+1}(e^{\rho})^{\alpha_{l}}$

$\geq$ $CR^{-\lambda_{i}}f_{i+1}(\rho)^{\frac{\alpha}{N-1}}$ , $R\leq\rho\leq 3R$ .

(2.3) と $u_{i}$ の単調性から

(2.5) $f_{i}(\rho)$ $\geq$ $CR^{-\lambda_{i}}u_{i+1}(e^{R})^{\alpha_{i}} \int_{R}^{\rho}(\rho-t)^{N-1}dt$

$\geq$ $CR^{-\lambda_{i}}(\rho-R)^{N}u_{i+1}(e^{R})^{\alpha:}$ , $R\leq\rho\leq 3R$ .

$i\in\{1,2, \cdots, m\}$ を固定する. 「 $(2.4)$ の両辺に $f_{i+1}$ を掛けて $[R, \rho]$ で積分する」 を $N$

回行って
$f_{i}(\rho)f_{i+1}’(\rho)^{N}\geq CR^{-\lambda_{i}}f_{i+1}(\rho)^{\frac{\alpha}{N-1}+N}$ , $R\leq\rho\leq 3R$ .

(2.4) から

$f_{i-1}^{(N)}(\rho)f_{i+1}’(\rho)^{\frac{N\alpha_{i-1}}{N-1}}\geq CR^{-\frac{\lambda.\alpha_{i-1}}{N-1}-\lambda_{i-1}^{\alpha_{N}\alpha_{1-1}}+\frac{N\alpha_{i-1}}{N-1}}.f_{i+1}(\rho)^{(\neg_{-1)}}.\cdot.$ , $R\leq\rho\leq 3R$ ,

を得る. 同じ事を繰り返して

(2.6) $f_{i+1}^{(N)}(\rho)f_{i+1}’(\rho)^{R_{*}’}$
.

$\geq CR^{-L_{i}}f_{i+1}(\rho)^{M}\cdot.$ , $R\leq\rho\leq 3R$ ,

ここで

$K_{i}= \sum_{j=1}^{m-1}\{\frac{N}{(N-1)^{m-j}}\prod_{k=j}^{m-1}\alpha_{i-k}\}$ ,

$L_{i}= \sum_{j=1}^{m-1}\{\frac{\lambda_{i-(j-1)}}{(N-1)^{m-j}}\prod_{k=j}^{m-1}\alpha_{i-k}\}+\lambda_{i+1}$ ,

$M_{i}= \frac{A}{(N-1)^{m}}+I\acute{\mathrm{t}}_{i}$ .

「 $(2.6)$ に $f_{i+1}’$ を掛けて $[R, \rho]$ で積分する」 を $(N-1)$ 回行って

$\geq CR^{-\mp^{L}}R_{i}’N$ , $R<\rho\leq 3R$,

を得る. この不等式を $[2R, 3R]$ で積分する, (2.5) と $I\acute{\mathrm{t}}_{i},$ $L_{i}$ の定義より

$u_{i+2}(e^{R})\leq$

を得る. このことから (2.1) を得る.(詳細は [5] を参照 )口
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3. Nonexistence results

(0.1) の球対称な非負値全域解の非存在について次の結果を得た ..
Theorem 3.1. $H_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は次を満たすとする .$\cdot$

$H_{i}(|x|) \geq\frac{C_{i}}{|x|^{\lambda_{i}}}$ , $|x|\geq r_{0}>0$ ,

ここで $C_{i}>0,$ $\lambda_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数. さらに, この $\lambda_{i}$ に対して $\Lambda_{i}$ が

$\Lambda_{i}\leq\frac{A-P}{P}\max\{0,p.\cdot-N\}$ for some $i\in\{1,2, \cdots, m\}$ ,

を満たすとする. このとき $(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$ が (0.1) の球対称な非負値全域解ならば
.

$(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})\equiv(0,0, \cdots, 0)$ .

証明は [5] を参照.

Remark. この結果は $m=2$ のとき [3] の結果と一致する.

Theorem 32. $p_{i}=N,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , とする. $H_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は次を満たすと
する .$\cdot$

$H_{i}(|x|) \geq\frac{C_{i}}{|x|^{N}(1\mathrm{o}\mathrm{g}|x|)^{\lambda_{i}}}$ , $|x|\geq r_{0}>1$ ,

ここで $C_{i}>0,$ $\lambda_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数. さらに, この $\lambda_{i}$ に対して $\Lambda_{i}$ が

$\Lambda_{i}\leq\frac{A-(N-1)^{m}}{(N-1)^{m-1}}$ for some $i\in\{1,2, \cdots, m\}$

を満たすとする. このとき $(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$ が (0.1) の球対称な非負値全域解ならぼ

$(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})\equiv(0,0, \cdots, 0)$ .

Remark. Theorem 32 から Introduction で述べた予想が正しいことがわかる.

Example. 次の 2 階楕円型方程式系を考える.

(3.1) $\{$

$\Delta_{p_{1}}u_{1}=\frac{1}{(1+|x|)^{\lambda_{1}}}u_{2}^{\alpha_{1}}$ ,

$\Delta_{p2}u_{2}=\frac{1}{(1+|x|)^{\lambda_{2}}}u_{3}^{\alpha_{2}}$ ,..$\cdot$

$\triangle_{p_{m}}u_{m}=\frac{1}{(1+|x|)^{\lambda_{m}}}u_{1}^{\alpha_{m}}$ ,

$x\in \mathrm{R}^{N}$ ,

ここで $N\geq 1,$ $p_{i}>1,$ $\alpha_{i}>0,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数で $A>P$ を満たすとする. $|x|\geq 1$

で

$\frac{C_{i}}{|x|^{\lambda_{1}}}$

.
$\leq\frac{1}{(1+|x|)^{\lambda_{i}}}\leq\frac{\tilde{C}_{i}}{|x|^{\lambda_{i}}}$ , $|x|\geq 1$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$
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が成り立つことがわかる. 従って, Theorems 1.1, $3\ovalbox{\tt\small REJECT}$ より ( $3.\mathfrak{y}$ の球対称な正値全域解が
存在するための必要十分条件は

$\Lambda_{i}>\frac{A-P}{P}\max\{0,p_{i}-N\}$ , $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ .

Theorem 32 の証明の概略. $(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})$ を (0.1) の非自明な非負値全域解とす
る. このとき, $u_{i},$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は次の常微分方程式系を満たす.

(3.2) $\{$

$(r^{N-1}|u_{i}’(r)|^{pi}-2u_{i}’(r))’=r^{N-1}H_{i}(r)u_{i+1}(r)^{\alpha_{i}}$ , $r>0$ ,
$u_{i}’(0)=0$ ,

$i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ .

Theorem 2.2 $\text{より}uj,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m,$
$\#\mathrm{h}$

(3.3) $u_{i}(r)\leq C_{i}(\log r)^{\beta_{i}}$ at oo

を満たす, ここで $C_{i}>0,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m$ , は定数. もし

$\Lambda_{i_{0}}<\frac{A-(N-1)^{m}}{(N-1)^{m-1}}$

となる $i_{0}\in\{1,2, \cdots, m\}$ があれば $\beta_{i_{0}}$ の定義から $\beta_{i_{0}}<1$ となる. 一方 (3.2) を積分して

(3.4) uら (r) $=$ $u_{i_{0}}(0)+ \int_{0}^{r}s^{-1}(\int_{0}^{s}t^{N-1}.H_{i_{0}}(t)u_{i_{0}+1}(t)^{\alpha_{i_{0}}}dt)^{\frac{1}{N-1}}ds$

$\geq$
$\int_{r_{\mathrm{r}}}^{r}s^{-1}ds(l^{r_{\mathrm{r}}}t^{N-1}H_{i_{0}}(t)u:_{0+1}(t)^{\alpha_{j_{0}}}dt)\frac{1}{N-1}$

$\geq$ $C\log r$ , $r\geq r_{1}>r_{*}$ ,

ただし $C>0$ は定数. これは (3.3) で $\beta_{i_{0}}<1$ に矛盾する. 従って

$\Lambda_{i}\geq\frac{A-(N-1)^{m}}{(N-1)^{m-1}}$ , $i=1,2,$ $\cdots,m$ ,

の場合を考える. $\Lambda_{i}$ の仮定から

$\Lambda_{i_{0}}=\frac{A-(N-1)^{m}}{(N-1)^{m-1}}$

となる $i_{0}\in\{1,2, \cdots, m\}$ が存在する. この $i_{0}$ として $i_{0}=m$ としてもよい.

$\Lambda_{i}\geq\frac{A-(N-1)^{m}}{(N-1)^{m-1}}$ と $\Lambda_{m}=\frac{A-(N-1)^{m}}{(N-1)^{m-1}}$

から

(3.5) $\lambda_{i}\leq-\sum_{j=1}^{m-i-1}\{\frac{(\lambda_{i+j}-N)}{(N-1)^{j}}\prod_{k=0}^{j-1}\alpha_{i+k}\}+\frac{\prod_{k=0}^{m-i-1}\alpha_{j+k}}{(N-1)^{m-i-1}}+1,$ $i=1,2,$ $\cdots,$ $m-2$ ,
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(3.6) $\lambda_{m-1}\leq\alpha_{m-1}+1$ .

(3.2) を $[r_{*}, r]$ で 2 回積分して

(3.7) $u_{i}(r) \underline{>}u_{i}(r_{*})+\int_{r_{*}}^{r}s^{-1}(\int_{r_{*}}^{s}t^{N-1}H_{i}(t)u_{i+1}(t)^{\alpha_{i}}dt)\frac{1}{N-1}ds$

(3.4) と同じ計算で
$u_{m}(r)\geq C\log r$ , $r\geq r_{1}>r_{*}$ ,

を得る, ここで $C>0$ は定数. この評価と (3.5), (3.6), (3.7) から

$\Lambda_{i_{0}}=\frac{A-(N-1)^{m}}{(N-1)^{m-1}}$ for some $i_{0}\in\{1,2, \cdots, m\}$ ,

$\Lambda_{i}>\frac{A-(N-1)^{m}}{(N-1)^{m-1}}$ , $i=i_{0}+1,$ $i_{0}+2\cdots,$ $m-1$

のとき
$u_{i_{0}}(r)\geq C\log r(\log(\log r))^{\frac{1}{N-1}}$ , $r\geq r_{2}>r_{1}$ ,

を得る, ただし $C>0$ は定数. 一方 (3.3) と $\beta_{i_{0}}$ の定義から

$u_{i_{0}}(r)\leq C\log r$ at $\infty$

がわかる. これは矛盾 (詳細は [5] を参照 ) 口
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