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1 序

Vojta は [V1] において Nevanlinna 理論と Diophantus 近似論の結果の類似性を見い出
し, 2 つの理論を結ぶ「辞書」 を提起した.

Nevanlinna の第 2 主要予想は以下の通りである (例えば [L]).

予想 1J(第 2 主要予想). $X$ を $\mathbb{C}$ 上定義された非特異射影代数多様体, $D$ を $X$ 上の単

純正規交叉因子とし, $E$ を $X$ 上の任意の豊富直線束とする. このとき, 任意の正数 $\epsilon$ に

対して $X$ の代数的真部分集合 $Z=Z(X, D, E, \epsilon)$ が存在して, $f(\mathbb{C})\not\subset D$ なる任意の正則

曲線 $f$ : $\mathbb{C}arrow X$ に対し, 次のいずれかが成り立つ.

(i) $f(\mathbb{C})\subset Z$ の意味で正則曲線 $f$ は代数的に退化する.

(ii) 第 2主要定理型不等式

$mf,D(r)+Tf,K_{X}(r)+Nf,\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{m}(r)\leq\epsilon Tf,E(r)//$ (1)

が成り立つ.

ここで記号//は, 不等式が測度有限の Borel集合の例外を除いて成り立つことを意味す
る. また, 分岐個数関数 $Nf,\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{m}(r)$ は定義も込めて予想である.
次の場合は, この予想が成り立つ場合としてよく知られている.

定理 L2 (第 2 主要定理). (i) $X$ がコンパクト Riemann 面のとき, $Z=\emptyset$ として第 2
主要予想は成り立つ. $(fNf)$

(ii) $X$ が $\mathrm{P}^{n}(\mathbb{C})$ で, $D$ が一般の位置にある超平面配置のとき, 不等式 (1) において,

,、$\mathrm{m}$ (r) の項がない場合には, $Z$ を有限個の線型部分空間として第 2主要予想は
成り立つ. Nf,、$m(r)$ の項がある場合には $f$ が線型非退化であることが必要で, こ

の場合 $Z$ が有限個の線型部分空間からなるかどうかは分からない. $(fAf,fC],fV\mathit{2},\mathit{3}f)$

(iii) $X$ が $Abel$多様体で, $D$ が任意の因子のとき, $Z=\emptyset$ として第 2主要予想は成り立つ.
$(fK\mathit{2}f,[NW\mathrm{Y}f,\beta Yf)$

Vojta[Vl] は, 第 2 主要予想の Diophantus類似を次の如く予想した.
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予想 L3 (Vojta 予想). $S$ は数体 $k$ の付値の有限集合で, 全てのアルキメデス的付値を

含んでいるとする. $X$ は $k$ 上定義された非特異射影多様体, $D$ を $X$ 上の単純正規交叉因

子とし, $E$ を $X$ 上の任意の豊富直線束とする. このとき, 任意の正数 $\epsilon$ に対して $X$ の代

数的真部分集合 $Z\ovalbox{\tt\small REJECT} Z(X, D, E, \epsilon, S)$ が存在して, 任意の $P\in(X\backslash Z)(k)$ に対し,

$m_{D,S}(P)+h_{K_{X}}(P)\leq\epsilon h_{E}(P)+O_{\epsilon}(1)$

が成り立つ.

次の場合は, この予想が成り立つ場合としてよく知られている.

(i) $X=\mathrm{P}^{1},$ $k=\mathbb{Q}$ のとき.

定理 1.4(Roth の定理 [R]). $\alpha\in \mathbb{R}$ を有理数でない代数的数とする. このとき任意
の正数 $\epsilon$ に対し

$| \alpha-\frac{p}{q}|<q^{-(2+\epsilon)}$

を満たす有理数 $p/q$ は有限個に限る.

(ii) $X=\mathrm{P}^{n},$ $k=\mathbb{Q}$ のとき.

定理 L5 (Schmidt の部分空間定理 [Sch]). $L_{0},$
$\ldots,$

$L_{n}$ を $n+1$ 変数の代数的数を

係数にもつ線型独立な線型形式 $L_{i}( \mathrm{X})=\sum_{i=0}^{n}a_{i}X_{i}$ とする. 任意の正数 $\epsilon$ に対し,

$|L_{0}(\mathrm{x})\cdots L_{n}(\mathrm{x})|<|\mathrm{x}|^{-\epsilon}$

を満たす $\mathrm{x}\in \mathbb{Z}^{n+1}$ が $T_{1}\cup\cdots\cup Th$ に含まれるような $\mathbb{Q}^{n+1}$ の有限個の線型部分空
間 $T_{1},$

$\ldots,$
$T_{h}$ が存在する.

(iii) $X$ が Abel多様体のときは, Faltings の定理 [Fa] として知られている.

Nevanlinna の第 2 主要定理を証明するために, 最も重要な補題が対数微分の補題である.
ここでは山 $J$ 井によって高次元へ一般化された形で述べる.

定理 L6. $X$ を $\mathbb{C}$ 上定義された非特異射影代数多様体, $Z=V(\sigma_{1},$ $\cdots$ , \sigma \rightarrow を $X$ の任意

の真部分スキーム, $k$

.

を任意の非負整数とする. このとき $f(Z)\not\subset \mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(Z)$ なる任意の正

則曲線 $f$ : $\mathbb{C}arrow X$ に対し

$m_{f},z(r)\leq m_{f^{(k)},z^{(k)}}(r)+O(\log^{+}(rT_{f}(r))).//$ (2a)

$m_{f^{(k),s_{\infty}}}(r)\leq O(\log^{+}(rT_{f}(r)))//$ (2b)

が成り立つ. ここで, $f^{(k)}$ : $\mathbb{C}arrow J_{k}(X)$ は正則曲線 $f$ の第 k-ジエットリフト, $Z^{(k)}$ は部分ス

キーム $Z$ の第 $k$ -、ジェット空間, 貝 $\#$も $Z^{(k)}=V(\sigma_{1}, \cdots, \sigma_{r}, d\sigma_{1}, \cdots, d\sigma_{r}, \cdots, d^{k}\sigma_{1}, \cdots, d^{k}\sigma_{r})$

で与えられる.

まとめると, 非特異射影代数多様体 $X$ の場合においては
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Nevanlinna $\mathrm{I}\mathrm{E}_{\mathrm{R}}^{\frac{-}{\overline{\mathrm{Q}}-}\mathrm{A}}$ $\mathrm{D}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{t}\mathrm{u}\mathrm{s}\mathrm{l}\backslash \mathrm{E}11\backslash \mathrm{J}_{\overline{\tilde{\mathrm{n}}}ffl}^{=}\Delta$

$X\}\backslash \Re^{\prime \mathrm{u}}\phi^{1}k^{\backslash }\emptyset\ovalbox{\tt\small REJECT}^{8}\not\in$ $j\mathrm{E}m\Phi$ $1.7$ $\phi$

$k\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $2$ $\exists^{\backslash }\mathrm{i}\neq\acute{\pi}\Phi$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $2$ $\mathrm{f}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{P}_{\iota}T\backslash \mathrm{B}_{\backslash }$ $1.1$ Vojta $\#^{\mathrm{j}},\mathrm{L}_{\backslash }^{\mathrm{B}_{\backslash }}$ $1.3$

という関係になっており, 本稿の目的は上の表の 1こあたるものが何なのかを考えること
にある.

$X=\mathrm{P}^{n}$ における $l$ として, Vojta の辞書 [V1] の TheOrem643 及び TheOrem6.6.1 が
ある. 本稿においては制限付きの場合である $X\subset \mathrm{P}^{N}$ への一般化したものとして次の定
理を述べる.

定理 L7. $X$ は数体 $k$ 上定義された $n$ 次元非特異射影多様体で $\mathrm{P}^{N}(k)$ に埋め込まれている

とする. $[\mathrm{x}]\in X$ に対し, $v0:=\mathrm{x}\in \mathcal{O}_{k,S}^{N+1}$ とおく. $\mathcal{O}_{k,S}^{N+1}$ の基底 $v0,$ $v_{1,\ldots,N-n}v,$ $\ldots,$ $v_{N}$

を $\langle v_{0}, v_{1}, \ldots, v_{N-n}\rangle_{k}$ が $[\mathrm{x}]$ において $T[\mathrm{x}]X$ と横断的になるように選ぶ.
$\mathrm{b}_{0},$

$\ldots,$
$\mathrm{b}_{q}$ を $k^{N+1}$ の一般の位置にあるとし, $\epsilon$ を任意の正数とする. また $V:=v_{0}\Lambda$

. .. $\Lambda vN-n$ とおき, 更に $v_{1},$ $\ldots,$ $v_{N-n}$ は後述する条件不 2 を満たしているものとする.

このとき, 次のような性質をもつ部分集合 $S\subset k^{N+1}$ を考える.

(性質) 「 $\mathrm{x}\not\in kS$ ならば
$\mathrm{x}’\Lambda V\neq 0$

かつ, もし $\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{i}\neq 0$ ならぼ

$\sum_{v\in S}\log\frac{||(\mathrm{x}’\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{i}||_{v}}{||V||_{v}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{i}||_{v}}\leq\epsilon\log\overline{H}(\mathrm{x})$
$(0\leq i\leq q)$ (3)

であり, もし $\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{i}=0$ ならぼ $\mathrm{x}’\cdot \mathrm{b}_{i}=0$ であるような $\mathrm{x}’\in \mathcal{O}_{k,S}^{N+1}$ が存在する」

この性質を持つような部分集合 $S$ は有限集合である 1.

ここで, 不等式 (3) の左辺の分子にある. は内部積であり, また, $||\cdot||_{v}$ は正規付値をと

らなければならない. 更に $\mathrm{x}\in \mathcal{O}_{k,S}^{N+1}$ に対し, $\overline{H}(\mathrm{x}):=\prod_{v\in S}||\mathrm{x}||_{v}$ (これは一種の高さで
ある. $\overline{H}(\mathrm{x})=H(\mathrm{x})$ となる $\mathrm{x}$ を $S$-既約とでも呼びたいところ) とおく.

上の定理において, $N=n,$ $V=\mathrm{x}\in k^{n+1}$ とすれば $[\mathrm{V}\mathrm{l},\mathrm{T}\mathrm{h}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}6.4.3]$になる.

不等式 (3) は
$m_{H,S}(P)\leq m_{H(1),S}(P^{(1)})+\epsilon h(P)//$

と読み替えるべきもので, つまり Diophantus における \leq ‘対数微分の補題’’ は

「 $P$ が $H$ に近いとき, $H^{(1)}$ に近い $P^{(1)}$ が存在する」

という $P^{(1)}$ の存在定理であり, この存在を云うのが第 3 節以降に述べる

$T_{[\mathrm{x}]}X\simeq k^{N+1}\Lambda v_{0}\Lambda v_{1}\Lambda$

. $\cdot$ .. $\Lambda v_{N-n}$

上における逐次最小の理論である.

$\overline{1\not\in\not\in \text{の}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{\grave{\mathrm{J}}}\mathrm{H}\backslash \text{で}S(\mathrm{H}\backslash \mathrm{H}\text{の}k_{\mathrm{D}}^{\mathrm{A}})\text{と}S(k}^{N+1}$ の部分集合) や, $v$ (付値) と $v\mathit{0},$
$\ldots,$ $v_{N}$ など同じような記号

が使われているが, それぞれ別のものであることに留意して読むこと.
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2Diophantus の Nevanlinna用語への翻訳 (Vojtaの辞書)

Nevanlinna理論に倣って Diophantus 近似論にも基本関数を導入する.

定義 2.1. $k$ を代数体とする. また, $M_{k}$ を $k$ の付値全体の集合とする. $\mathrm{x}=$
. ( $x0$ : $\cdots$

$x_{n})\in \mathrm{P}^{n}(k)$ (こ対し,

$H_{k}( \mathrm{x}):=\prod_{v\in M_{k}}\max\{||x_{0}||_{v}, \ldots, ||x_{n}||_{v}\}$

とおき $\mathrm{x}$ の高さ (height) と呼ぶ. また

$h( \mathrm{x}):=\frac{1}{[k\cdot \mathbb{Q}]}.\log H_{k}(\mathrm{x})$

とおき $\mathrm{x}$ の対数的高さ (logarithmic height) と呼ぶ. 対数的高さは数体 $k$ に依らない.

注意 2.2. この「対数的高さ」が Nevanlinnaの特性関数 $Tf(r)$ の翻訳物だと考える. (だ
から逆に $Tf(r)$ を「高さ関数」 と呼ぶこともある)

注意 23. 「高さ」 は数論的な複雑さを表している. 「高さ」 を導入する一つの理由とし
て, 次の定理を挙げておく.

定理 24(Northcott の定理). 任意の数 $c>0,$ $d\geq 1$ に対して, 集合

$\{P\in \mathrm{P}^{n}(k);H_{k}(P)\leq c, [k : \mathbb{Q}]\leq d\}$

は有限集合である

定義 2.5. $S$ は $M_{k}$ の有限部分集合で, 全てのアルキメデス的付値を含んでいるとする. 代
数的数を係数とする線型形式 $L( \mathrm{X})=\sum_{i=0}^{n}a_{i}X_{i}$ に対し, この線型形式に対応する架 (k)
内の超平面を $H$ とする. このとき $P\in \mathrm{P}^{n}(k)$ に対し

$m_{H,S}(P):= \frac{1}{[k\cdot \mathbb{Q}]}.\sum_{v\in S}\log\frac{||\mathrm{x}||_{v}}{||L(\mathrm{x})||_{v}}$ ,

$N_{H,S}(P):= \frac{1}{[k\cdot \mathbb{Q}]}.\sum_{v\not\in S}\log\frac{||\mathrm{x}||_{v}}{||L(\mathrm{x})||_{v}}$

とおき, それぞれ Nevanlinna理論に倣って “接近関数”, GG個数関数?? と呼ぶことにする.
(Ne� nlinna理論の用語を流用する場合は “ ” をつけて表すことにする)

以下煩雑さを避けて $S$ を省略して $m_{H},$ $N_{H}$ などと書く.
これらは $P\in \mathrm{P}^{1}(k)$ のとき, $x=x_{1}./x_{0}$ と書くと

$h(P)= \frac{1}{[k\cdot \mathbb{Q}]}.\sum_{v\in M_{k}}\log^{+}||x||_{v}$ ,

$m_{a}(P)= \frac{1}{[k.\mathbb{Q}]}.\sum_{v\in S}\log^{+}||\frac{1}{x-a}||_{v}$ ,
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$N_{a}(P)= \frac{1}{[k.\mathbb{Q}]}.\sum_{v\not\in S}\log^{+}||\frac{1}{x-a}||_{v}$

のことになり, Vojta の辞書 $[\mathrm{V}1, \mathrm{p}.34]$ と一致する. そこで Nevanlinna理論の Jensen の
公式

$\log|c_{\lambda}|=\int_{0}^{2\pi}\log|f(Re^{i\phi})|\frac{d\phi}{2\pi}+N_{f,(\infty)}(r)-N_{f,(0)}(r)$

(但し, $f(z)=c_{\lambda}z^{\lambda}+\cdots$ とおいた) を上の記号にあてはめてみると, 左辺は意味不明であ
るが右辺は次に翻訳できる.

$\sum_{v\in S}\log||x||_{v}+\sum_{v\not\in S}\log^{+}||x||_{v}-\sum_{v\not\in S}\log^{+}||\frac{1}{x}||_{v}=\sum_{v\in M_{k}}\log||x||_{v}$.

ところが積公式によれば $\sum_{v\in M_{k}}\log||x||_{v}=0$ であるので, 意味不明だった左辺を “0” と

翻訳すれば Jensen. の公式の Diophantus 類似は積公式であると理解できる. 積公式によ
り, 次の定理が直ちに従う.

定理 2.6 (height の性質=“第 1 主要定理”). $P\in \mathrm{P}^{n}(k)$ に対し

$h(P)=m_{H}(P)+NH(P)+O(1)$ .

以上の記号を用いると, Schmidt の部分空間定理 (定理 15) は次のように第二主要定理
型の不等式をもって表すことができる.

定理 27(Schmidt の部分空間定理 $=$ “第 2主要定理”). $H_{0},$
$\ldots,$

$H_{q}$ を $\mathrm{P}^{n}(k)$ 内の一般の

位置にある超平面とし, $D= \sum_{i=0}^{q}H_{i}$ とする. $\forall\epsilon>0$ に対し, 有限個の超平面の和 $\cup T_{\alpha}$

が存在して $P\in$ 架 $(k)-\cup T_{\alpha}$ に対し,

$m_{D}(P)\leq(n+1+\epsilon)h(P)+O(1)$ .

3 数の幾何

定理 17 を述べるために数の幾何の逐次最小の理論を説明したい.
まず “普通の” 逐次最小の理論から始める.
$C$ を $\mathbb{R}^{n}$ 内の原点対称な凸体, A を $n$ 次元の格子とし, それぞれの体積を $2^{n}V,$ $d(\Lambda)$ と

おく.

定義 3.1. $\lambda\in \mathbb{R}$ に対し, $\lambda C\cap\Lambda$ が少なくとも $i$ 個の線型独立な元をもつならば, この
ような $\lambda$ のうち最小のものを $\lambda_{i}$ で表し, A の $C$ に関する $i$-逐次最小 ($i$-th successive
minima) と呼ぶ.

有名な Minkows石の定理は

定理 3.2 (Minkowski の第一凸体定理). 体積 $2^{n}d(\Lambda)$ 以上の原点対称な $\mathbb{R}^{n}$ 内の凸体は
少なくとも 1 つの原点でない格子点を含む.
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であるが, 逐次最小の言葉で書けば

$\lambda_{1}^{n}V.\leq d(\Lambda)$

と “一言で” 述べられる.

実は, 更に強い評価ができ,

定理 33(Minkowski の第二凸体定理 [Sch, p.81]).

$\frac{d(\Lambda)}{n!}\leq\lambda_{1}\cdots\lambda_{n}V\leq d(\Lambda)$ .

が成り立つ.

以上をふまえて, 数体 $k$ の場合の逐次最小の理論を述べる . $d:=[k:\mathbb{Q}]$ とおく.

定義 34. 各 $v\in S$ に対し, $L_{v,i}(1\leq i\leq n)$ を $k$ 係数 $k^{n}$ 上の線型独立な線型形式, $A_{v,i}$

を $\prod_{i=1}^{n}$ $A_{v,i}=1$ を満たす正の実数とする.

$l( \mathrm{x}):=[\prod_{v\in S}$ l\leq imax
$A_{v,i}||L_{v,i}(\mathrm{x})||_{v}]^{1/d}$

\leq n

とおき長さ関数 (length function) と呼ぶ.

定義 35. $\forall v\not\in S$ に対し $||x||_{v}\leq 1$ を満たす $x\in k$ を $S$-整数 ( $S$-integer) と�手ぶ. S-整

数全体は環をなし $\mathcal{O}_{k,S}$ で表す.

そこで長さ関数 $l(\mathrm{x})$ に関する

$\mathcal{O}_{k,S}^{n}:=\{\mathrm{x}\in k^{n};||\mathrm{x}||_{v}\leq 1(\forall v\not\in S)\}$

の $i$-逐次最小 $\lambda_{i}$ を $\{\mathrm{x}\in \mathcal{O}_{k,\mathrm{S}}^{n};l(\mathrm{x})\leq\lambda\}$ 力 $\grave{\grave{\mathrm{Y}}}$

$i$ 個の $k$ 上線型独立な元をもつようなものの
最小実数 $\lambda$ として定義する.

注意 36. $\mathcal{O}_{k,S}$ は $\mathbb{R}$ 内で離散的ではなく, 従って $\mathcal{O}_{k,S}^{n}$ は格子とはいえない. しかし, ア

デール垣 $v\in S$
$k_{v}$ においては $\mathcal{O}_{k,S}^{n}$ は離散的となり格子と見做せる. 以下, 格子 $\mathcal{O}_{k,S}^{n}$ とい

う云い方はこの意味である.

すると定理 33 と同様に次が成り立つ.

定理 37([BV] [Vl, TheOrem6111]). 以上の状況にお $\mathrm{A}\mathrm{a}$て

$( \frac{1}{n!})^{r_{1}}(\frac{2^{n}}{(2n)!})^{r_{2}}\leq\frac{(\lambda_{1}\cdots\lambda_{n})^{d}}{\prod_{v\in S}||\det L_{v,i}||_{v}}\leq\frac{2^{n(r_{1}+r_{2})}|D_{k}|^{n/2}}{C(r_{1},r_{2},n)}$ ,

が成り立つ. 但し $r_{1},$ $r_{2}$ はそれぞれ $k$ の実または複素素点の数で $r1+2r_{2}=d$ を満たす.
$D_{k}$ は $k$ の判別式. また $C(r_{1},r_{2}, n)$ は $v$ が実なら $N_{v}=1$ , 複素なら $N_{v}=2$ として

$\{\mathrm{x}\in(x_{v,i}),v\in S_{\infty}, 1\leq i\leq n;\sum_{v}N_{v}\max|x_{v,i}|\leq d\}$

で与えられる $\mathbb{R}^{n\tau 1}\mathrm{x}\mathbb{C}^{nr_{2}}$ 内の立体の体積である.
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4 対数微分の補題の Diophantus類似に向けて

定義 4.1. $A\in\wedge^{p+1}k^{n+1},$ $B\in\wedge^{q+1}k^{n+1}(p\geq q)$ に $.\mathrm{X}\backslash 1$ し, 内部積 (interior product)

$(A\cdot B)$ を $\forall C\in\wedge^{p-q}k^{n+1}$ に対し

$(A\cdot B)\cdot C=(A\cdot(B\Lambda C))$

が成り立つ様に定義する.

定理 17 の $v_{1}\ldots.$ ,vN-。における「後述する条件」をここで述べておこう. 以下の条件

42 を満たすような有限 Zariski 開被覆は明らかに存在する.

条件 42. $X$ を次の条件をみたす $v_{1,\ldots N-n},$$v$ がそれぞれ固定してとれるような有限個

の Zariski 開集合で覆う. すると $v_{1},$ $\ldots,$ $v_{N-n}$ は取り方が有限個にできる.

(i) $\mathrm{b}_{v,i}$ は
$||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,0}||_{v}\leq\cdots\leq||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,n}||_{v}\leq\cdots\leq||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,q}||_{v}$ (4)

なるように $\mathrm{b}_{i}$ の順序を変えたものであるとする 2. また, $B_{v,i}:=\mathrm{b}_{v,l_{1}}\Lambda\ldots\Lambda$

$\mathrm{b}_{v,l_{N-n+1}}\in\wedge^{N-n+1}\mathcal{O}_{k,S}^{N+1}$ に対し,

$||V\cdot B_{v,0}||_{v}\leq\cdots\leq||V\cdot B_{v,(_{N-n+1}^{N+1})-1}||_{v}\leq\cdots\leq||V$
. Bv,(N妬)-lllv

となるように並び替えると $B:=B_{v,m}=\mathrm{b}_{v,n}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{b}_{v,N}$ は $m\geq(\begin{array}{l}N+1N-n+1\end{array})-1$ .

(ii)
$v_{i}\cdot \mathrm{b}_{v,j}=0(1\leq i\leq N-n, 0\leq j\leq n-1)$ .

従って, $v_{1,\ldots,N-n}v$ は付値 $v$ に依る (力\searrow 記号が煩雑になるので明示しない)

(iii) $\mathrm{x}$ に依らない定数 $C$ が存在して

$\overline{H}(v_{i})\leq C(1\leq i\leq N-n)$ .

以下, 定理 17 の証明を述べる.
(証明)

1.
$\prod_{v\in S}\frac{||(\mathrm{x}’\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{i}||_{v}}{||V||_{v}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{i}||_{v}}\leq\overline{H}(\mathrm{x})^{\epsilon}$

(5)

を証明する. 証明は背理法による. つまり上式が成り立たないような $S$ が無限集合である

とする.
次の定理 43 は Nevanlinna理論の議論とは最も異なる Diophantus 特有の (Roth の補

題型の) 議論が必要なので証明を次節に譲る.

2各 $v$ ごとに $\mathrm{x}$ がどの $H_{:}$ を近似しているかを見るために並べかえる.

108



定理 43. $L_{v,i}(0\leq i\leq N)$ を $k$ 係数 $k^{N+1}$ 上の線型独立な線型形式であるとし, $c>$

$0,$ $\epsilon>0$ とする.

「$\forall \mathrm{x}\in \mathcal{O}_{k,S}^{N+1}$ に対し, $\mathrm{x}$ で零になる $(k^{N+1})^{*}$ の部分空間の基底 $\mathrm{w}_{1},$ $\cdots,$
$\mathrm{w}_{n}\in(\mathcal{O}_{k,S}^{N+1}$ド

が存在して,
$||L_{v,i}^{*}(\mathrm{w}_{j})||_{v}\leq\overline{H}(\mathrm{x})^{c}$ $(\forall i,j, v\in S)$ (6)

かつ
$n-1$

$\prod_{v\in S}\prod_{i=0}1\leq j\leq n\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}||L_{v,i}^{*}(\mathrm{w}_{j})||_{v}1\leq j\leq n\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}||L_{v,l}^{*}(\mathrm{w}_{j})||_{v}\leq\overline{H}(\mathrm{x})^{-\epsilon}$

$(n\leq l\leq N)$ $(7)$

を満たすならぼ $\mathrm{x}\in S\subset k^{N+1}$ である」
この条件を満たすような $S\subset k^{N+1}$ は有限集合である 3.

定理 17 の証明の方針は, 背理法の仮定でとった $\mathrm{x}\in S$ の無限列が定理 43 の条件を満
たしていることを示して, 矛盾を導き出す.

2. そこで逐次最小の理論を $k^{N+1}\Lambda V$ において展開する.

補題 4.4. 上の状況において, 定数 $A$ に対し

$||(\mathrm{x}’\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{i}||_{v}>A||V||_{v}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{i}||_{v}$

ならば
$||(\mathrm{x}’\Lambda V)\cdot(\mathrm{b}_{j}\Lambda \mathrm{b}_{l_{1}}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{b}_{l_{N-n+1}})||_{v}>cA||V||_{v}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{j}||_{v}$

なるような $\mathrm{b}_{i}$ に依る定数 $c$ と, $v_{0},$ $\ldots,$ $v_{N-n},$ $\mathrm{b}_{i}$ に依る $l_{1},$
$\ldots,$

$l_{N-n+1}$ と, $v_{0,\ldots N-n},$$v,$ $\mathrm{x}’,$ $\mathrm{b}_{i}$

に依る $j$ が存在する.

無限列 $\mathrm{x}\in S$ に対し, $\mathrm{b}_{v,i}$ を (4) によって決める. $\mathrm{x}$ の無限部分列をとることによって,
$\mathrm{b}_{v,i}$ は $\mathrm{x}$ に依らないとしてよい.

$\mathrm{x}’\Lambda V\neq 0$ をもつ $\forall \mathrm{x}’\in \mathcal{O}_{k,S}^{N+1}$ に対し, 式 (5) が成り立たないことにより

$\prod_{v\in S}\frac{||(\mathrm{x}’\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}}{||V||_{v}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}}>\overline{H}(\mathrm{x})^{\epsilon}$ .

これに補題 4.4 を適用して,

$\prod_{v\in S}\frac{||(\mathrm{x}’\Lambda V)\cdot(\mathrm{b}_{v,j}\Lambda B)||_{v}}{||V||_{v}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,j}||_{v}}>>\overline{H}(\mathrm{x})^{\epsilon}$
(8)

なる $j$ が存在する.
$k^{N+1}\Lambda V$ において長さ関数を

$L_{v,i}(\mathrm{w})$ $=$ $(\mathrm{w}\Lambda V)\cdot(\mathrm{b}_{v,i}\Lambda B)$ $(0\leq i<n)$ (9)

$A_{v,i}$ $=$ $1/(||V||_{v}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v})$

3有限集合 $S$ の高さの effective を bound は現時点では知られていない.
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でとり 4, 逐次最小を用いると式 (8) より, 1-逐次最小が大きいという主張

$\lambda_{1}^{d}$ � $\overline{H}(\mathrm{x})^{\epsilon}$ (10)

を得る.
3. ここで用いられる多重線型代数の公式を述べる.

補題 4.5. $m>l\geq 1$ とする. $\mathrm{x}0,$
$\ldots,$

$\mathrm{x}_{772}$
$\in k^{N+1},$ $\mathrm{y}_{0},$

$\ldots,$
$\mathrm{y}_{m}\in k^{N+1}$ に対し, $X=$

$\mathrm{x}0\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{x}\iota,$ $\mathrm{Y}=\mathrm{y}_{0}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{y}\iota$ とおく.

$((X\Lambda \mathrm{x}_{l+1})\Lambda\ldots\Lambda(X\Lambda \mathrm{x}_{m}))\cdot((Y\Lambda \mathrm{y}_{l+1})\Lambda\ldots\Lambda(Y\Lambda \mathrm{y}_{m}))$

$=$ $(X\cdot \mathrm{Y})^{m-l-1}((\mathrm{x}_{0}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{x}_{m})\cdot(\mathrm{y}_{0}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{y}_{m}))$

但し, 左辺の・積は $\wedge^{m-l}(\wedge^{l+2}k^{N+1})$ 内でとる.

$k^{N+1}\Lambda V$ における格子 $\mathcal{O}_{k,S}^{N+1}\Lambda V$ に関する $\mathrm{b}_{v,i}\Lambda B$ の相対的体積 $\mathrm{v}\mathrm{o}1\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}/d(\mathrm{x}\Lambda \mathcal{O}_{k,\mathrm{S}}^{N+1})$ を

計算する. $\mathrm{x}=x_{0}\mathrm{e}0+\cdots+x_{n}\mathrm{e}_{N}$ ( $\mathrm{e}_{i}$ は標準基底) とする. このとき, $\mathrm{e}_{N-n+1}\Lambda V$,–,
$\mathrm{e}_{N}\Lambda V$

は $\mathcal{O}_{k,S}^{N+1}\Lambda V$ の部分格子 A の基底をなす.

$\mathrm{v}\mathrm{o}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}/d(\Lambda)$ $=$
$\prod_{v\in S}||((\mathrm{e}_{N-n+1}\Lambda V)\Lambda\ldots\Lambda(\mathrm{e}_{N}\Lambda V))\cdot((\mathrm{b}_{v,0}\Lambda B)\Lambda\ldots\Lambda(\mathrm{b}_{v,n-1}\Lambda B))||_{v}^{-1}$

$=$ $[ \prod_{v\in S}||V\cdot B||^{n-1}||(\mathrm{e}_{N-n+1}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{e}_{N}\Lambda V)\cdot(\mathrm{b}_{v,0}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{b}_{n-1}\Lambda B)||_{v}]-1$

$>><<$ $[||V||_{v}^{n-1}(d(\Lambda)/d(\mathcal{O}_{k,S}^{N+1}\Lambda V))||\det(\mathrm{b}_{v,i})||_{v}]^{-1}$

(条件 4.2(i) より ||V||ゎ�� $||V\cdot B||_{v}$ を用いた) なので

$\mathrm{v}\mathrm{o}1\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{e}/d(\mathcal{O}_{k,S}^{\mathrm{A}}\mathrm{v}+1\Lambda V)$ �� $[||V||_{v}^{n-1}||\det \mathrm{b}_{v,i}||_{v}]^{-1}$

以下, ��によって $||\det(\mathrm{b}_{v,i})||_{v}$ を省いて書くと定理 37 より

$(\lambda_{1}\cdots\lambda_{n})^{d}$ ��
$||V||_{v}^{n-1} \prod_{v,i}A_{v,i}$

(11)

�� $\frac{1}{\prod_{v}\prod_{i=0}^{n-1}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}||V||_{v}}$ (12)

である.

補題 46(Davenport の補題 [Vl, Lemma62.1]). 正の実数 $\rho_{1},$ $\ldots,$
$\rho_{n}$ が $\rho_{1}\geq\cdots\geq$

$\rho_{n},$
$\rho_{1}\lambda_{1}\leq\cdots\leq\rho_{n}\lambda_{n},$ $\rho_{1}\cdots\rho_{n}=1$ を満たすとする. このとき各 $v\in S,0\leq i<n$ に対

し, $k,.S$ のみに依る実定数 $\rho_{v,i}$ が存在して, 新しい長さ関数

$\hat{l}(\mathrm{x}):=[\prod_{v\in S}$ l\leq imax $\rho_{v,i}A_{v,i}||L_{v,i}(\mathrm{x})||_{v}]$

\leq n

$1/d$

$4 \prod_{=1}^{n}\dot{.}A_{v},:=1$ となるように適当に調整してから議論してもよいが, ここでは調整なしで議論する. 式
(11) の右辺にある $\prod A_{v,1}$. が調整なしの影響である.
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に関する逐次最小 $\hat{\lambda}_{i}$ は

$\lambda_{i}\rho_{i}$ �� $\hat{\lambda}_{i}$

を満たし, かつ

$\prod_{i=1}^{n}\rho_{v,i}=1$

である. また $v$ が実なら $N_{v}=1$ , 複素なら $N_{v}=2$ , 非アルキメデス的なら $N_{v}=0$ とお
くと, 各 $v\in S$ に対し

l\leq i\leq nmax $\rho_{v,i}=\rho_{1}^{N_{v}}$

である.

我々の状況では, 正の実数 $\rho$ に対し $\rho_{i}:=\rho/\lambda_{i}$ とおき, $\rho$ をうまく選んで $\rho 1\ldots\rho_{n}=1$

とすれぼ, 新しい長さ関数

$\hat{l}(\mathrm{w})^{d}=\prod_{v\in S}0\leq\max_{i<n}\rho_{v,i}A_{v,i}||L_{v,i}(\mathrm{w})||_{v}$

に対して,

$\rho=\lambda_{i}\rho_{i}$ �� $\hat{\lambda}_{i}$ (13)
$\prod_{i=0}^{n-1}\rho_{v,i}=1$ (14)

$\max_{0\leq i<n}\rho_{v,i}=\rho_{1}^{N_{v}}$ (15)

である. 故に (12) 及び (13) から

$\hat{\lambda}_{i}$ �� $[ \prod_{v\in S}||V||_{v}^{n-1}\prod_{v,i}A_{v,i}]1/nd$ (16)

�� $\prod_{v\in S}\prod_{i=0}^{n-1}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}^{-1/nd}||V||_{v}^{-1/nd}$ (17)

であり, 更に (10) 及び (15) から

$0\leq i<n\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\rho v,i$

$\ll$ $(\hat{\lambda}_{1}/\lambda_{1})^{N_{v}}$ $(\forall v\in S, 0\leq i<n)$

$\ll$ $[ \prod_{v\in S}||V||_{v}^{n-1}\prod_{v,i}A_{v},{}_{i}\overline{H}(\mathrm{x})^{-\epsilon}]N_{v}/nd$ (18)

$\ll$ $( \prod_{v\in S}\prod_{i=0}^{n-1}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}^{-1/n}||V||_{v}^{-1/n}\overline{H}(\mathrm{x})^{-\epsilon})^{N_{v}/d}$ (19)

$\prod_{v\in S}0\leq i\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\rho v,i<n$

$\ll$ $\prod_{v\in S}\prod_{i=0}^{n-1}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}^{-1/n}||V||_{v}^{-1/n}\overline{H}(\mathrm{x})^{-\epsilon}$ (20)
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$4\mathrm{o}\mathrm{b}.,$

$\ldots,$
$\mathrm{b}$. $\mathrm{c}k^{\ovalbox{\tt\small REJECT} 1},$ $L_{i}(\mathrm{x})\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{i}$ の場合を考える. 0 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\sigma(\mathfrak{y}<\sigma(2)<\ldots<\sigma(p)\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$N$ をみたす組 $\sigma\ovalbox{\tt\small REJECT}(\sigma(1), \ldots, \sigma(p))$ に対し

$B_{\sigma}=\mathrm{b}_{\sigma(1)}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{b}_{\sigma(p)}$

とおくと B。は $\wedge^{p}k^{N+1}$ 上の線型独立な線型形式 $L_{\sigma}(X)$ を定義する. また

$A_{v,\sigma}$ $:=$ $A_{v,\sigma(1)}\cdots A_{v,\sigma(p)}$

$\lambda_{\sigma}$ $:=$ $\lambda_{\sigma(1)}\cdots\lambda_{\sigma(p)}$

とおき, $L_{\sigma}(X)$ と $A_{v,\sigma}$ によって定まる長さ関数 $l_{\sigma}(X)$ の逐次最小を $\mu 1,$ $\ldots,$ $\mu M(M=$

$(\begin{array}{l}n+1p\end{array}))$ と書く.

命題 47 $([\mathrm{V}\mathrm{l},\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{n}6.3.10])$. 各 $\sigma_{i}$ に対し $\lambda_{\sigma_{1}}\leq\cdots\leq\lambda_{\sigma_{M}}$ なるよう順序づけ

ておく. このとき
$\lambda_{\sigma}.\cdot$ �� $\mu_{i}$ .

我々の状況に戻ろう. $\wedge^{n-1}(k^{N+1}\Lambda V)$ において上に述べたよう長さ関数を作る. $\nu j\in$

$\wedge^{n-1}(\mathcal{O}_{k,S}^{N+1}\Lambda V)$ に対し,

$L_{v,\sigma_{m}}$ $:=$
$\nu_{j}\cdot((\mathrm{b}_{v,0}\Lambda B)\Lambda\ldots\Lambda(\mathrm{b}_{v,m}\overline{\Lambda}B)\Lambda\ldots\Lambda(\mathrm{b}_{v,n-1}\Lambda B))$

$A_{v,\sigma_{m}}$ $:=$ $A_{v,0}\cdots\overline{A_{v,m}}\cdots A_{v,n-1}$

とし, この長さ関数の $i$-逐次最小を $\mu_{i}$ とおく. また

$\lambda_{\sigma_{n-m}}:=\lambda_{1}\cdots\overline{\lambda_{m+1}}\cdots\lambda_{n}$

とおくと, 命題 47 により $\lambda_{\sigma}\dot{.}$ �� $\mu_{i}$ だから, 長さ関数 $\hat{l}_{\sigma}$ に対する逐次最小 $\hat{\mu}_{1},$

$\ldots,$
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$

は (17) より

$\hat{\mu}_{i}>><<\prod_{v\in S}\prod_{i=0}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}^{-(n-1)/nd}||V||_{v}^{-(n-1)/nd}$

を満たしている. つまり格子 $\wedge^{n-1}(\mathcal{O}_{k,S}^{N+1}\Lambda V)$ の部分格子の基底 $\nu_{1},$ $\ldots,$
$\nu_{n}$ が存在し,

(14) を用いて

$||\nu_{j}\cdot((\mathrm{b}_{v,0}\Lambda B)\Lambda\ldots\Lambda(\mathrm{b}_{v,m}\overline{\Lambda}B)\Lambda\ldots\Lambda(\mathrm{b}_{v,n-1}\Lambda V))||_{v}$ (21)

$\ll$ $\prod_{i=0}^{n-1}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}^{-(n-1)/n}||V||_{v}^{-(n-1)/n}\prod_{i\neq m}\frac{1}{A_{v,i\beta v,i}}$

$\ll$ $\prod_{i=0}^{n-1}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}^{-(n-1)/n}||V||_{v}^{(n^{2}-2n+1)/n}\prod_{i\neq m}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}\frac{1}{\rho_{v,i}}$

� $\frac{||V||_{v}^{n-2}\rho_{v,m}}{||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,m}||_{v}}\prod_{i=0}^{n-1}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}^{1/n}||V||_{v}^{1/n}$
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$\ovalbox{\tt\small REJECT}\in\wedge^{n-1}(\mathcal{O}_{k,S}^{N+1}\Lambda V)$ より有限和

$\nu_{j}:=\sum_{l}$
( $(\mathrm{u}_{l,1}\Lambda V)\Lambda\ldots\Lambda$ (ul,ユー l\wedge V))

とおくと,

(21) $=||V||_{v}^{n-2}|| \sum_{l}(\mathrm{u}_{l,1}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{u}_{l,n-1}\Lambda V)\cdot(\mathrm{b}_{v,0}\Lambda\ldots\Lambda\overline{\mathrm{b}_{v,m}}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{b}_{v,N})||_{v}$ (22)

となる.
ここで

$\mathrm{u}_{j}:=\sum \mathrm{u}_{l,1}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{u}_{l,n-1}\in\wedge \mathcal{O}_{k,S}^{N+1}$

$l$

とおき, 更に $\wedge^{N}(k^{N+1})^{*}\simeq k^{N+1}$ なので

$\mathrm{b}_{v,m}^{*}:=\frac{(-1)^{m}}{\det(\mathrm{b}_{v,i})}\mathrm{b}_{v,0}\Lambda\ldots\Lambda\overline{\mathrm{b}_{v,m}}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{b}_{v,N}$

とおくとこれは $\{\mathrm{b}_{v,0}, \ldots, \mathrm{b}_{v,N}\}$ の双対基底となる.

従って (21) 及び (22) より

$||( \mathrm{u}_{j}\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{v,m}^{*}||_{v}<<\frac{\rho_{v,m}}{||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,m}||_{v}}\prod_{i=0}^{n-1}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}^{1/n}||V||_{v}^{1/n}$ (23)

故に
$n-1$

$\prod\prod\max_{1e.e_{\mathrm{r}}}.||(\mathrm{u}_{j}\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{v,m}^{*}||_{v}\ll\prod||V||_{v}$. (24)
v^。As $m=0–1\leq j\leq n..\backslash \vee$

’ $\vee’\cdot\cdot-\cdot$
.

$v\in 6^{\mathrm{Y}}\wedge$

ここで, 条 $\dagger+$ $4.2(\mathrm{i}\mathrm{i})$ を用いて

$\mathrm{b}_{v,l}^{*}\equiv\frac{-1}{\det(\mathrm{b}_{v,i})}\frac{B_{l}}{V\cdot B}\sum_{i=0}^{n-1}(\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i})\mathrm{b}_{v,i}^{*}$ $\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} v_{0},$

$\ldots,$
$v_{N-n}(n\leq l\leq N)$ ,

(但し $B_{l}:=(v_{1}\Lambda\ldots\Lambda v_{N-n})\cdot(\mathrm{b}_{v,n}\Lambda\ldots\Lambda\overline{\mathrm{b}_{v,l}}\Lambda\ldots\Lambda \mathrm{b}_{v,N})$) が計算できる力$\backslash$ ら, これを

(23) に適用して

$||( \mathrm{u}_{j}\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{v,l}^{*}||_{v}<<\frac{||B_{l}||_{v}}{||V||_{v}}\prod_{i=0}^{n-1}||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}^{1/n}||V||_{v}^{1/n_{0\leq}}\max_{i<n}\rho_{v},i(n\leq l\leq N)$. (25)

(20) より

$\frac{\prod_{v\in S}||B_{\iota}||{}_{v}\overline{H}(\mathrm{x})^{-\epsilon}}{-\mathrm{I}1\cdot r11}(n\leq l\leq N)$ .
$\prod_{---O}1\leq j\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}||(\mathrm{u}_{j}\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{v,l}^{*}||_{v}<<\frac{11v\in 5||-\iota \mathrm{I}|v--\backslash }{\prod_{v\in S}||V||_{v}}\leq n.$

.
$v\in\hat{s}^{1\leq j\leq n}\mathrm{A}^{\cdot}$

. $\backslash \cdot$ . -,- $\cdot\cdot$ 1 $1_{v\in S}\mathrm{I}|^{\gamma}||v$

(24) と組み合わせて, 条件 4.2(iii) により垣。$\in S$ ||B鼎を省くと

$\prod\prod 1\leq j\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}||(\mathrm{u}_{j}\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{v,m}^{*}||_{v}\max||(\mathrm{u}_{j}\Lambda V)\cdot \mathrm{b}_{v,l}^{*}||_{v}<<\overline{H}(\mathrm{x})^{-\epsilon}n-1\leq n1\leq j\leq n(n\leq l\leq N)$

$v\in Sm=0$
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よって定理 43 の第 2 条件 (7) を満たす $\mathrm{w}_{1},$ $\ldots,$
$\mathrm{w}_{n}$ を構或できた.

5. $\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}\neq 0\gamma_{J}\text{ら}f\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\backslash }$

$||\mathrm{x}\cdot \mathrm{b}_{v,i}||_{v}>>\overline{\overline{H}(\mathrm{x})}||\mathrm{x}||_{v}$

であることを (19) に組み合わせて

$0 \leq j<n\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\rho_{v,i}<<\prod_{v\in S}(\frac{\overline{H}(\mathrm{x})}{||\mathrm{x}||_{v}})^{N_{v}/d}(\frac{1}{||V||_{v}})^{N_{v}/nd}=\overline{H}(\mathrm{x})^{(|S|-1)N_{v}/d}\overline{H}(V)^{-N_{v}/nd}$

(23) と (25) により

$||(\mathrm{x}\Lambda \mathrm{u}_{j})\cdot \mathrm{b}_{v,m}^{*}||_{v}\ll||V||_{v}^{1/n}\overline{H}(\mathrm{x})^{(|S|-1)N_{v}/d+1}\overline{H}(V)^{-N_{v}/nd}$

適当な unit を $V$ に掛けて $||V||_{v}<<\overline{H}(V)$ とすると,

$||(\mathrm{x}\Lambda \mathrm{u}_{j})\cdot \mathrm{b}_{v,m}^{*}||_{v}\ll\overline{H}(V)^{(1/n)(1-N_{v}/d)}\overline{H}(\mathrm{x})^{(|S|-1)N_{v}/d+1}$

条件 4.2(iii) により $\overline{H}(V)\ll\overline{H}(\mathrm{x})$ だから

$||(\mathrm{x}\Lambda \mathrm{u}_{j})\cdot \mathrm{b}_{v,m}^{*}||_{v}<<\overline{H}(\mathrm{x})^{|S|+1/n}$

\sim k^式は定理 43 の第 1 条件 (6) を満たす. 故に $\mathrm{x}$ の無限列は定理 43 の仮定を満たすから
明らかに矛盾である. 従って (5) を満たす $\mathrm{x}’$ は存在し, 適当に unit を掛けることによって
定理 17 は従う. 口

5 定理 4.3 の証明の概略

以下, 簡単のために $k=\mathbb{Q}$ の場合において説明する. $k$ が一般の数体の場合も理論に大
きな変更はない.

$\overline{\mathbb{Q}}$ 係数の多項式
$P=P(X_{10}, \ldots, X_{1N;\cdots;}X_{m0}, \ldots, X_{mN})$

による環を $R$ によって表す.

また, $\mathrm{r}:=(r_{1}, \ldots, r_{m})\in \mathrm{N}^{m}$ 及び I $:=(i10, \ldots, i1N;\cdots ; i_{m0}, \ldots, i_{mN})\in \mathbb{Z}_{\geq 0}^{m(N+1)}$ と

おく. このとき記号

$( \mathrm{I}/\mathrm{r}):=\sum\frac{i_{h0}+\cdots+i_{hN}}{r_{h}}m$

$h=1$

$P^{\mathrm{I}}:= \frac{1}{i_{h0}!\ldots i_{1N}!}\frac{\partial^{i_{10}+\cdots+i_{mN}}}{\partial X_{10}^{i_{10}}\ldots\partial X_{mN}^{i_{mN}}}P$

を定義しておく.

定義 5.1. $\neg \mathbb{Q}^{n(N+1)}$ の線型部分空間 $T$ に対し, $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{T}(P)$ を $P^{\mathrm{I}}$ が $T$ 上恒等的に 0 になら
ないような $(\mathrm{I}/\mathrm{r})=c$ なる最小値 $c$ で定義する. $P\equiv 0$ なら $\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{T}(P)=\infty$ とする.
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すると, 次の 2 つの対照的な定理が成り立つ. [Sch] の該当部分を我々の場合に適用でき
るように改変する.

定理 5.2. $c_{0},$ $\ldots,$ $c_{n}$ は

へ $+\cdots+$ ら $=0$ , $|$果 $|\leq 1(0\leq i\leq n)$

をもつ実数とする. $L^{(i)}(0\leq i\leq N)$ を線型独立な線型形式であるとする.
その時, 任意の正数 $\epsilon$ について, $Q_{1},$

$\ldots,$
$Q_{m}$ を

$Q_{h}^{\epsilon}>2^{(n+1)}E$ , $Q_{h}^{\epsilon}>(n+1)(\epsilon^{-1}+1)$ $(1 \leq h\leq m)$ ,

$r_{1}\log Q_{1}\leq rh\log Qh\leq(1+\epsilon)r_{1}\log Q_{1}$ $(1 \leq h\leq m)$

をもつ実数とする.
更に, $0<\delta=\delta(\epsilon, n)<1$ について, $\mathrm{g}_{h,1},$ $\ldots,$

$\mathrm{g}_{h,n}(1\leq h\leq m)$ が $\mathbb{R}^{N+1}$ 内の n-線型
独立な整数点で

$|L^{(k)}(\mathrm{g}h,t)|\leq Q_{h}^{c_{k}-\delta}$ $(0\leq k\leq n-1,1\leq h\leq m, 1\leq t\leq n)$

かつ
$|L^{(k)}(\mathrm{g}_{h,t})|\leq Q_{h^{n}}^{\mathrm{c}-\delta}$ $(n\leq k\leq N,$ $1\leq h\leq m,$ $1\leq t\leq n)$

を満たすと仮定する.
その時, $\mathrm{g}h,1,$ $\ldots,$ $\mathrm{g}h,n$ で零になる線型形式 $Mh,0,$ $\ldots,$ $Mh,N-n$ に対し, $T_{h}=\{Mh,0=$

$\ldots=M_{h,N-n}=0\}$ とする. $T=T_{1}\cross\cdots \mathrm{x}T_{m}\subset\neg n(N+1)\mathbb{Q}$ とおくと $P\in \mathcal{R}$ に対し

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{T}(P)\geq m\epsilon$

が成り立つ.

定理 5.3. $m\geq 2,0<\epsilon\leq 1$ に対し

$\frac{r_{h+1}}{r_{h}}\geq\frac{2m^{2}}{\epsilon}$ $(1\leq h\leq m-1)$

を満たすとする.
前定理の線型形式 $M_{h,i}(0\leq h\leq m, 0\leq i\leq N-n)$ に対し,

$\{$

$M_{h,0}’:=a_{0,0}^{h}X_{0}+\cdots+a_{0,N-n+1}^{h}X_{N-n+1}=0$

$M_{h,N-n}’:=a_{N-n,0}^{h}X_{0}+\cdots+a_{N-n,N-n+1}^{h}X_{N-n+1}=0$

の連立方程式の解を $(x_{h,0}, \ldots, x_{h,N-n+1})$ とすると $Mh,1,$ $\ldots,$ $Mh,N-n$ に依るある定数 $B_{h}$

が存在して, $H(x_{h,2}, \ldots, x_{h,N-n+1})\leq B_{h}$ を満たし, 更に $H(P),$ $H(X),$ $e^{r_{1}+\cdots+r_{m}}$ に依る

ある定数 $C$ が存在して
$H(T_{h})^{r_{h}}\geq C$ (26)

とする.

その時, $x\in T=T_{1}\mathrm{x}\ldots\cross T_{m}$ が存在して

$\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{d}_{x}(P)<m\epsilon$

が成り立つ.

115



もし仮定 (26) が満たされると, 定理 52 と定理 53 からでてくる結論が矛盾する. 従っ

て仮定 (26) が否定されるので, 定理 43 が成り立つ. 口
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