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1 有限鏡映群の鏡映面とベクトル場.

研究の動機や背景は後で述べることにして, 記号の定義から主結果までをまず述べる.
$V$ を内積 $I$ を持った実 $\ell$ 次元ベクトル空間とする. $x_{1},$ $x_{2},$ $\cdots,$ $x\ell$ をその座標系, $\mathbb{R}[V]:=$

$\mathbb{R}[x_{1}, \cdots, xt]$ を $V$ 上の多項式環とおく. このとき, $\mathrm{O}(V, I)$ の既約な有限部分群 $W$ で, 直

行鏡映変換で生或される群 (有限鏡映群) を考える. $W$ のなかの各直行鏡映変換の鏡映面
$H\subset V$ を集めたものを $A$で表し, 各 $H\in A$ に対して, その定義式 $\alpha_{H}\in V^{\vee}(\mathrm{K}e\mathrm{r}(\alpha_{H})=$

$H)$ を固定してお $\langle$ . Chevalley によって, $V$ 上の $W$ 不変式環 $\mathbb{R}[V]^{W}$ 力 $\mathrm{i}$ $\ell$ 個の代数的に

独立た斉次多項式 $P_{1},$ $P_{2},$ $\cdots,$
$P\ell\in \mathbb{R}[V]^{W}$で生或されることが証明されている. ここで

次数を $\deg P_{1}\leq\deg P_{2}\leq\cdots\leq\deg Pf=:h$ としておくと次が成り立つ ( $h$ はコクセター

数と呼ばれる),
$2=\deg P_{1}<\deg P_{2},$ $\deg P_{\mathit{1}-1}<h$ . (1)

$|A|= \frac{h\ell}{2}$ (2)

Derv を $V$ 上の多項式係数ベクトル場全体とする, つまり

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}:=\{\sum_{i=1}^{\ell}f.\cdot\frac{\partial}{\partial x_{i}}|f_{i}\in \mathbb{R}[V]\}$ .

これは階数 $\ell$ の自由 $\mathbb{R}[V]$ 加群とたる. ここで一般\epsilon イデアル $I\subset \mathbb{R}[V]$ に対して, $I$ の

共通零点として定義される多様体 $\mathcal{V}(I)$ にベクトル場 $\delta\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}$ が接触するための条件が
$\delta I\subset I$ であったことを思い出して, 超平面配置 $A$ に多重に接触するベクトル場を次で定
義する.

定義 1.1 ([Te2]) 非負整数値関数 $\overline{m}$ : $Aarrow \mathbb{Z}_{\geq 0}$ に対して, 接触度数 $\overline{m}$ で各鏡映面に
接するベクトル場全体の集合を

$\mathrm{D}^{\overline{m}}(A):=\{\delta\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}|\delta\alpha_{H}\in\alpha_{H}^{\overline{m}(H)}\cdot \mathbb{R}[V], \forall H\in A\}$

で定義する. 口
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$\overline{m}\equiv 1$ の場合は普通く超平面に接するベクトルの集合で, [対数的ベクトル場」と呼ばれ
る [Sal].
問題としたいのは $\mathrm{D}^{\overline{m}}(A)$ の $\mathbb{R}[V]$ 加群としての構造, 特に自由加群になるかどうか, 自
由加群の場合はその基底の次数 ( $\delta=\sum_{i}f_{i}\frac{\partial}{\partial x_{l}}$ の次数を $\deg\delta:=\max\{\deg f_{i}\}_{i}$ で定義す
る) である. $\overline{m}\equiv 0$ の時は $\mathrm{D}^{0}(A)=\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}$ に他ならない. $\overline{m}\equiv 1$ の時も階数 $\ell$ の自由

$\mathbb{R}[V]$ 加群とたることが, 鏡映群不変式論を使って基底を構或することにょり証明されて
いた [Sal] [Sa2]. -${ }$に接触度数が一定 $\overline{m}\equiv m\in.\mathbb{Z}$ の場合は次が証明されてぃた.

定理 1.2 [Te2] $\mathrm{D}^{m}(A)$ は自由加群で, 基底の次数は次で与えられる.

m=2kの時は, $\{kh, kh, \cdots, kh\}$ .

$m=2k+1$の時は, $\{kh+\deg P_{1}-1, \cdots kh+\deg P_{\ell}-1\}$ .

口

[Te2] では具体的く基底を構或しているのだが, その基底は (個人的た印象では) とても複
雑な表示をしている. また, 奇数と偶 aで基底の次数の振る舞いが違ってくることも不思
議たのだが, 次の結果で実は, 接触度数を一斉に +2 した時くよい振る舞いをしてぃるこ
とがハッキリと分かる.

定理 1.3[Y] $\overline{m}$ を {0, 1} に値をとる接触度数として, $\mathrm{D}^{\overline{m}}(A)$ が自由 $\mathbb{R}[V]$ 加群であると
仮定, $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta_{l}$ をその基底とする. この時 k\in Z\geq 。に対して, $\mathrm{D}^{\overline{m}+2k}(A)$ も自由で, 基底

の次数は
$\{kh+\deg\delta_{1}, \cdots, kh+\deg\delta_{\ell}\}$

で与えられる. 口

$\overline{m}\equiv 0$ または $\overline{m}\equiv 1$ と置くと定理 L2が得られる.

2 原始ベクトル場による基底の構成.

本節では定理 1.3の証明 \epsilon 必要な, [Sa2] の結果をまとめる.
前節で不変式環 $\mathbb{R}[V]^{W}$ の生或元 $P_{1},$

$\cdots,$
$P\ell$ を固定したが, これは標準的に定まるもの

ではない, しかし式 (1)

$\deg Pj<\deg P\ell,$ $(i=1, \cdots,\ell-1)$

から有理ベクトル場 $D:= \frac{\partial}{\partial P_{\ell}}$ は生或元の取り方に依らず (定数倍を除いて) –意的 \kappa 決
まる. これを原始ベクトノレ場 (Primitive vector field) とよぶ.

$Q:= \prod_{H\in A}\alpha_{H}=$

.
$\frac{\partial(P_{1},\cdots,P_{\ell})}{\partial(x_{1},\cdots,x_{l})}$ ,
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と置くと, 原始ベクトル場 $D$ は次の表示を持つ.

$D=$
.

$\frac{1}{Q}\det(\begin{array}{llll}\frac{\partial}{\partial}x_{1}P[perp] \frac{\partial P_{\ell- 1}}{\partial x_{1}} \frac{\partial}{\partial x_{1}}\vdots \ddots \vdots \vdots\frac{\partial P}{\delta xp} \frac{\partial P_{\ell-1}}{\partial x_{l}} \frac{\partial}{\partial x_{\ell}}\end{array})$ .

(実際この式の右辺が $DP1=\cdots=DPl-1=0,$ $DP_{\ell}=1$ を満たすことは明らか. )
次 $l\mathrm{C}$アフィン接続�: $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{v}\cross \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}varrow \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}v$ を定義する.

定義 2.1 二つのベク トル場 $\delta_{1},$ $\delta_{2}\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}$ (た $\dot{\mathrm{c}}$ し, $\delta_{2}=\sum_{i=1}^{l}f_{i}\frac{\partial}{\partial x_{1}}$. ) に対して, $\nabla_{\mathit{5}_{1}}\delta_{2}\in$

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}$ を
$\ell$

$\nabla_{\mathit{5}_{1}}\delta_{2}$ $:=. \sum(\delta_{1}f_{\dot{l}})\frac{\partial}{\partial x_{i}}$ ,
$0=1$

で定義する. 口

共変微分の中でも原始ベクトル場 $D$ による微分�$D$ が特に重要である. Saito[Sa2] に

よって, $\nabla_{D}$ はある種の逆�$D-1$ を持つことが示された.

$\mathbb{R}[V]^{W,D}$ $:=$ $\{f\in \mathbb{R}[V]^{W}|Df=0\}$

$=$ $\mathbb{R}[P_{1}, \cdots, P_{I-1}]$

と $k$ $\langle$ . この時� $D$ は $\mathbb{R}[V]^{W,D}$ 加群としての準同型である.

定理 22 自然数 $n\geq 1$ に対して,

$\mathcal{G}_{n}:=\{\delta\in \mathrm{D}\mathrm{e}1_{V}^{\backslash }W|(\nabla_{D})^{n}\delta\in\sum_{=j1}^{\mathit{1}}\mathbb{R}[V]^{W,D}\frac{\partial}{\partial P_{j}}\}$ ,

とすると, $n\geq 0$ に対して, $\nabla_{D}$ : $\mathcal{G}_{n+1}\simarrow \mathcal{G}_{n}$ は $\mathbb{R}[V]^{W,D}$ 同型である. また,

$\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}(A)^{W}=\oplus \mathcal{G}_{n}n\geq 1^{\cdot}$

は $\mathbb{R}[V]^{W,D}$ 加群としての直和分解で,
$\mathcal{H}^{k}:=\bigoplus_{n\geq k}\mathcal{G}_{n}$

と置くと, $?\{^{k}$ は階数 $\ell$ の自由 $\mathbb{R}[V]^{W}$

加群となる. 口

我々が今回必要なのは� $D-1$ : $\mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}^{W}arrow \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}^{W}$ なる単射の存在である.
以上の結果を用いて, $\mathrm{D}^{\overline{m}+2k}(A)$ の基底を構戒しよう. オイラーベクトル場

$E:= \sum_{i=1}^{\ell}x:\frac{\partial}{\partial x_{i}}$

は $W$不変 $E\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}^{W}$ であることに注意する.
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定理 2.3 [Y] $\overline{m}$ : $Aarrow\{0,1\}$ に対して, $\mathrm{D}^{\overline{m}}(A)$ が自由 $\mathbb{R}[V]$ 加群で, $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta f$ をその基

底とする. この時
$\nabla_{\mathit{5}_{1}}\nabla_{D}^{-k}E,$

$\cdots,$
$\nabla_{\delta_{\ell}}\nabla_{D}^{-k}E$

が $\mathrm{D}^{\overline{m}+2k}(A)$ の基底をなす. 口

3 自由超平面配置の一般論

本節では上の研究の背景にある超平面配置の結果, 特にベクトル場の自由性やその基底
の次数と複素化された補集合のポアンヵレ多項式との関係, 及び動機となった予想\subset つぃ
て簡単に述べる.
今までと同様, $V$ を $\ell$次元ベクトル空間で, $A$ を有限個のアフィン超平面の集まりとす

る (超平面が原点を通るとは限らないとする). 各 $H\in A$ \epsilon 対して定義方程式となる一次
式 $\alpha_{H}$ を固定しておく.

定義 3.1
$\mathrm{D}^{1}(A)=\{\delta\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}_{V}|\delta\alpha_{H}\in\alpha_{H}\cdot \mathbb{R}[V], \forall H\in A\}$

が自由 $\mathbb{R}[\mathrm{T}^{\gamma}]$ 加群の時 $A$ が自由配置 (free arrangement) であると言い, その基底 $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta_{l}\in$

$\mathrm{D}^{1}(A)$ の次数の組 $\exp=\{\deg\delta_{1}, \cdots, \deg\delta_{\ell}\}$ を $A$ の幕指数 (exponent) と呼ぶ. 口

超平面配置 $A$ に対して, このように $A$ に接触するベクトル場の自由性やその基底の次数
にこだわる理由は次の定理\epsilon よる.

定理 3.2 [Tel] $V$ が $\ell$ 次元複素ベクトル空間で, $A$ が $V$ 上の自由配置, $\exp=\{e_{1}, e_{2}, \cdots, ep\}$

をその幕指数とすると, 超平面達の補集合のポアンヵレ多項式が次の表示を持っ.

$\sum_{n=0}^{\ell}\dim \mathrm{H}^{n}(V-\bigcup_{H}{}_{\in A}H, \mathbb{C})t^{n}=\prod_{i=1}^{\ell}(1+e.\cdot t)$.

口

ポアンカレ多項式が整数係数で一次式に分解するというのは, 一般の超平面配置では起ら
ず, “自由” という条件がかたり強い位相的な束縛であることが分かる. ちなみにこの定理
の逆は成り立たたい.
またそれ以前の結果 (Orh.k-Solomon, Zaslavsky) と併せることにょって, 実 (自由) 超

平面配置の補集合の連結或分, 及び (相対的) 有界連結或分の個数が軍指数を使ってそれ
ぞれ

$\prod_{i=1}^{\ell}(1+e_{i}),$ $\prod_{j=1}^{\ell}(e\dot{.}-1)$

で与えられることが分かる. 幕指数, 複素化の補集合のポアンヵレ多項式が超平面配置の
組合せ論的構造を背後から統制しているのである.
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次にアフィン超平面配置の自由性と多重に接触するベク |‘’場の関係を述べた Ziegler
の結果 [Zi] を述べる. 一般に $V$ のアフイン超平面 $H$ に対して $H$ と平行た原点を通る
$(\ell-1)$ 次元部分ベクトル空間を $\tilde{H}$ で表すことにする. アフイン超平面配置 $A$ に対して,

(原点を通る) 超平面配置 $\tilde{A}$ を

$\tilde{A}:=\{\tilde{H}|H\in A\}$ ,

また関数 $\overline{m}$ を
$\overline{m}$ : $\tilde{A}arrow \mathbb{Z},$ $H\mapsto\#\{H’\in A|\tilde{H}’=H\}$

平行な平面の枚数で定める. 以上の準備の下 Ziegler の結果は次のように述べられる.

定理 3.3 [Zi]アフイン超平面配置 $A$ が自由配置で, $\delta_{1},$

$\cdots,$
$\delta\ell$ を $\mathrm{D}^{1}(A)$ の基底とする. $\delta\in$

$\mathrm{D}^{1}(\backslash A)$ に対してその最高次の部分を $L(\delta)\in \mathrm{D}\mathrm{e}\mathrm{r}v$ と書くことにすると,

$L(\delta)\in \mathrm{D}^{\overline{m}}(\tilde{A})$

が成り立ち, また $L(\delta_{1}),$ $\cdots,$
$L(\delta_{l})$ は $\mathrm{D}^{\overline{m}}(\tilde{A})$ の基底となる. 口

4 ルート系から決まるアフイン超平面配置に関する問題

今回の研究の動機となった Edelman-Reiner の予想とその一般化を述べよう. $V$ を $\ell$ 次

元ユークリッド空間とし, \Phi \subset Vゞをルート系として, 正ルートの集合 $\Phi^{+}\subset\Phi$ を固定す

る.

さて, ルート $\alpha\in\Phi$ が定める超平面 $H_{\alpha,0}:=\{\alpha=0\}$ を考えると, これは filで扱った有
限鏡映群の鏡映面の集合として扱える. これを平行移動した超平面を使ったアフイン超平
面配置を考える. $\alpha\in\Phi,$ $k\in \mathbb{Z}$ に対して,

$H_{\alpha,k}:=\{x\in V|\alpha(x)=k\}$

と置いて, $s,$ $t\in \mathbb{Z}(s\leq t)$ に対してアフィン超平面配置 A。’t] を次のように定義する.

$A_{\Phi}^{[s,t]}:=\{H_{\alpha,k}|\alpha\in\Phi^{+}, k=s, s+1, \cdots, t\}$ .

これは $s,$
$t$ の取り方に関してかたり自由度があって, 研究 (主に組合せ論的た研究) を始め

た人に因んだ名前のついた系列がいくつ力 1ある. Edelman-Reiner は次の予想を述べた,

予想 4.1 [ER] $\{e_{1}, e_{2}, \cdots, e_{l}\}$ を $A_{\Phi}^{[0,0]}$ の墓指数, $h:=e_{\mathit{1}}+1$ (コクセター数) とすると,

(i) 非負整数 $a$ に対して extended Catalan arrangement $A_{\Phi}^{[-a,a]}$ は自由で 1指数
紘 $\{ah+e_{1}, ah+e_{2}, \cdots, ah+e\ell\}$ .

$\{ah, ah, \cdots, ah\}$ .
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(i)(ii) 共に $A$ 型ルート系の場合には超平面を一枚一枚増やしていく様子を調べることに
よって解かれている ([ER], [Ath]). $\text{し}$かしこのような “自由性” は非常に稀な性質で, 未
だ知られていない $J\mathrm{s}$ート系の深い性質に触れてぃるのでは, という思いからルート系の分
類を使わない, ワイル群不変式論に依った証明があるだろうと想像してぃる.
さて, この予想, Ziegler の定理 3.3及び Terao の定理 L2の関係は明らかであろう. 図示

すると

Edelman-Reiner 予想 $(\mathrm{Z}\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{g}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{r})\Rightarrow$ Terao の多重自由性
とたる. Terao 研究の動機は Edelman-Reiner 予想の肯定的な証拠としての, 基底とな
るべきベクトル場の主要項の構或であった. ここで定理 1.2の若千の一般化である定理
1.3を思いだそう. この結果基づいて Edelman-Reiner の予想を一般化するというのは,
無謀であろうか

予想 4.2 $A=A_{\Phi}^{[0,0]}$ をルートの鏡映面からたる超平面配置とし, 接触度 $\overline{m}$ : $\Phi^{+}arrow\{0,1\}$

に対して $\mathrm{D}^{\overline{m}}(A)$ が自由で幕指数が $\{e_{1}, e_{2}, \cdots, e\ell\}$ であると仮定する. この時, $A_{\Phi}^{[-a+1-\overline{m},a]}$

も自由で, 幕指数は $\{ah+e_{1}, ah+e_{2}, \cdots, ah+e\ell\}$ となるであろう. 口

$\overline{m}\equiv 1$ の場合が extended Catalan $A_{\Phi}^{[-a,a]}$ に, $\overline{m}\equiv 0$ の場合が extended Shi $A_{\Phi}^{[-a11,a]}\text{に}$

それぞれ対応している. また, Ziegler の定理 3.3から得られる主要項の多重自由性が T度
定理 1.3に対応している.
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