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1 最初に

$\alpha$ を無理数とし晶 $p\in \mathbb{Z}$ のとき $|q\alpha+p+\beta|$ を如何に小さくできるかという問題を考える。 この問題は非

斉次有理近似問題と言われている。 ある $m,$ $n\in \mathbb{Z}$ に対して $\beta=m\alpha+n$ のときは、すぐ分かるように通常の

有理近似問題になるので任意の $m,$ $n\in \mathbb{Z}$ に対して $\beta\neq m\alpha+n$ とする。 通常の有理近似と連分数が関係が

あるように非斉次有理近似問題に対してもさまざまなアルゴリズムが考察されてきた。 例えば Khintchine
[10], 森本 [14], Koksma [11], Davenport $[6, 7]$ , Barnes [1], Barnes and Swinnerton-Dyer $[2, 3]$ , $\mathrm{C}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{e}\mathrm{l}\mathrm{s}[4]$ ,

Decombes [8], Sot [16], 伊藤, 笠原 [9], Cusick et al [5] およひ小松 [12] などである。伊藤, 笠原 [9] は森本

の研究 [14] 受けて、次のようなアノレゴリズムを提案した。 $Z=\{(x, y)|0\leqq y<1, -y<x<-y+1\}$ .

$Z$

$(x, y)\in Z$ [こ対して

$a’(x, y)= \lfloor\frac{1-y}{x}\rfloor-\lfloor\frac{-y}{x}\rfloor$ , $b’(x, y)=- \lfloor\frac{-y}{x}\rfloor$ .

$T_{1}$ は、 次の $Z$ 上の変換とする。 $(x,y)\in Z$ に対して,

$T_{1}(x,y)=( \frac{1}{x}-a’(x,y),$ $b’(x,y)- \frac{y}{x})$ .

力学系 $(Z, T_{1})$ から連分数と同様に近似アルゴリズムが構成される。 伊藤, 笠原は、 このアルゴリズムが、

非斉次有理近似問題に有効であることを示した。 また、彼らは、力学系 $(Z, T_{1})$ に対していわゆる Natural
extension を構成し、それを利用して、 $\lim\inf_{qarrow\infty}q|q\alpha+\beta-p|$ への応用と周期点の決定を行った。多くの

非斉次有理近似アルゴリズムが存在するのは、 奇妙な感じがするが大半のアルゴリズムでは $q|q\alpha$ $+\beta-p|$

を最良にする (p.q) は、アルゴリズムから定まる複数の系列の中に存在するという述べられ方をされていて、
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それが多くのアルゴリズムが生じる理由であると思われる。 この辺りは連分数とは異なるところであり、 ま

たおもしろいところである。 小松 [12] は、 西岡、 塩) $1|_{\text{、}}$ 田村 [15] の提案した次のアルゴリズムをを研究し

た. $(x, y)\in[0,1]^{2}$ &こ対して,
$T_{2}(x, y)=( \frac{1}{x}-\lfloor\frac{1}{x}\rfloor, \lceil\frac{y}{x}\rceil-\frac{y}{x})$ .

力学系 $([0, 1]^{2}, T_{2})$ に対して連分数と同様にして近似アルゴリズムが構成される。小松 [12] は、 このアルゴ

リズムが $\lim\inf_{qarrow\infty}q|q\alpha$ $+\beta-p|$ の計算に有効であることを示し、小松 [13] では、周期点に収束する点
の決定を行っている。 しかしながら残念なことに純周期点の決定は今のところなされていないし、力学系
$([0, 1]^{2}, T_{2})$ に対して Natural extension も構成されていな|$\sqrt$ \searrow 筆者は、容易に力学系 $([0, 1]^{2}, T_{2})$ の Natural
extension が構成できるのではないかと考えたのだが、残念ながら構成は難しいようである。 そこで、力学

系 $([0, 1]^{2}, T_{2})$ を多少変えた力学系 $([0, 1]^{2}, T)$ (後述) を考察し、 その Natural extension が容易に求まるこ
とが分かった。 また力学系 $([0, 1]^{2}, T)$ も力学系 $([0, 1]^{2}, T_{2})$ と同程度に非斉次有理近似に有効であることが

分かった。 以下の章ではその概要を述べた $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$

2 アルゴリズムとその性質

$x=[0,1]^{2}$ とする。 $(x, y)\in X$ で $x\neq 0$ とする。 次のよう {こ $a(x),$ $b(x, y)$ を定義する。 $a(x)= \mathrm{L}\frac{1}{x}$ 」,

$b(x, y)=\{$

1if $\mathrm{y}=0$ ,
$\lceil_{x}^{\mathrm{A}}\rceil$ if $y>\mathrm{O}$ and $\lfloor\frac{1}{x}$ ] $>\lfloor_{x}^{\mathrm{A}}\rfloor$ or $\lfloor\frac{1}{x}\rfloor=\mathrm{A}x$ ,
0if $\lfloor\frac{1}{x}\rfloor=\lfloor_{x}^{\mathrm{A}}\rfloor$ 下 $\mathrm{d}\lfloor\frac{1}{x}\rfloor\neq_{x}\mathrm{A}$ .

$X$ 上の変換 $T$ を次のように定義する。 $(x, y)\in X$ に対して $x>0$ ならば

ァ$(x, y)=\{$
$( \frac{1}{x}-a(x), b(x, y)-x\mathrm{A})$ if $b(x, y)>0$ ,
$( \frac{1}{x}-a(x), \frac{1}{x}-x\mathrm{A})$ if $b(x, y)=0$,

$x=0$ [こ対しては, then $T(x, y)=(x, y)$ .
また $a_{n}(x)=a(T^{n-1}(x, y)),$ $b_{n}(x, y)=b(T^{n-1}(x, y))$ および $(x_{n}, y_{n})=T^{n-1}(x, y)$ とする。 もし $x\not\in \mathbb{Q}$ な

らば、 任意の $n>0$ に対して $a_{n}(x)$ と $b_{n}(x, y)$ が定義されることは容易に見て取れる。

一見すると複雑になったような感じであるが、実は後述するように自然なアルゴリズムである。さて次は

数夕 $\mathrm{I}\mathrm{J}$ $\{a_{n}(x)\}$ と $\{b_{n}(x, y)\}$ の性質である。

補題 1. $(x, y)\in X$ に対して, 任意の自然数 $n$ に対して

1. $a_{n}(x)>0$ およひ $a_{n}(x)\geq b_{n}(x, y)\geq 0$ ,

2. もし $b_{n}(x, y)=0$ , ならば $b_{n+1}(x, y)=1$ .

この補題の逆は–般的にには言えないが、ほぼ成立している。 次の補題が解答である。

補題 1. $\{a_{n}\}_{n=1,2},\ldots\{b_{n}\}_{n=1,2},\ldots$ を次の性質を満たす数列とする。 $n>0$ に対して

1. $a_{n}>0$ and $a_{n}\geq b_{n}\geq 0$ ,
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2. if $b_{n}=0$ , then $b_{n+1}=1$ ,

3. if $b_{n}=0$ , then there exists an integer $k>\mathrm{O}$ such that $b_{n+2k}>0$ .

このとき $(x, y)\in X\cap\Psi$ が存在して $a_{n}=a_{n}(x)$ および $b_{n}=b_{n}(x, y)$ .

いわゆる中間近似分数を定義しよう。 $(x, y)\in X$ および $x\not\in \mathbb{Q}$ とする. 次のようにして $A_{n}(x, y),$ $B_{n}(x, y)$

を定義する。 :

$A_{1}(x,y)=\{$
0if $b(x,y)>0$ ,
-1 if $b(x,y)=0$.

$B_{1}(x, y)=\{$
$b_{1}(x,y)$ if $b(x, y)>0$ ,

0if $b(x,$ $y\rangle=0$ ,

$n>1\}$こ対して

$A_{n}(x,y)=\{$
$A_{n-1}(x, y)+b_{n}(x, y)q_{n-1}(x)$ if $b(x, y)>0$ ,
$A_{n-1}(x, y)-q_{n-2}(x)$ if $b(x, y)=0$,

$B_{n}(x, y)=\{$
$B_{n-1}(x,y)+b_{n}(x, y)p_{n-1}(x)$ if $b(x,y)>0$ ,
$B_{n-1}(x,y)-q_{n-2}(x)$ if $b(x, y)=0$ ,

ここで $\{p_{n}(x)\}_{-1\leq n},$ $\{q_{n}(x)\}_{-1\leq n}$ は次のよう [こ定義される。

$p_{-1}(x)=1,$ $p_{0}(x)=0$ ,

$q_{-1}(x)=0,$ $q_{0}(x)=1$ ,

for $n\geq 1$

$p_{n}(x)=a_{n}(x)p_{n-1}(x)+p_{n-2}(x)$ ,

$q_{n}(x)=a_{n}(x)q_{n-1}(x)+q_{n-2}(x)$ .

$\{B_{n}(x, y)\}_{n=1,2},\ldots$ および $\{A_{n}(x, y)\}_{n=1,2},\ldots$ は必ずしも増加列ではないことに注意しておく。
このとき次の補題が成立する。

補題 2. $(x, y)\in X$ およひ $x\not\in \mathbb{Q}$ . このとき, $n>0$ [こ対して

$y=B_{n}(x, y)x-A_{n}(x, y)+(-1)^{n}y_{n+1}x_{1}\cdots x_{n}$ . (1)

このアルゴリズムは、定義は複雑のように思われるが、実は次のような仕組みで $B_{n}(x, y),$ An(x, $y$) 決め
られていく。

今 $n$ を奇数とする。 $B_{n-1}(x, y)x-A_{n-1}(x, y)$ まで決まったとする。下の図のように $Bn-1(x, y)x-$
$A_{n-1}(x, y)$ から $|qn-1(x)x-pn-1(x)|$ の幅で $y$ の方向へ取っていき $y$ をはじめて通り越すまでとる。そ

の個数 ( $M$ とおく) は帰納的に $a_{n}(x)+1$ 以下であることが分かりもし $M\leq a_{n}(x)$ であればその点を

$B_{n}(x,y)x-A_{n}(x, y)$ とする。 また $M=a_{n}(X)+1$ であれば $Bn-1(x, y)x-An-1(x, y)$ から $|qn-2(x)x-$

pn-2 $(x)|$ の幅で $y$ の方向へ取った点を $B_{n}(x, y)x-A_{n}(x, y)$ とする。
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$M\leq a_{n}(x)$ のとき

$M=a_{n}(x)+1$ のとき

このアルゴリズムはある意味で最良近似を与える。

定理 1. $(x, y)\in X\cap\Psi$ とする。 ただし、 $\Psi=$ { $(x,$ $y)\in \mathbb{R}^{2}|x\not\in \mathbb{Q}$ and $y\neq mx+n$ for any $m,n\in \mathbb{Z}$} と

する. $n>0$ が奇数ならば, $B_{n}(x, y)x-A_{n}(x, y)-y>0$ であり、任意の整数 $m,j$ 整数で $0<m<B_{n}(x, y)$

を満たすもの [こついてもしmx-j-y $>0$ であれば,

$B_{n}(x, y)x-A_{n}(x,y)-y<mx-j-y$ .

が成立する。 また $n>0$ が偶数であれば, $B_{n}(x, y)x-A_{n}(x, y)-y<0$ でありもしmx-j-y $>0$ であ

れば,
$B_{n}(x, y)x-A_{n}(x, y)-y>mx-y-j$.

が成立する。

次の定理は、小松氏が $T_{2}$ について示された結果 [12] に対応するもので、証明も同様になされる。

定理 2. $(x, y)\in X\cap\Psi$ とする.
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$\lim_{qarrow}\inf_{\infty}q||qx-y||$

$= \lim_{narrow}\inf_{\infty}\min\{B_{n}(x, y)|B_{n}(x, y)x-A_{n}(x, y)-y|$ ,

$\tau(B_{n}(x, y)-q_{n-1}(x))|(B_{n}(x, y)-q_{n-1}(x))x-(A_{n-1}(x, y)-p_{n}(x))-y|\}$,

ここで $q\in \mathbb{Z}$ およひ $u>0$ {こ対して \mbox{\boldmath $\tau$}(u)=u、 また、 $u\leq 0$ (こ対して $\tau(u)=\infty$ .

3Natural Extension とその応用
領域 $\Omega_{1},$ $\Omega_{2},$ $\Omega_{1}’,$ $\Omega_{2}’$ を次のように定義する。

$\Omega_{1}=\{(x, y)|(x, y)\in\Psi, y>1, x\leq-1, y\leq-x+1\}$

$\Omega_{2}=\{(x, y)|(x, y)\in\Psi, 0\leq y\leq 1, x\leq-1, \}$

$\Omega_{1}’=\{(x, y)\in[0,1]^{2}|(x, y)\in\Psi, y\leq x\}$

$\Omega_{2}’=\{(x, y)\in[0,1]^{2}|(x, y)\in\Psi, y>x\}$

また $\Phi=[0,1]^{2}\cap\Psi$ とする。 $\Omega$ を $\Omega=\{\Omega_{1}’\mathrm{x}(\Omega_{1}\cup\Omega_{2})\}\cup(\Omega_{2}’\mathrm{x}\Omega_{1})$ と定義する.
$\Omega$ 上の変換 $\overline{T}$ を次のように定義する。

$(x, y, z, w)\in\Omega$ (こ対して

$\overline{T}(x, y)=\{$

$( \frac{1}{x}-a(x), b(x, y)-x\mathrm{A} , \frac{1}{z}-a(x), b(x, y)-\frac{w}{z})$ if $b(x, y)>0$ ,
$( \frac{1}{x}-a(x), \frac{1}{x}-x\mathrm{A}, \frac{1}{z}-a(x), \frac{1}{z}-\frac{w}{z})$ if $b(x, y)=0$,

このとき $(\Omega,\overline{T})$ は、 $(X, T)$ の Natural Extension になっている。すなわち

補題 3. $\overline{T}$ は同型写像になる.
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この事実を用いて $(X, T)$ における純周期点を決定することができる。

定理 3

1. $(x, y)\in\Phi$ とする。 $x2$次無理数とし、 $y\in \mathbb{Q}(x)$ であることは、 $(x, y)$ が $T$ (こ関してあるところから

周期的になるための必要十分条件となる。

2. $(x, y)\in\Phi$ とする。 $x2$ 次無理数とし、 $y\in \mathbb{Q}(x)$ かつ $(x, y,\overline{x},\overline{y})\in\Omega$ であることは、 $(x, y)$ が $T$ (こ

関して純周期になるための必要十分条件となる。

アルゴリズム $(X, T_{1})$ に関して定理 3 の 1. にあたることは、 小松 [13] で示されている。

この Natural Extension を用いて 2次体の数の場合近似の程度を表す量を比較的簡明な式で表すことがで
きる。

定理 4. $(\alpha, \beta)\in\Phi$ . $x2$ 次無理数とし、 $y\in \mathbb{Q}(\alpha)$ とする。 このとき

1\rightarrow 科科 $q||q \alpha-\beta||={\rm Min}\{\frac{\beta_{n}(\beta_{n})’}{\alpha_{n}-(\alpha_{n})’}, \frac{|(1-\beta_{n})(1-\beta_{n})’|}{\alpha_{n}-(\alpha_{n})},;n\geq m\}$ ,
$qarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$

ここで $(\alpha_{m}, \beta_{m})$ は純周期点とし、 $(\alpha_{n}, \beta_{n})=T^{n-1}(\alpha, \beta)$ とし $v\in \mathbb{Q}(\alpha)$ に対して $v’$ は $v$ の代数的共役と

し、 $||x||= \min\{|m-x||m\in \mathbb{Z}\}$.
とする。

今後の課題としてこのアルゴリズムを用いて、通常の有理近似の場合の Lagrange スペクトラムにあたる
ものの解明をしていきたいと思っている。 この方向は、いまだ研究も緒についたばかりである。非斉次の場
合アルゴリズムの解明が進んでいなかったのがその原因のひとつと思われる。
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