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アブストラクト この論文では, 自由境界問題の典型であるダム問題に対する反復解
法の収束について議論する. そのために, ダム問題に対する新たな変分原理を導入す
る. その変分原理はダム問題の解の候補者 (mlmissible domain と呼ぶ) の集合上で定義
されるものである. ダムの形状に適当に条件を課せば, 各 mlmissible domainは単連結
であることがわかり, よって単位円上で定義された等角写像の像としてみることがで
きる. よって, ダム問題に対する反復解法の収束を証明するためには, 単位円上で定義
された等角写像の列の収束を証明すればよいことになる. 単位円上の等角写像列の収
束を示すには, 極小曲面の理論を応用すれば良いことがわかった. 詳しい内容は, プ
レプリント “Convergence of trial boundary methods for the twO-dimensional filtration
problem”, by T. Suzuki, T. Tsuchiya に発表する.

1 問題の設定とこれまでの研究
土やコンクリートなどの浸透性の材質によって作られるダムを設計する際に, ダ\Delta

内部での浸透流の様子を解析する必要がある. 特に, ダム内部の浸透流の表面の形状
を知ることが重要である. この, ダム内部の浸透流の領域とそのポテンシャル関数を
求めよというのが,「ダム問題」 (filtration problem, dam problem) である. ダム問題
は, いわゆる「自由境界問題」の典型的な例として, 多くの教科書に取り上げられて
いる. 例えば, [5], [10], [12], [14] などを参照してください.
数学的には, ダム問題は次のように定式化される. ダ\Delta の領域を $Vu4$ と表すこと

にする. 応用上, 領域 $\mathcal{D}1k\mathrm{t}$ は Lipschitz 領域と仮定しても問題ない. 領域 $\mathcal{D}4u$ の境界
は, 3つの部分からなるとする: $S_{1}$ , 不浸透の部分; $S_{2}$ , 空気に接する部分; $S_{3}$ , 水に接す
る部分. 図 Figure 1J に状況を示した.
ダム $V4\mathrm{A}4$ 内の水の流域を $\Omega$ で表す. すると, 境界 $\partial\Omega$ は 4つの部分に分られる :

$\Gamma_{1}=S_{1}$ (不浸透の部分)
$\Gamma_{2}\subset m$ (自由境界)
$\Gamma_{8}=S_{3}$ (水に接する部分)
$\Gamma_{4}\subset S_{2}$ (空気に接する部分)
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Figure 1.1: The configuration of the dam.

ここでは, ダムに接する水溜まり (reservoir) は $R_{j}$ , $(j=1,2)$ の 2つで, 共に不浸
透性の底部に接すると仮定する. その 2つの水溜まり $R_{j},$ $(j=1,2)$ の水面の高さを $h_{j}$

$(h_{1}>h_{2})$ と表す. さらに $S_{3}^{j}:=\partial R_{j}\cap S_{3}$ とおく. もちろん, $S_{3}=S_{3}^{1}\cup S_{3}^{2}$である. 流休
の圧力を $p$ とし, 流体のピエゾメトリ.ソク (piezometric) 関数 $u$ を $u(x):=p(x)+x_{2}$

と定義する. ただし, $x=(x_{1}, x_{2})\in\Omega$である. $S_{3}^{j}$ において流体の圧力は $h_{j}-x_{2}$ のは

ずなので, $S_{3}^{j},$ $(j=1,2)$ においては $u=h_{j}$ である. 境界 $S_{2}\cup S_{3}$ での $u$ の値とその
$m_{4}$ への拡張を $u^{0}$ と表すことにして,

(1.1) $u^{0}(x):=\{$

$h_{j}$ on $S_{3}^{j}$ , $(j=1,2)$ ,
$x_{2}$ on $S_{2}$ ,
$x_{2}$ in $m_{4}$

と定義する. 集合 $\mathrm{K}\subset H^{1}(V\mathrm{u}4)$ を

(1.2) $\mathrm{K}:=$ { $\zeta\in H^{1}(Du4)|\zeta\geq 0$ on $S_{2},$ $\zeta=0$ on $S_{3}$ }
と定義する. 以上の記号の準備の元で, ダムの問題は次のように定義される: 流域 $\Omega\subset$

$D4h4$ と $\Omega$ 上で定義され,

(1.3)
$\int_{\Omega}\nabla u\cdot\nabla\zeta \mathrm{d}x\leq 0$ ,

$u=u^{0}$

$\forall\zeta\in \mathrm{K}$,

on $\Gamma_{2}\cup\Gamma_{8}\cup\Gamma_{4}$
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を満すピエゾメトリック関数 $u$ を求めよ. ただし, ‘.’ は $\mathbb{R}^{2}$ の通常の内積を意味する.

ダルシー (Darcy) の法則によれば, $u$ は流体の速度ポテンシャルになっている:

$\mathrm{v}=-k\nabla u$ .
ただし, $k$ は浸透係数である. ここでは, $k$ は定数であると仮定する. 流体の密度が定
数だと仮定すると, $u$ の $H^{1}(\Omega)$-seminorm $|u|_{H^{1}(\Omega)}^{2}=2D_{\Omega}(u)$ は流体の運動エネルギー
の定数倍に等しいことになる. ここで, $D_{\Omega}(v)$ は Dirichlet 積分を表す

$D_{\Omega}(v):= \frac{1}{2}\int_{\Omega}|\nabla v(x)|^{2}\mathrm{d}x$ for $v\in H^{1}(\Omega)$ .

境界�\Omega にほんの少しの滑らかさを仮定することで, ダムの問題を以下のように読み
替えることができる:

$\Delta u=0$ in $\Omega$ ,
$\frac{\partial u}{\partial n}=0$ on $\Gamma_{1}$ ,

(1.4) $u=u^{0}$ a $\mathrm{d}$
$\frac{\partial u}{\partial n}=0$ on $\Gamma_{2}$ ,

$u=u^{0}$ on $\Gamma_{3}$ ,

$u=u^{0}$ and $\frac{\partial u}{\partial n}\leq 0$ on $\Gamma_{4}$ .

ここで, $n:=(n_{1}, n_{2})$ は境界� $\Omega$ 上の単位外法線である. 自由境界 $\Gamma_{2}$ 上では, Dirichlet
条件と Neumann 条件の両方が課せられていることに注意する.
ダムの形状が長方形の時, ダムの問題は Baiocchi[B] により解かれた. Baiocchi は,

有名な Baiocchi 変換を使うことで, ダムの問題を変分不等式の形に再定式化し, ダム
の問題の解の一意存在を示した. Baiocchi の論文の後, Baiocchi 自身と彼の Pavia ス
クールにより多くの研究がなされた ([BC], [BCMP] とその参考文献を参照). しかし,
結局 Baiocchi のアプローチでは, ダムが垂直の壁を持っている場合しか扱えないこと
がわかった.
数年後, Alt [A] と Brezis-Kinderlehrer-Stampacchia [BKS] は, まったく異なる方

法でダムの問題を解決した. 彼らは, 一般的な形状のダムにおけるダ A問題に対する
新たな定式化を発見し. それを用いてダム問題の解の存在を示した. その定式化を用
いたダム問題の解の一意性は, Alt-Gilardi[AG] と Cと ri110-Chipot [CC] により示され
た. Alt と Brezis-Kinderlehrer-Stampacchia による新しいダム問題の定式化は, 変分
形式ではない. 彼らの定式化は, ダム問題を特徴づける汎関数を持たない. 筆者が知
る限り, これまで一般のダ\Delta 問題に対する, 変分原理によるアプローチはないようで
ある. また, Alt と Brezis-Kinderlehrer-Stampacchia の方法のもう一つの問題は, 彼
らの定式化は余り直感的でなく. 彼らの定式化に基づく新たな数値スキームの設計が
難しいことである.
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2 反復スキームとその収束
通常工学のなどの現場では, ダム問題の数値解は次のような形で計算される. まず,

自由境界に対する初期値 $\Gamma_{2}^{(1)}$ を “適当に” 設定する. ダム問題では, 自由境界上でに 2
つの境界条件が課せられるが, そのうちの一つ, 例えば Neumann 条件� u/\partial n $=0$ を
$\Gamma_{2}^{(1)}$ に設定し, その上でポテンシャル関数一) を計算する. もちろん, もう一つの条
件, ここでは Dirichlet 条件は満されない. つまり, 一般に $\Gamma_{2}^{(1)}$ 上で, $u^{(1)}\neq x_{2}$ となっ
ている. 計算の結果得られた $u^{(1)}$ のデータを用いて自由境界の初期値 $\Gamma_{2}^{(1)}$ を適当に変
形し, 2 番目の “自由境界” $\Gamma_{2}^{(2)}$ を設定する. この反復を, 2つの境界条件が $\Gamma_{2}^{(k)}$ 上で共
に満されるまで繰り返す. この方法は, 試行境界法 (trial boundary method), 仮想境
界法 (fictitious boundary method) などと呼ばれ, 工学では広く使われている. うまく
反復を定義すると, 試行境界法による得られる自由境界の候補者の列は, 速やかに真
の解と思われる境界に収束する. それにも関わらず, これまでのところ数値解の真の
解への収束は, 厳密に数学的な意味では, いまだに証明されていないようである.
この論文では, まず 2次元のダム問題を変分問題として定式化する新たなアプロー

チを提案する. それを用いて試行境界法の収束を厳密に証明する. ここでの証明は, あ
る特定に反復スキームに対するものではなく, 広いクラスの試行境界法に適用できる
ものであることを注意する.
ここで, 試行境界法の “収束” と言った場合, 2つの意味があることに注意する. –

つは試行境界法の反復の収束であり, もう一つは反復の結果得られた数値解 (数値的
に得られた自由境界の近似) の真の自由境界への収束である. 我々のアプローチは, 両
方の “収束 5’ について適用できる.
これまでの研究では, ダ A問題は固定された領域 $Vut$ 上の問題に変換され, 求め

る流域 $\Omega$ は, $Dw[]$ 上定義されたある関数 $f$ により,

$\Omega=\{(x_{1}, x_{2})\in v_{4hf}|f(x_{1}, x_{2})>0\}$ ,

という形で表された. このようなアプローチを $”$ベルセット (level set) 法” という.
我々のアプローチでは,「領域の変分」を扱う. まず, ダム問題の解の候補者である

mlmissible な領域 ($Du4$ の部分集合である) を定義し, その集合 Aっを考える. 次に,
Aっ上に汎関数 $J$ を定義する. そして, \Omega \in Aっがダム問題の解であるための必要十
分条件は, $J( \Omega)=\inf_{A_{D}}J=0$ であることを示す. ダム D固の形状に対して緩やか
な条件を課すと, 全ての mlmissible な領域は単連結であることが示せる. よって, 各
mlmissible 領域 \Omega \in Aっは, 等角写像 \mbox{\boldmath $\varphi$}。による単位円の像であると見なすことがで
きる.
さて, ここでダム問題が何らかの方法で離散化され, 離散化されたmlmissible領域

の集合が定義されたとしよう. 同様に, 汎関数 $J$ も離散化され $J_{h}$ が定義されたとする.
すると, 離散化されたダ\Delta 問題の解 $\Omega_{h}\in A_{D}^{h}$ を, $A_{\mathcal{D}}^{h}$ 内で $J_{h}$ の値を最小とするもの
(つまり, Jh $( \Omega_{h})=\inf$褐 $J_{h}$ となるもの) と定義することは, 自然であろう. パラメー
タ $h>0$ で表される離散化の度合いを小さくしていくと, 離散化されたダム問題の解
の列 $\{\Omega_{h}\}_{h>0}$ ができる. これが, ダム問題の真の解に何らかの意味で収束することを
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示したい. 領域の列 $\{\Omega_{h}\}_{h>0}$ は, 単位円上で定義された等角写像の列 $\varphi_{\Omega_{n}}$ と同一視で
きるが, これの収束については, 極小曲面の理論が応用できることがわかった [11].
以上の結果の詳しい内容については, プレプリント “Convergence of trial boundary

methods for the twO-dimensional filtration problem”, by T. Suzuki, T. Tsuchiya を参
照してください.
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