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$K$ を完備離散付値体とし, $G_{K}=\mathrm{G}\mathrm{a}1(\overline{K}/K)$ をその絶対 Galois 群とする. [5] では、

$K$ の剰余体 $F$ が完全という仮定のもとで、 $G_{K}$ の分岐群によるフィルトレイションが
定義されている. ここでは, 剰余体が一般の完備離散付値体に対し, $G_{K}$ の分岐群に
よるフィルトレイションの定義を解説し, その性質をいくつか紹介する。詳細は論文
$[1],[2]$ にあるので、 ここではおもに考え方を説明する.

1. 上つき分岐群
1J 定義.
$L$ を完備離散付値体 $K$ の有限次 Galois 拡大とし, $G=\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)$ をその Galois 群

とする. O。を $L$ の整数環, $m_{L}$ を極大イデアルとすると、 $G$ の下つき分岐群およびそ
の $\log$版は

$G_{i}=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(Garrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(O_{L}/m_{L}^{i}))$,
$G_{i,\log}=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(Garrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(L^{\mathrm{x}}/(1+m_{L}^{i}))$

$(i\in \mathbb{Z}, \geq 1)$ で定義される. $G_{i}\supset G_{i,\log}\supset G_{i+1}$ であり, $G_{1}$ は惰性群, $G_{1,\log}$ は暴分岐
群つまり $G_{1}$ の $p$-Sylow部分群である.
下つき部分群はこのように簡明な定義をもつが、商とは両立せず、 したがって絶対

Galois群のフィルトレイションを定めない。 ここでは、 これと対照的な性質をもつ上つ
き分岐群を扱う。 上つき分岐群は定義の簡明さでは劣るが、商と両立し、絶対 Galois
群のフィルトレイションを定める。剰余体が完全体なら、 これらは Herbrand 関数で結
びつくが一般にはそうではない。そこで、上つき分岐群を直接定義する。
手始めに、 下つき分岐群の定義を幾何的に言い換えてみる。整数環 O。の生成系と

関係式をとり, $O_{L}=O_{K}$ [$T_{1},$
$\ldots$ , T,]/(五). . . , $f_{m}$ ) と表す. すると

$G=\{x=(x_{1}, \ldots, x_{n})\in O_{\overline{K}}^{n}|f_{1}(x)=\cdots=f_{m}(x)=0\}\subset O_{\overline{K}}^{n}$

と同一視される. $K$ の正規離散付値の $\overline{K}$ への延長も $\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}$ で表し, $x,$ $y\in O_{\overline{K}}^{n}$ に対し,
$d(x, y)= \exp(-\min_{i=1,\ldots,n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}(x_{i}-y_{i}))$ とおく。 すると $x,$ $y\in G$ と正の整数 $i\in \mathbb{Z},$ $>0$

に対し,
$x\equiv y\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} G_{i}$ $\Leftrightarrow$ $-\log d(x, y)\geq i$

である. この意味で、 下つき分岐群は、 Galois群の元どうしの近さを距離で計って定
まるものである。
上つき分岐群を定義するには、Galois群の元どうしの近さを距離とは異なる概念を

用いて次のように測る。 有理数 $j>0$ に対し, 部分集合 $X^{j}(\overline{K})\subset O_{\overline{K}}^{n}$ を

$X^{j}(\overline{K})=\{x\in O^{n_{\frac{}{K}}}|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}f_{i}(x)\geq j, i=1, \ldots, m\}$

で定義する. $X^{j}(\overline{K})$ は次の節でみるように, $K$上のあるアフイノイド多様体 $X^{j}$ の $\overline{K}$

有理点全体の集合である. $G= \bigcap_{j>0}X^{j}(\overline{K})$ である.
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定理 1 $K$ を完備離散付値体とし, $L$ をその有限次 Galois 拡大とする
1. 条件
$x,$ $y\in \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)$ {こ対し,

(1) $x\equiv y\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{d} G^{j}$ $\Leftrightarrow$ $x,$ $y$ は $X_{\overline{K}}^{j}$ の同じ連結成分に属する

をみたす Galois 群 Gal(L/K) の正規部分群の減小族 $(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j})_{j\in \mathbb{Q},>0}$ が定まる. 減
小族 $(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j})_{j\in \mathbb{Q},>0}$ は O。の生成系や関係式のとり方によらない.

2. $M$ を $L$ を含む $K$ の有限次 Galois 拡大とすると, Gal(M/K) の上つき分岐群に
よるフィルトレイション $(\mathrm{G}\mathrm{a}1(M/K)^{j})_{j\mathrm{e}\mathrm{Q},>0}$ は商群 Gal(L/K) の上つき分岐群による
フィ /レトレイション $(\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j})_{j\in \mathbb{Q},>0}$ をひきおこす.

ここでは証明しないが, $0<j\leq 1$ に対し $G^{j}$ は $G$ の惰性群である. また $G^{1+}=$

$\bigcup_{j>1}G^{j}$ は $G$ の暴分岐群である. $K$ の剰余体が完全なら Gal(L/K) の上つき分岐群は
古典的なものと一致する.

$\log$構造を使って, $\log$上つき分岐群 $(G_{\log}^{j})_{j\mathrm{E}\mathrm{Q},>0}$ も定義され, こちらの方が重要と

:;\oplus V6‘憶 h\mbox{\boldmath $\tau$}$=\cup,\text{分岐群て^{}\backslash }\backslash \text{ある}.\text{し}\mathrm{B}>\text{る^{}j>0^{G_{1\mathrm{o}\mathrm{g}}^{j}l\mathrm{h}G\text{の}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{}}}A^{\backslash }\text{、}\not\cong\mathrm{B}_{\grave{\grave{1}}}\text{ある}\sigma$

) $\text{て_{}}^{\backslash }\backslash \text{て^{}\backslash }\backslash |\mathrm{h}’\xi^{\backslash }\mathbb{R}\text{する}$ .
$ゝ\text{、}$

$arrow \mathrm{b}\text{らの定義}[]_{\check{1}}-\mathfrak{l}\mathrm{h}\log$

12 アフィノイ \vdash .多様体.
定理 1 の証明の方針を述べる前に、 アフイノイド多様体について簡単にまとめてお

く。 詳しくは本 [3] がある. 日本語による解説としては [4] がある.
$\pi$ を完備離散付値環 $\mathit{0}_{K}$ の素元とする. $\mathit{0}_{K}$ 上有限生戒平坦な環 $A$ の $\pi$ 進完備化 $\hat{A}$

の係数拡大 $\hat{A}\otimes_{O_{K}}K$ と同型な $K$ 上の環を $K$ 上のアフイノイド環という. アフイノイ
ド環は Noether 環である. $K$ 上のアフイノイド環がスムースであるとは, 形式的にス
ムースであることをいう.

$K$ 上のアフィノイド多様体は点集合としては, $K$ 上のアフイノイド環 $A_{K}$ の極大

イデアルの集合 Spm $A_{K}$ である. $K$上のアフイノイド多様体の圏は, $K$上のアフイノ

イド環とその $K$ 上の連続準同型がなす圏の反転圏である. $A=O_{K}[T_{1}, \ldots, T_{n}]$ のと

き, $A_{K}$ を $K\langle T_{1}, \ldots, T_{n}\rangle$ で表し, Tate環とよぶ. アフイノイド環は Tate環の商環と
同型である. Tate 環 $K\langle T_{1}, \ldots, T_{n}\rangle$ の定めるアフイノイド多様体が $K$ 上の $n$ 次元閉円

板 $D^{n}$ である.
アフィノイド多様体 $X$ の $\overline{K}$有理点は、 $K$ 上の連続環準同型 $A_{K}arrow\overline{K}$ と 1 対 1 に対

応する. これはさらに $O_{K}$ 上の環準同型 $Aarrow O_{\overline{K}}$ と 1 対 1 に対応する. 例えば, $n$ 次

元閉円板 $D_{K}^{n}$ の $\overline{K}$ 有理点全体の集合は $O \frac{n}{K}$ である.
アフィノイド多様体 $X_{\overline{K}}$ の連結成分は、 Zariski位相に関するもの, つまり座標環

$A_{K}\otimes_{K}\overline{K}$ の既約な巾等元で定義されるものとなる. $x,$ $y\in X(\overline{K})$ を、環の準同型 $f_{x},$ $f_{y}$ :
$A_{K}\otimes_{K}\overline{K}arrow\overline{K}$ に対応する $X$ の $\overline{K}$ 有理点とすると、 $x,$ $y$ が $X_{\overline{K}}$ の同じ連結成分{ごは $\mathrm{A}$

$\backslash$

るとは、 環 $A_{K}\otimes_{K}\overline{K}$ の任意の巾等元 $e$ に対し $f_{x}(e)=f_{y}(e)$ となることである.
全射 $A=O_{K}[T_{1}, \ldots, T_{n}]arrow O_{L}$ をとり, その核を $I$ とする. 有理数 $j=m/n>0$

に対し, $A_{K}^{j}$ を A\otimes 。K $K$ の部分環 $A[I^{n}/\pi^{m}]$ の $\pi$ 進完備化の $K$ への係数 $\mathrm{r}_{\Lambda}\text{大}$とする.

これは素元 $\pi$ のとり方や有理数 $j$ の分数表示によらす、全射 A\rightarrow O。と $j$ f\breve -\rightarrow けで定ま

る $K$ 上のスムースなアフイノイド環である. 前節のアフイノイド多様体 $X^{j}$ [まアフイ

ノイド環 $A_{K}^{j}$ が定めるアフイノイド多様体 Spm $A_{K}^{j}$ である. $X^{j}$ の $\overline{K}$値点は、 $O_{K}$ 上の
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環準同型 $Aarrow O_{\overline{K}}$ で $I$ の像がイデアノレ $\mathrm{m}^{j}=\{x\in O_{\overline{K}}|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}x\geq j\}$ に含まれるものと 1
対 1 に対応する.

1.3 ファイバー関手.
定理 1 は, Galois群を直接考えるかわりに、 ファイバー関手の言葉でいいかえて証

明される。
$Et_{K}$ を $K$の有限次分離拡大有限個の直積環のなす圏の反転圏とし, $G_{K}$-(Sets) で絶対

Galois群 $G_{K}$ の連続な作用をもつ有限集合のなす圏を表す. 関手 $\Phi$ : $Et_{K}arrow G_{K}$-(Sets)
を \Phi (L)=HomK\downarrow 。環準。g!(L, $\overline{K}$) で定めると、 これは圏の同値を与える. この関手を
ファイバー関手とよぶ.

Galois 群 $G_{K}$ の閉正規部分群 $N$ は, ファイバー関手 $\Phi$ の商関手 $\Phi_{N}$ を $\Phi_{N}(L)=$

$N\backslash \Phi(L)$ とおくことにより定める. 逆に次がなりたつ.

命題 2 ファイバー関手 $\Phi$ : $EtKarrow G_{K}$ -(Sets) の商関手 $\Phi’$ が, 条件
0) $\Phi’(L\cross M)=\Phi’(L)$ 垣 $\Phi’(M)$ .
(2) $L\subset M$ ならば, $\Phi’(L)$ は $\Phi(L)$ と $\Phi’(M)$ の $\Phi(M)$ 上のファイバー和である.

をみたすとする. Galois 群 $G_{K}$ の閉正規部分群 $N$ を $N= \bigcap_{L}\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(G_{K}arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}\Phi’(L))$ で

定めると, $\Phi’$ は $\Phi_{N}$ と同型である.

定理 1 の証明は, 有理数 $j>0$ に対し, ファイバー関手 $\Phi$ の商関手 $\Phi^{j}$ が $\Phi^{j}(L)=$

$\pi_{0}(X_{\overline{K}}^{j})=$ { $X_{\overline{K}}^{j}$ の連結或分} とおくことで定まり, これが命題 2 の条件をみたすこと
を示すことに帰着される. 商関手 $\Phi^{j}$ が定まり, 命題 2 の条件をみたしたと仮定して,
定理 1 を導く. 命題 2 で定まる $G_{K}$ の閉正規部分群を $G_{K}^{j}$ とおく. $K$ の有限次 Galois
拡大 $L$ に対し, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j}$ を $G_{K}^{j}$ の Gal(L/K) の像と定義する. $\Phi(L)$ を Gal(L/K) と

同一視すると, 命題 2 より, $\Phi^{j}(L)$ は $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j}\backslash \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)$ と同一視される. よって

1 が示された. 2 は定義より明らかである.
商関手 $\Phi^{j}$ が定まり, 命題 2 の条件をみたすことの証明の詳細は論文 [1] に譲る. 証

明の要点は次のとおりである。 上の記号で $I=(f_{1}, \ldots, f_{n})$ としたとき, $S_{i}\vdasharrow f_{i}$ で定

義される環の準同型 $O_{K}[S_{1}, \ldots, S_{n}]arrow A=O_{K}[T_{1}, \ldots, T_{n}]$ は, アフイノイ \vdash ‘‘多様体
$X^{j}$ から $n$ 次元閉円板の有限平坦射 $X^{j}arrow D^{j}$ を定め、 さらにこの射による $D^{j}$ の原点
の逆像が $\Phi(L)$ となること、 およびこれの相対版である.

2. 次数商
2.1 可換性. ここでは次の定理の証明を解説する.

定理 3 $L$ を局所体 $K$ の有限次 Galois 拡大とし, $G$ をその Galois群とする. 素数 $p$ が

$K$ の素元でないならば, 有理数 $j>0$ に対し, 商群 $G^{j}/ \bigcup_{j>j},G^{j’}$ は可換群である。

$\log$版については, 任意の局所体 $K$ と有理数 $j>0$ に対し, 商群 $G_{\log}^{j}/ \bigcup_{j>j},G_{1\mathrm{o}\mathrm{g}}^{j’}$ ま

可換群である。

定理 3 の証明の方針は次のとおりである。 $j\leq 1$ なら簡単なので、以下 $j>1$ と

する. $\overline{F}$ で $K$ の分離閉包 $\overline{K}$ の剰余体を表す. $\overline{F}$ は $K$ の剰余体 $F$ の代数閉包である.
$G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})$ で, 次の条件をみたす $G_{K}$ の連続な作用をもつ $\overline{F}$上有限生成な環の圏の反
転圏を表す.
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$K$ の有限次 Galois 拡大 $L$ の剰余体 $E$ 上有限生成な環 $A_{E}$ と $A_{E}$ への Galois 群の
Gal(L/K) の作用で $E$ への作用と画立するものを $\overline{F}$ へ定数拡大してえられる。

定理 1 の証明では, 関手 $\Phi^{j}$ : $Et_{K}arrow G_{K}$-(Sets) を使った。 定理 3 を証明するには, ま

ず関手 $\Phi^{j}$ : $Et_{K}arrow G_{K}$ -(Sets) を

$Et_{K}arrow\overline{X}^{j}G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})-^{\pi_{0}}G_{K}$-(Sets)

のように分解する。 ここで $\pi_{0}$ は連結成分の集合を対応させる関手を表す.
$L$ を $K$ の有限次 Galois拡大とすると, $\overline{F}$上の有限型アファイン・スキーム $\overline{X}^{j}(L)$ は

次のように絶対Galois群 $G_{K}$ の左作用と Galois群 Gal(L/K) の右作用をもつ. $G_{K}$ の左

作用は $\overline{X}^{j}(L)$ が圏 $G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})$ の対象として定義されることから定まる. この左作用
を数論的な作用とよぶ. Galois群 Gal(L/K) の右作用は、 $\overline{X}^{j}$ の関手性より定まる. こ

の右作用を幾何的な作用とよぶ. $\overline{X}^{j}(L)$ を集合 F(L)=HomK\downarrow 。準 R.型 $(L,\overline{K})$ の類似と
考えれば, 幾何的作用は合成 $Hom(L,\overline{K})\cross \mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)arrow Hom(L,\overline{K})$ : $(f, \sigma)-\# f\circ\sigma$

に対応し, 数論的作用は $G_{K}\cross Hom(L,\overline{K})arrow Hom(L,\overline{K})$ : $(\sigma, f)\mapsto*\sigma\circ f$ に対応す
る. 定義より, 数論的作用と幾何的作用は可換である.

$K$ の有限次分離拡大 $L$ と有理数 $j>0$ に対し, $\Phi(L)arrow\Phi^{j}(L)$ が全単射であるとき,
つまり, $G_{K}^{j}$ が $L$ に対応する開部分群に含まれるとき, $L$ の分岐は $j$ でおさえられると
いう. $j$ より大きい任意の有理数 $j’>j$ に対し, $L$ の分岐が $j$ でおさえられるとき, $L$

の分岐は $j+$ でおさえられるという.
定理 3 を示すには, $L$ が $K$ の有限次 Galois 拡大で、その分岐が升でおさえられる

とき, Galois 群 Gal(L/K) の分岐群 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j}$ が可換群であることを示せばよい. し

たがって定理 3 は次の補題から従う.

補題 4 $L$ を $K$ の有限次 Galois拡大, $j>1$ を有理数とし, $L$ の分岐が $j+$ でおさえら

れるとする。 $\overline{X}^{j}(L)_{0}$ を $\overline{X}^{j}(L)$ の連結成分とする.
分岐群 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j},$ $G_{K}^{j}$ はそれぞれ幾何的作用, 数論的作用に関し, $\overline{X}^{j}(L)_{0}$ を保つ。

さらに, 幾何的作用が定める準同型 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j}arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}$ $(\overline{X}^{j}(L)_{0}/\overline{X}^{j}(K))$ は同型であり,

数論的作用が定める準同型 $G_{K}^{j}arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\overline{X}^{j}(L)_{0}/\overline{X}^{j}(K))$ は全射である.

以下, 関手)-j の構成と, 補題 4 の証明を解説する. 簡単のため, $K$ は次の条件を
みたすと仮定する。

(F) $K$ は標数 $p>0$ である. $K$ の剰余体 $F$ はその完全な部分体 $F_{0}$ 上有限生成である.

条件 (F) のもとでは、 関手 $\overline{X}^{j}$ : $Et_{K}arrow G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})$ は、 合成関手

$Et_{K}arrow X^{j}(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)arrow X\mapsto\overline{X}G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})$

として定義される. ここで $(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)$ は $K$上のスムースなアフイノイド多様体の圏
を表す. 次の 22節で関手 $X^{j}$ : $Et_{K}arrow(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)$ を、 23節で関手 $(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)arrow$

$G_{K}rightarrow(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})$ : $X$「$t\overline{X}$ を構成する。

22 アフィノイ \vdash .多様体の関手的構成.
第 1 節では, 多項式環からの全射 $O_{K}$ [$T_{1},$

$\ldots$ , Tn]\rightarrow O。を使ってアフイ $\text{ノ}$ イド多様
体 $X^{j}$ を構成した. $\mathrm{m}\in O_{K}[T_{1}, \ldots,T_{n}]$ を $O_{L}$ の極大イデアルのひきもどしとすると,
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これは $O_{K}[T_{1}, \ldots, T_{n}]$ の $\mathrm{m}$ での完備化 A と全射 $\mathrm{A}arrow O_{L}$ にしかよらない. 環 A は $O_{K}$

上スムースな環の極大イデアルでの完備化である. このような環と $O_{L}$ への全射の対を
関手的に構成し, 有理数 $j>0$ に対し, 関手 $X^{j}$ : $Et_{K}arrow(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)$ を定義する.

$L$ を $K$ の有限次分離拡大とし、A=O。を付値環とする. 環 $A$ に対し, $(A\otimes_{F_{0}}O_{K})^{\Lambda}$

を, Lmn(A/mfi\otimes FOK\searrow と定める. ここで $\mathrm{m}_{A}$ は $A$の極大イデア $/\mathrm{s}$で, $(A/mfi\otimes_{\Gamma}O_{K})_{\mathrm{m}}$

は, 商環 $A/\mathrm{m}_{A}^{n}\otimes_{F_{0}}O_{K}$ の極大イデアノレ $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}(A/m_{A}^{n}\otimes_{F_{0}}O_{K}arrow A/\mathrm{m}_{A})$ での局所環を表
す. 恒等写像 $Aarrow A$ と標準単射 OK\rightarrow O。は全射 A\rightarrow A=O。をひきおこす.

A は $O_{K}$ 上スムースな環の極大イデアルでの局所環の完備化であることを示す. 剰
余体 $F$ の完全部分体 $F_{0}$ 上の超越次数を $d$ とする. 条件 (F) より, $A$ は $F_{0}$ 上スムース
な $d+1$ 次元の環 $A_{0}$ の高さ 1 の素イデアル $\mathfrak{p}$ での局所環 $A_{0,\mathfrak{p}}$ の完備化と同型である.
よって A は $O_{K}$ 上スムースな環 $A_{0}\otimes_{F_{0}}O_{K}$ の, 準同型 $A_{0}\otimes_{F_{0}}O_{K}arrow A$ : $x\otimes y$ }$arrow xy$

による極大イデアルの逆像 $\mathrm{m}$ での局所環 ( $A_{0}\otimes_{F_{0}}$ OK)。の完備化と同型である.
環の全射準同型 $\mathrm{A}arrow A$ を使ってアフィノイド多様体 $X^{j}$ を 12節と同様に定義する.

$j=m/n$ とし, $A_{K}^{j}$ を A の部分環 $\mathrm{A}[I^{n}/\pi^{m}]$ の $\pi$ 進完備化の $K$ への係数拡大とする.
$A_{K}^{j}$ は $K$ 上のアフィノイド環であり, $K$ 上のアフィノイド多様体 $X^{j}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{m}$ $A_{K}^{j}$ を定
める. 環の準同型 $\mathrm{A}arrow A$ は $O_{L}$ だけで定まるから, アフィノイド多様体 $X^{j}=X^{j}(L)$

は $L$ と $j$ だけで定まる. 有限次分離拡大 $L$ に対しアフィノイド多様体 $X^{j}(L)$ を対応
させることにより, 関手 $X^{j}$ : $Et_{K}arrow(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)$ が定義される. $X^{j}(L)_{\overline{K}}$ の連結
成分の集合 $\pi_{0}(X^{j}(L)_{\overline{K}})$ は 13 節で定義された $\Phi^{j}(L)$ と一致する. いいかえると関手
$\Phi^{j}$ : $Et_{K}arrow G_{K}$-(Sets) は、 合戒関手

$Et_{K}arrow X^{j}(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)$

$G_{K}$-(Sets)

と一致する.
$O_{K}$ 加群 $\hat{\Omega}_{O_{K}/F_{0}}^{1}=.\mathrm{L}\mathrm{m}_{n}\Omega_{(O_{K}/\mathrm{m}_{K}^{n})/F_{0}}^{1}$ は階数 $d+1$ の自由 $O_{K}$加群である. 有理数 $j$

に対し, $m_{\overline{K}}^{j}=\{x\in O_{\overline{K}}|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}x\geq$丹とおく. アフィノイド多様体 $X^{j}(K)$ の $\overline{K}$ 有理点
全体は, 標準的に $d+1$ 次元閉円板 $Hom_{O_{K}}(\hat{\Omega}_{O_{K}/F_{0}}^{1}, m_{\overline{K}}^{j})$ と同一視される. $K$ の有限次
分離拡大 $L$ に対し, 標準写像 $X^{j}(L)arrow X^{j}(K)$ による, 原点 $0\in Hom_{O_{K}}(\hat{\Omega}_{O_{K}/F_{0}}^{1}, \mathrm{m}_{\overline{K}}^{j})$

の逆像は標準的に $\Phi(L)=Hom(L,\overline{K})$ と同一視される.

23 安定正規整構造.
ここでは関手 $(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)arrow G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})$について解説する.
基礎となるのは次の定理である. $K$ 上のアフィノイド環 $A_{K}$ に対し, $A_{K}$ の部分環

$A$ で, $O_{K}$ 上有限生戒な環の $\pi$ 進完備化と同型かっ $A_{K}=A\otimes_{\mathit{0}_{K}}K$ となるものを $A_{K}$

の整構造とよぶ.

定理 5(Grauert-Remmert の有限性定理) $A_{K}$ を $K$ 上のスムース・アフィノイド環と
する. この & き $K$ の有限次拡大 $K’$ と, 係数拡大 $A_{K’}=A_{K}\otimes_{K}K’$ の整構造 $A_{o_{K}}$ , で,
ん

$K$ ’
$\otimes_{O_{K}},\overline{F}$ が被約であるものが存在する.
さらに $K”$ を $K’$の有限次拡大とし, $A_{O_{K}},$ , を係数拡大 $A_{K’’}$ の整構造で) $A_{O_{K}},,$ $\otimes_{O_{K}},,\overline{F}$

が被約なものとすると, $A_{O_{K}},,$ $=A_{O_{K}},$ $\otimes_{O_{K}},$ $O_{K’’}$ である.

定理 5 のような整構造ん
$K$ ’
を安定正規整構造とよぶ. 定理 5 の後半部分より, $\overline{F}$

上有限生成な環 $A_{O_{K}},$ $\otimes_{O_{K}},\overline{F}$ は, 安定正規整構造のとり方によらない. さらにこれは,
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自然な Galois群 $G_{K}$ の連続作用をもつ. $K$ 上のスムース・アフィノイド環 $A_{K}$ に対し,
$G_{K}$ のこの連続作用をもつ $\overline{F}$ 上有限生成な環 $A_{O_{K}},$ $\otimes_{O_{K}},\overline{F}$ を対応させることにより関
手 $(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)arrow G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/F)$ が定まる.
環 $Ao_{K}$, は正規だから, $A_{K’}=A_{O_{K}},$ $\otimes_{O_{K}},$

$K’$ の巾等元は, A。
$K$ ’
に含まれる. $F’$

を $K’$ の剰余体, $\pi’$ を $K’$ の素元とすると, A。
$K$ ’
は $\pi’$ 進完備だから, A。

$K$ ’
の巾等元は

$A_{F’}=A_{o_{K}},$ $\otimes \mathit{0}_{K},$
$F’$ の巾等元と 1 対 1 に対応する. したがってアフィノイド多様体

$X=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{m}$ $A_{K}$ , とアファイン・スキーム $\overline{X}=\mathrm{S}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{c}A_{O_{K}},$ $\otimes_{O_{K}},\overline{F}$ に対し, 連結成分の
集合 $\pi_{0}(X_{\overline{K}})$ と $\pi_{0}(\overline{X})$ は標準的に同一視される. 以上のことより, 関手 $\Phi^{j}$ : $Et_{K}arrow$

$G_{K}$-(Sets) は、 合成関手

$Et_{K}arrow X^{j}(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)arrow X\mapsto\overline{X}G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})-^{\pi 0}G_{K}$ -(Sets)

として表される. 関手 $\overline{X}^{j}$ : $Et_{K}arrow G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})$ は、 左 2 つの関手の合成関手 $Et_{K}arrow \mathrm{x}^{\mathrm{j}}$

$(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{i}\mathrm{d}/K)arrow G_{K}-(\mathrm{A}\mathrm{f}\mathrm{f}/\overline{F})X\vdasharrow\overline{X}$ として定義する.

24 可換性の証明.
$G_{K}^{1+}$ が暴惰性群 $P_{K}$ だから, $j\leq 1$ の場合は簡単なので, $j>1$ とする.
補題 4 の証明の鍵となるのは次の命題である. 1 次元 $\overline{F}$線型空間 $\{x\in O_{\overline{F}}|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}x\geq$

$j\}/\{x\in O_{\overline{F}}|\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}x>j\}$ を $N^{j}$ で表す. $\overline{F}$ 上のアファイン. スキーム $\overline{X}^{j}(K)$ は, $\overline{F}$ 上の
線型空間 $\Theta^{j}=Hom_{F}(\hat{\Omega}_{O_{K}/F_{0}}^{1}\otimes_{O_{K}}F, N^{j})$ と標準的に同一視される. 特に, 数論的作用
に関し暴分岐群 $P_{K}\subset G_{K}$ は $\overline{X}^{j}(K)=\Theta^{j}$ に自明に作用する. 原点 $0\in\Theta^{j}$ に対応する

$\overline{X}^{j}(K)$ の点は, $K$ の恒等写像に対応する $X^{j}(K)$ の点の還元である.

命題 6 $L$ を分岐が $j+$ でおさえられる $K$ の有限次分離拡大とする. $\overline{F}$上のアファイン.
スキームの射 $\overline{X}^{j}(L)arrow\overline{X}^{j}(K)=\Theta^{j}$ は有限エターノレである. $0\in\ominus^{j}=\overline{X}^{j}(K)$ の逆像
は $\Phi^{j+}(L)=\Phi(L)=Hom(L,\overline{K})$ と同一視される.

命題 6 の証明は省略する. 命題 6 から補題 4 は次のように導かれる. $L$ を分岐が j十
でおさえられる $K$ の有限次 Galois拡大とする, 命題 6 により, $Hom(L,\overline{K})\subset X^{\sim}(L)$ と

考える. $G_{K}$ の数論的作用の $Hom(L,\overline{K})$ への制限は $G_{K}\mathrm{x}Hom(L,\overline{K})arrow Hom(L,\overline{K})$ :
$(\sigma, f)\vdash+\sigma\circ f$ であり, Gal(L/K) の幾何的作用の $Hom(L,\overline{K})$ への制限は $Hom(L,\overline{K})\cross$

$\mathrm{G}\mathrm{a}l(L/K)arrow Hom(L,\overline{K})$ : $(f, \sigma)\mapsto tf\circ\sigma$ である.
分岐群の定義により, $G_{K}^{j}$ tt数論的作用に関し各連結成分を保つ. $G_{K}^{j}\subset P_{K}$ で $P_{K}$ の

$\overline{X}^{j}(K)=\ominus^{j}$ への作用は白明だから, 数論的作用は準同型 $G_{K}^{j}arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\overline{X}^{j}(L)_{0}/\overline{X}^{j}(K))$

を定める. 命題 6 より, $\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\overline{X}^{j}(L)_{0}/\overline{X}^{j}(K))$ の位数は $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j}$ の位数以下だから,
上の作用の記述より, $G_{K}^{j}arrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\overline{X}^{j}(L)_{0}/\overline{X}^{j}(K))$ は全射である.
命題 6 と上の作用の記述より, $\overline{X}^{j}(L)$ は Gal(L/K) の幾何的作用に関し, $\overline{X}^{j}(K)$

上の Gal(L/K)-捻子である. さらに, $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j}$ は各連結成分をたもち, 各連結成分
は.$\overline{X}j(K)$ 上の Gal(L/K)九捻子である. したがって, 幾何的作用は同型 $\mathrm{G}\mathrm{a}1(L/K)^{j}arrow$

$\mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(\overline{X}^{j}(L)_{0}/\overline{X}^{j}(K))$ を定める.

25 標準全射 $\pi_{1}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}(\ominus^{j})arrow G_{K}^{j}/G_{K}^{j+}$ .
有理数 $j\geq 0$ に対し, $G_{K}^{j+}$ を $\bigcup_{j>j},G_{K}^{j’}$ の閉包とする. $G_{K}^{1+}=P_{K}$ である. 最後に標

準全射 $\pi_{1}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}(\Theta^{j})arrow G_{K}^{j}/G_{K}^{j+}$ の定義を述べる.
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$Et\ovalbox{\tt\small REJECT}$
“ で, $K$の分岐が $j+$でおさえられる有限次分離拡大有限個の直積環のなす E靖

の充満部分圏を表す. $Et\ovalbox{\tt\small REJECT}^{1}$ は Galois 圏でその Galois群は $G_{K}/G\ovalbox{\tt\small REJECT}$ である. 定理 3 の
証明より, 関手 $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{j}$ の $Et\ovalbox{\tt\small REJECT}$

“ への制限は, 関手

$Et_{K}^{<j+}arrow$ ( $\ominus^{j}$の有限エタール Abel被覆)

を定める. これは Galois群の写像 $\pi_{1}^{\mathrm{a}\mathrm{b}}(^{j})arrow G_{K}/G_{K}^{j+}$ をひきおこす. 分岐群の定義よ
り, これの像は $G_{K}/G_{K}^{j+}$ である.
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