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1. はじめに

このノートでは次のような半線型波動方程式系に対する初期値問題ついて考察する:

0ザー $c_{j}^{2}\Delta$ ) $u_{j}=F_{j}(u_{1},u_{2}, \cdots,u_{m})$ , $(t,x)\in(0, \infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{3}$, (1.1)

$u_{j}(0, x)=\varphi j(X)$ , $\partial tuj(0, x)=\psi \mathrm{j}(x)$ , $x\in \mathrm{R}^{3}$ . (1.2)

但し, $j=1;2,$ $\cdots,$ $m,$ $c_{j}>0,$ $\varphi_{j}\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}^{3}),$ $\psi_{j}\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}^{3})$ とし, $F_{\mathrm{j}}$ は $F_{j}(0,0, \cdots, 0)=0$

を満たし, 各変数に関して Lipschitz 連続な関数とする.

ここで考える問題は, 初期値が十分小さければ, 常に上の初期値問題が時間大域解を持

つような 9 や $F_{j}$ に対する条件を見出すことである. $F_{j}$ が未知関数自身のみならず, そ

の 1 階および 2階微分にも依存しているような場合については, [11], [19] やそれらの参考

文献を参照されたい. 本論へ進む前に, いくつかの記号を準備し, 単独方程式の場合に知

られていることを整理しておく.

1.1. 記号.

- $f_{\sim}<g:\Leftrightarrow f,$ $g$ およびそれらの変数に依存しない正定数 $C$ が存在して, $f\leq Cg$

が成立

$-x\in \mathrm{R}^{n}$ に対して, $(x)=\sqrt{1+|x|^{2}}$ とおく.

- $a,$ $b\in \mathbb{R}$ に対して, $a \vee b:=\max\{a, b\},$ $a \Lambda b:=\min\{a, b\}$ とおく.

- 集合 $A$ に対して, $\chi_{A}$ はその特性関数を表すものとする.

12. 単独方程式の場合. ここでは, 次のような単独の半線型波動方程式に対する初期値問

題について, 一般の次元における既知の結果を振り返ることにする:

( $\partial_{t}^{2}-$ ♂\Delta )u $=|u|^{p}$ , $(t,x)\in(0, \infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{n}$ , (1.3)

$u(0,x)=\epsilon f(x)$ , au$(0, x)=\epsilon g(x)$ , $x\in \mathrm{R}^{n}$ . (1.4)

但し, $p>1,$ $c>0,$ $n\geq 2,$ $\epsilon>0,$ $f,$ $g\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}^{n})$ とする. このような問題は, Strauss [23]

において, 非線型項による摂動を受けた線型方程式の解の挙動の解析に関する問題の一例
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として取り上げられている. 即ち, 初期値問題 (1.3)-(1.4) の解を, (1.3) に対応する斉次波

動方程式

$(\partial_{t}^{2}-c^{2}\Delta)u=0$ , $(t, x)\in(0, \infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{n}$ (1.5)

に同じ初期条件 (1.4) を課した初期値問題の (時間大域) 解からの摂動として特徴づけよ

うとするものである. そして, Strauss [24] により, $p_{0}(n)$ なる指数が次の 2次方程式の正

根として導入された

$(n-1)p^{2}-(n+1)p-2=0$ . (1.6)

例えば, $p\mathrm{o}(3)=1+\sqrt{2}(>2)$ である. 以下の結果から, $\epsilon>0$ のとき, 初期値問題 (1.3)-

(1.4) の小さな解が常に時間大域的に存在するか否かは, $p$ と $p_{0}(n)$ の大小関係によって決

定されることが分かる.

まず, $1<p<p_{0}(n)$ の場合には, Sider池 [22] により, 任意の $\epsilon>0$ に対して, (1.3)-(1.4)

の解が時間大域的に存在しないような初期値 $f,$ $g$ を選べることが示された. さらに, $n=2$ ,

3 で $p=p_{0}(n)$ の場合も同様であることが, Schaeffer [21] により示されている.

逆に, $n=3$ で $p>P\mathrm{o}(3)$ の場合には, ある $\epsilon_{0}$ があって, $0<\epsilon\leq\epsilon_{0}$ ならば任意の $f$ ,

$g$ に対して (1.3)-(1.4) の解が時間大域的に存在することが, John [9] により示された. 以

下では, この種の命題を (SG) と略記することがある. さて, その後, 多くの研究がなされ

(例えば, [7, 8, 2, 18, 28] やそれらの参考文献), Georgiev, Lindblad and Sogge [6] により,

一般の $n\geq 2$ に対して (SG) が示された. その証明では, 重みつき Strichartz 評価が本質

的な役割を果たしている. さらに, その評価式の証明は双曲面上のフーリエ変換を用いる

ことにより単純化できることが, Tataru [26] によって指摘されている. その評価を基にし

て, D’Anconer, Geo坤$\mathrm{e}\mathrm{v}$ and Kubo [3] は初期値の台がコン 1 $\langle$クトである必要がな Uゝこと

を示した.

一方, 低次元の場合には, 初期値の無限遠方での減衰度が解の存在・非存在に影響を与
えることが詳しく調べられている. 実際,

$f(x)\equiv 0$ , $g(x)\geq\langle x\rangle^{-\kappa-1}$ (1.7)

のように初期値を選ぶと, 任意の $p>1$ に対して, $\kappa<\kappa_{0}:=2/(p-1)$ ならば, (SG) が成り

立たないことが, Tabmul.a [25] により示されている. つまり, $p>p\mathrm{o}(n)$ であって, なおか

つ $\epsilon$ がどんなに小さ $\text{く}$ ても, 初期値の無限遠方での減衰度が悪いと初期値問題 (1.3)-(1.4)

の解は時間大域的に存在しないのである. さらに, $\kappa_{0}=2/(p-1)$ がある意味で臨界値で
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あることが知られている. それを見るために, 次のような空間を導入する:

$Y(\kappa)=\{(\varphi, \psi)\in C^{1}(\mathrm{R}^{n})\mathrm{x}C(\mathbb{R}^{n}) : ||(\varphi, \psi)||_{Y(\kappa)}<\infty\}$ , (1.8)

$||( \varphi)\psi)||_{Y(\kappa)}=\sum_{|\alpha|\leq 1}\sup_{x\in \mathrm{R}^{n}}\langle x\rangle^{\kappa+|\alpha|}|\partial_{x}^{\alpha}\varphi(x)|+\sup_{x\in \mathrm{R}^{n}}\langle x\rangle^{\kappa+1}|\psi(x)|$
,

すると, $\kappa\geq\kappa_{0},$ $p>p_{0}(n)$ ならば, 任意の $(f, g)\in Y(\kappa)$ に対して (SG) が成り立つこと

が, $n=3$ のとき Asakura [1], Pecher [20]; $n=2$ のとき Kubota [17], Tsutaya [27] によ

り示されている ($n\geq 4$ で初期値が球対称の場合は [12]).

2. 連立系の場合

まず, 次のようなシステムにおいて, $c_{1}=c_{2}$ の場合が $\mathrm{D}\mathrm{e}1$ Santo, Georgiev and Mitidieri

[4] によって研究された

$\{$

$(\partial_{t}^{2}-c_{1}^{2}\Delta)u_{1}=|u_{2}|^{p}$, $(t, x)\in(\mathrm{O}, \infty)\mathrm{x}\mathbb{R}^{n}$ ,
$(\partial_{t}^{2}-c_{2}^{2}\Delta)u_{2}=|u_{1}|^{q}$ , $(t, x)\in(0, \infty)\cross \mathrm{R}^{n}$.

(2.1)

但し, $p,$ $q>1,$ $n\geq 2$ とする. そして

$p^{*}= \frac{n-1}{2}p-\frac{n+1}{2}$ , $q^{*}= \frac{n-1}{2}q-\frac{n+1}{2}$ , (2.2)

$\alpha=pq^{*}-1$ , $\beta=qp^{*}-1$ , $\Gamma=\alpha+p\sqrt$ (2.3)

とおくと, $\Gamma$ が単独の場合の $p\mathrm{o}(n)$ に対応する量であることが導かれた ([5], [13] も参照).

さて, (2.1) と類似の問題として

$\{$

$(\partial_{t}^{2}-c_{1}^{2}\Delta)u_{1}=|\partial_{t}u_{2}|^{2}$, $(t, x)\in(0, \infty)\mathrm{x}\mathbb{R}^{3}$ ,
$(\partial_{t}^{2}-c_{2}^{2}\Delta)u_{2}=|\partial_{t}u_{1}|^{2}$, $(t, x)\in(0, \infty)\mathrm{x}\mathbb{R}^{3}$

(2.4)

に対する初期値問題を考える. この問題について, $c_{1}=c_{2}$ ならば (SG) が成り立たす, –

方, $c_{1}\neq c_{2}$ ならば (SG) が成り立つことが知られている (例えば, [10], [29]). つまり, 伝播.

速度の違いが解の存在・非存在に影響を及ぽし得るのである. この事実から, (2.1) &こつい

ても, $c_{1}\neq c_{2}$ ならば $\Gamma$ が変化することが期待される. しかし, この予想は正しくないこと

が, Kubo and Ohta [14] により示された. すなわち, $n=3$ のとき, 勝手な $c_{1},$ $c_{2}$ に対し

て, $\Gamma>0$ ならば (SG) が成り立ち, $\Gamma\leq 0$ ならば (SG) が成り立たない. 以下では, 右辺

の関数をより一般なものとして, 伝播速度の違いが解の存在・非存在に影響を与えるよう

な状況について考察することにする. 具体的には, (1.1) の右辺が

$F_{j}(u_{1}, u_{2}, \cdots, u_{m})=\sum_{k,l=1}^{m}A_{j}^{kl}|u.k|^{p_{\dot{g}kl}}.|u\iota|^{q_{\mathrm{j}kl}}$ ,
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のように書けているものとする. 但し, $p_{jkl},$ $q_{jkl}\geq 1,$ $A_{j}^{kl}$ は定数である. 以下では, $n=3$

とする. すると, 考える問題は, $j=1,$ $\cdots,$ $m$ として

$( \partial_{t}^{2}-c_{j}^{2}\triangle)u_{j}=\sum_{k,l=1}^{m}A_{j}^{kl}|u_{k}|^{p_{\mathrm{j}k1}}|u_{l}|^{q_{j\mathrm{t}^{\wedge}\downarrow}}$, $(t, x)\in[0, \infty)\mathrm{x}\mathbb{R}^{3}$ , (2.5)

$u_{\mathrm{j}}(0, x)=\varphi_{j}(x)$ , $\partial_{t}u_{j}(0, x)=\psi_{j}(x)$ , $x\in \mathbb{R}^{3}$ . (2.6)

となる. これから述べる結果は, 大田雅人氏との共同研究 ([15]) に基づくものである.

2.1. 非線型項のオーダーが一致している場合. ここでは, 全ての $F_{j}$ が原点付近で同じオー

ダーであることを仮定する. すなわち, ある $\alpha\geq 1$ があって

$p_{jkl}+q_{jkl}=\alpha+1$ $(j, k, l=1, \cdots, m)$ (2.7)

を満たすとする. 次節でみるように, この仮定が満たされない場合, 状況はより複雑になる.

さて, 上の初期値問題において伝播速度が全て等しい場合, すなわち $c_{1}=c_{2}=\cdots=$果

のときには, 単独方程式についての結果を応用することで, $\alpha>\sqrt{2}$ ならば (SG) が成り立

ち, $1\leq\alpha\leq\sqrt{2}$ ならば (SG) が成り立たないことが分かる. 従って, 伝播速度が異なれば,
$1\leq\alpha\leq\sqrt{2}$ であっても (SG) が成り立つような条件を見出すことが問題である. そこで,

$F_{j}$ の係数に対して次のような条件を課す

$A_{j}^{kk}=0$ $(j, k=1, \cdots, m)$ . (2.8)

この仮定は, 各 $F_{j}$ において自己相互作用を表すような項 $(u_{k})^{2}(k=1, \cdots, m)$ は全て除

かれることを意味する.

以下では, 初期値問題 (2.5)-(2.6) を次のような積分形で扱う:

$u_{j}=K_{c_{\dot{f}}}[\varphi_{j}, \psi_{j}]+L_{c_{j}}$ [$F_{j}$ ($u_{1},$ $\cdots$ , u、)] in $[0, \infty)$
$\mathrm{x}\mathrm{R}^{3}$ . (2.9)

ここで, $K_{c}[\varphi, \psi](t,x),$ $L_{c}[F](t, x)$ は次のように定義される:

$K_{c}[\varphi, \psi](t, x)$ $=$ $\frac{t}{4\pi}\int_{|\omega|=1}\psi(x+d(v)M+\partial_{t}(\frac{t}{4\pi}\int_{|\omega|=1}\varphi(x+ct\omega)h), (2.10)$

$L_{c}[F](t,x)$ $=$ $\int_{0}^{t}\frac{t-s}{4\pi}\int_{|\omega|=1}F(s,x+c(t-s)\omega)\mathrm{A}vds$ . (2.11)

さらに, (2.9) の解を探す空間として, 次のような空間を考える:

$X=\{u=(u_{1}, u_{2}, \cdots, u\text{、})\in C([0, \infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{3})^{m}$ : (2.12)

$||u||x \equiv\max_{<1_{\lrcorner}\leq m}.||u_{j}||_{X(c_{j},1,\kappa-1)}<\infty\}$ ,

$||v||_{X(c,\mu,\nu)}=$ $\sup$ $\langle t+|x|\rangle^{\mu}\langle d-|x|\rangle^{\nu}|v(t, x)|.\cdot$ (2.13)
$(t,x)\in[0,\infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{3}$
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但し, $\kappa\in \mathbb{R},$ $c>0,$ $\mu,$ $\nu\geq 0$ . 以上の準備のもと, この節での主結果を述べる.

Theorem 1. $c_{1},$ $\cdots,$ $\mathrm{q}_{n}$ は全て異なる正数とし, $1\leq\alpha<2$ とする. $(\varphi_{j}, \psi_{j})\in Y(\kappa)(i=$

$1,$ $\cdots,$ $m)$ に対して $\epsilon:=\max 1\leq j\leq m.||(\varphi_{j}, \psi_{j})||_{Y(\kappa)}$ とおく ($Y(\kappa)$ は (1.8) で定義されたもの).
そして, (2.7), (2.8) を仮定する.

(i) $1<\alpha<2$ とする. もし $\kappa\geq 2/\alpha$ であり, $\epsilon$ が十分小さければ, $X$ において (2.9) の

解が一意的に存在する.

(ii) $\alpha=1$ とする. もし $\kappa>2$ であり, $\epsilon$ が十分小さければ, $X$ において (2.9) の解が一

意的に存在する. しかし, $\kappa=2$ のとき上記の結論は成り立たず, 十分小さい $\epsilon$ に対

して, $\epsilon$ によらない定数 $A,$ $B>0$ が存在して

$\exp(B\epsilon^{-1})\leq T(\epsilon)\leq\exp(A\epsilon^{-1})$ (2.14)

が成り立つ. ここで, $T(\epsilon)$ は解の最大存在時刻を表す.

Remark. (2.5) にお $\mathrm{A}$ ‘で, 右辺の $|u_{k}|^{p_{\mathrm{j}kl}}|u_{l}|^{p_{jkl}}$ を $|u_{k}|^{p_{jk\mathfrak{l}}-1}|u_{l}|^{p_{\mathrm{j}kl}-1}u_{l}u_{2}$ に置き換えて

も, 定理の主張はそのまま成り立つ. また, (i) は Kubo and Tsugawa [16] の拡張にあ

たる.

22. 予備的な補題.

Lemma 1. $c>0$ とする . $(t, x)\in[0, \infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{3}$ に対して, $r=|x|$ として

$\frac{t}{4\pi}\int_{|\omega|=1}g(|x+ct\omega|)h=\frac{1}{2cr}\int_{|ct-r|}^{ct+r}\rho g(\rho)d\rho$ ,

$I_{0}^{t} \frac{t-s}{4\pi}\int_{|\omega|=1}F(|x+c(t-s)\omega|, s)\ ds= \frac{1}{2cr}\int\int_{D_{c}(r,t)}\lambda F(\lambda, s)d\lambda ds$,

$D_{\mathrm{c}}(r, t)=\{(\lambda, s)\in[0, \infty)^{2} : 0\leq s\leq t, |c(t-s)-r|\leq\lambda\leq c(t-s)+r\}$

が成り立つ.

Lemma 2. $\nu\in \mathrm{R},$ $\kappa>0$ に対して, ある正定数 $C=C(\nu, \kappa)$ があって

$\int_{|t-r|}^{t+r}\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{\nu}(2+\rho)}{(\mathrm{l}+\rho)^{1+\kappa}}d\rho\leq\frac{C\min\{t,r\}1\mathrm{o}\mathrm{g}^{\nu}(2+|t-r|)}{(1+t+r)(1+|t-r|)^{\kappa}}$, $(r, t)\in[0, \infty)^{2}$

が成り立つ.

Proof. $\nu=0$ の場合は, 例えば, [9] をみよ. 以下, $\nu>0$ とする.

$f( \rho)=\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{\nu}(2+\rho)}{(2+\rho)^{\kappa/2}}$ $(\rho\geq 0)$ , $\rho_{0}=\max\{e^{2\nu/\kappa}-2,0\}$
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とおくと, $f(\rho)$ は $0<\rho<\rho_{0}$ で単調に増加し, $\rho>\rho_{0}$ で単調に減少することが分かる. も

し $|t-r|\geq\rho_{0}$ ならば,

$\int_{|t-r|}^{t+r}\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{\nu}(2+\rho)}{(\mathrm{l}+\rho)^{1+\kappa}}d\rho\leq f(|t-r|)\int_{|t-r|}^{t\dagger r}\frac{d\rho}{(1+\rho)^{1+\kappa/2}}$

$\leq\frac{C\min\{t,r\}f(|t-r|)}{(1+t+r)(1+|t-r|)^{\kappa/2}}\leq\frac{C1\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{n}\{t,r\}1\mathrm{o}\mathrm{g}^{\nu}(2+|t-r|)}{(1+t+r)(1+|t-r|)^{\kappa}}$

と評価できる. 逆に, $|t-r|\leq\rho_{0}$ ならば, $0<f(0)\leq f(|t-r|)\leq f(\rho_{0})\leq Cf(0)$ 力 ‘成り

立つので,

$\int_{|t-r|}^{t+r}\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{\nu}(2+\rho)}{(\mathrm{l}+\rho)^{1+\kappa}}d\rho\leq f(\rho_{0})\int_{|\mathrm{t}-r|}^{\mathrm{t}+r}\frac{d\rho}{(1+\rho)^{1+\sim/2}}.\leq\frac{C\min\{t,r\}f(0)}{(1+t+r)(1+|t-r|)^{\kappa/2}}$

$C \min\{t, r\}f(|t-r|)$ , $C \min\{t, r\}\log^{\nu}\underline{(2+|t-r|)}$

$\leq\frac{\backslash \prime J\vee\backslash |ll}{(1+t+r)(1+|t-r|)^{\kappa/2}}\leq\overline{(1+t+r)(1+|t-r|)^{\kappa}}\sim-\sim--$

を得る. 口

Lemma 3. $\kappa^{*}>0,$ $\kappa\in(-\infty, \kappa^{*}]$ とする. このとき, ある正定数 $C=C(\kappa^{*})$ 力 ‘あって

$\frac{1}{r}\int_{t-r}^{t+r}\frac{d\rho}{\rho^{1+\kappa}}\geq\frac{C}{(t+r)(t-r)^{\kappa}}$ , $t>r>0$

が成り立つ 8

Proof. $\kappa\in(-\infty, \kappa^{*}]$ に対して

$I_{\kappa}(r,t)= \frac{(t+r)(t-r)^{\kappa}}{r}\int_{t-r}^{t+r}\frac{d\rho}{\rho^{1+\kappa}}$

とおくとき, ある $C(\kappa^{*})>0$ があって, $I_{\kappa}\cdot(r, t)\geq C(\kappa^{*})$ が $t>r>0$ に対して成り立つ

ことはよく知られている (例えば [9]). ところが, $\kappa\leq\kappa^{*}$ に対して $I_{\kappa}(r, t)\geq I_{\kappa}\cdot(r, t)$ だか

ら, 所要の結論を得る. 口

2.3. Theorem 1 の証明の概略: まず, 斉次方程式 (1.5) の解 $K_{\mathrm{c}}[\varphi, \psi](t, x)$ に対して

$|K_{\mathrm{c}}[\varphi, \psi](t, x)|<\sim||(\varphi,\psi)||_{Y(\kappa)}\langle t+|x|\rangle^{-1}\langle d-|x|\rangle^{-(\kappa-1)}$ $(\kappa>1)$ (2.15)

が成り立つことに注意する. この評価を示すには, Lemna 1 と Lemma 2 $(\nu=0)$ を使え

ばよい. 一方, 非斉次項を処理するために次のような不等式を準備する:

Proposition 1. 勾, $a_{1},$ $a_{2}>0,$ $\mu_{1},$ $\mu_{2},$ $\kappa_{1},$
$\kappa_{2}\geq 0$ とする. もし $a_{1}\neq a_{2}$ なら $\mathrm{F}\mathrm{f}$ ,

$\langle t+|x|\rangle\langle a_{0}t-|x|\rangle^{m_{0}}|L_{a\mathrm{o}}[uv](t, x)|\leq$ (2.16)

$\sim<[1+\lambda f_{0}\log(1+\langle a_{0}t-|x|\rangle)]||u||_{X(a_{1\prime}\mu_{1},\kappa_{1})}||v||_{X(a_{2},\mu_{2},\kappa_{2})}$
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が成り立つ. ここで, $m_{0}$ , J売は次のように定義されるものとする:

$m_{0}=\{$

$\mu_{1}+\mu_{2}-2+(t_{\acute{\mathrm{b}}}1\Lambda\kappa_{2})$ if $\kappa_{1}\vee\kappa_{2}\geq 1,$ $\mu_{1}+\mu_{2}+(\kappa_{1}\Lambda\kappa_{2})>2$

’

$\mu_{1}+\mu_{2}-3+\kappa_{1}+\kappa_{2}$ if $\kappa_{1}\vee\kappa_{2}<1,$ $\mu_{1}.+\mu_{2}+\kappa_{1}+\kappa_{2}>3$

$\mathrm{A}f_{0}=\{$
1if $\kappa_{1}\vee\kappa_{2}=1$

0if $\kappa_{1}\vee\kappa_{2}\neq 1$

Proof. $\kappa_{1}\vee\kappa_{2}\neq 1$ のとき, 上の評価は [15] の Proposition 2.1 と一致するので, $\kappa_{1}\vee\kappa_{2}=1$

の場合のみを考える. 対称性から, $\kappa_{1}\geq\kappa_{2}$ としてよいので, $\kappa_{1}=1$ とする. また, 一般性

を失うことなく, $a_{0}=1$ と仮定してよい. Lemma 1 から, $(t, x)\in[0, \infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{3}$ に対して,

$r=|x|$ として

$|L_{1}[uv](t, x)|<\sim||u||_{X(a_{1},\mu_{1},\kappa_{1})}||v||x(a_{2},\mu_{2},\kappa_{2})I1(r, t)$ , (2.17)

$I_{1}(r,t)= \frac{1}{2r}\int\int_{D_{1}(r,t)}\frac{\lambda d\lambda ds}{(1+s+\lambda)^{\mu_{1}+\mu 2}(1+|a_{1}s-\lambda|)^{\kappa_{1}}(1+|a_{2}s-\lambda|)^{\kappa_{2}}}$,

$D_{1}(r, t)=\{(\lambda, s)\in[0, \infty)^{2} : 0\leq s\leq t, |t-s-r|\leq\lambda\leq t-s+r\}$

が成り立つ. そして, $\xi=s+\lambda,$ $\eta=s-\lambda$ により変数変換すると

$I_{1}(r, t) \sim<\frac{1}{r}\int_{|t-r|}^{t+\mathrm{r}}\frac{I_{2}(\xi)}{(1+\xi)^{\mu_{1}+\mu_{2}-1}}\not\in$, (2.18)

$I_{2}( \xi)=\int_{-\xi}^{\xi}(1+|\eta-\frac{1-a_{1}}{1+a_{1}}\xi|)^{-\kappa_{1}}(1+|\eta-\frac{1-a_{2}}{1+a_{2}}\xi|)^{-\kappa_{2}}d\eta$

となる. いま, $a_{3}$ を次のように定める:

$a_{3}= \frac{1}{2}(\frac{1-a_{1}}{1+a_{1}}+\frac{1-a_{2}}{1+a_{2}})$ .

まず, $a_{1}<a_{2}$ の場合を考える. このとき

$-1< \frac{1-a_{2}}{1+\mathit{0}_{12}}<a_{3}<\frac{1-a_{1}}{1+a_{1}}<1$

となるので, I2(\mbox{\boldmath $\xi$}) は次のように評価される:

$I_{2}( \xi)\sim<(1+|a_{3}-\frac{1-a_{1}}{1+a_{1}}|\xi)^{-\kappa_{1}}\int_{-\xi}^{a_{S}\xi}(1+|\eta-\frac{1-\mathit{0}_{Q}}{1+a_{2}}\xi|)^{-\kappa_{2}}d\eta$

$+(1+|a_{3}- \frac{1-a_{2}}{1+a_{2}}|\xi)^{-\kappa_{2}}\int_{a_{\theta}\xi}^{\xi}(1+|\eta-\frac{1-a_{1}}{1+a_{1}}\xi|)^{-\kappa_{1}}d\eta$ .

従って,

$I_{2}( \xi)\leq(1+\xi)^{-\kappa_{1}}\int_{-2\xi}^{2\xi}(1+|\eta|)^{-\kappa_{2}}d\eta+(1+\xi)^{-\kappa_{2}}\int_{-2\xi}^{2\xi}(1+|\eta|)^{-\kappa_{1}}d\eta$ (2.19)
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が成り立つ. また, $a_{1}>a_{2}$ の場合にも (2.19) が成り立つことが同様の計算により確かめ

られる.

さて, $\kappa_{1}=1,0\leq\kappa_{2}<1$ を思い出すと

$I_{2}(\xi)$ $\leq$ $\{$

$(1+\xi)^{-\kappa_{2}}+(1+\xi)^{-\kappa_{2}}\log(2+\xi)$ if $\kappa_{2}<1$ ,

$(1+\xi)^{-1}\log(2+\xi)$ if $\kappa_{2}=1$

(2.20)

$\sim<$ $(1+\xi)^{-(\kappa_{1}\Lambda\kappa_{2})}\log(2+\xi)$

が成り立つことが分かる. 従って, (2.17), (2.18), (2.20) および Le皿 a 2 $(\nu=1)$ により,

目標の不等式が得られる. 口

$\text{さて},$ $a_{0}=c_{j},$ $a_{1}=c_{k},$ $a_{2}=c_{l},$ $\mu_{1}=p_{jkl},$ $\mu_{2}=q_{jkl},$ $\kappa_{1}=p_{\mathrm{j}kl}(\kappa-1),$ $\kappa_{2}=q_{jkl}(\kappa-1)$

として, Proposition 1 を使うと

$\langle t+|x|\rangle\langle cjt-|x|\rangle^{m\mathrm{o}}|L_{c_{j}}[|u_{k}|^{p_{\hat{J}^{kl}}}|u_{l}|^{q_{jk1}}](t, x)|\leq$ (2.21)

$\sim<[1+m_{0}\log(1+\langle c_{j}t-|x|\rangle)]|||u_{k}|^{pjk1}||_{X(c_{k},p_{jkl},\kappa_{1})}|||u_{l}|^{q\mathrm{j}kl}||_{\lambda’(qjk\iota,\kappa 2}c_{\mathfrak{l}\prime})$

が従う.

Case 1: “
$\kappa\geq 2/\alpha,$ $1<\alpha<2$” または “$\kappa>2,$ $\alpha=1$” のとき

(2.21) から,

$||L_{\mathrm{c}_{\mathrm{j}}}[|u_{k}|^{p_{jkl}}|u_{l}|^{qjkl}]||_{X(c_{j\prime}1,n-1)}\sim<||u_{k}|[_{\lambda(\mathrm{c}_{k},1,\kappa-1)}^{p_{jkl}},.||u_{l}||_{X](\mathrm{c}_{l},1,\kappa-1)}^{q_{jkl}}$ (2.22)

が従う. 実際, $1<\alpha<2,$ $\kappa\geq 2/\alpha$ ならば, $m_{0}>\kappa-1(\kappa_{1}\vee\kappa_{2}\geq 1);m_{0}\geq\kappa-1$

$(\kappa_{1}\vee\kappa_{2}<1)$ が成り立つ. 一方, $\alpha=1,$ $\kappa>2$ ならば, $pj\text{、}=qj\text{、}=1,$ $\kappa_{1}\vee\kappa_{2}=\kappa-1>1$

なので, $m_{0}=\kappa-1$ となるので. 一旦, この様な評価が得られれば, 標準的な論法から (2.9)

の $X$ における解が得られる.

Case 2: “$\kappa=2,$ $\alpha=1$” のとき

$c_{*}:= \max${ $c_{1},$ $\cdots$ ,果} とおく. もし, $2c_{*}t\geq|x|$ ならば, (2.21) から

$\langle t+|x|\rangle\langle cjt-|x|\rangle|L_{\mathrm{c}_{j}}[|u_{k}||u\iota|](t, x)|\sim<\log(2+t)||u_{k}||_{X(\mathrm{c}_{k},1,1)}||u\iota||_{X(\mathrm{c}_{l},1,1)}$ (2.23)

が得られる. 一方, $2c_{*}t\leq|x|=:r$ ならば, $(\lambda, s)\in D_{\mathrm{c}_{j}}(r, t)(j=1, \cdots,m)$ に対して

r-\lambda \leq |r-\lambda |\leq cj(t-s)\leq 2ら (t-s)

となるので, 特に $2c_{*}s\leq\lambda$ が従う. つまり, $\langle c_{k}s-\lambda\rangle(k=1, \cdots, m)$ は $\langle s+\lambda\rangle$ と同等で

ある. 故に, Proposition 1 の証明と類似の計算を行えば

$\langle t+|x|\rangle\langle cjt-|x|$ ) $|L_{\mathrm{c}_{j}}$ [lukllull](ち $x$) $|<\sim||u_{k}||_{X(c_{k},1,1)}||u\iota||_{\lambda’(c_{\mathrm{t}},1,1)}$
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を得る. 結局, (2.23) が全ての $(t, x)\in[0, \infty)\mathrm{x}\mathbb{R}^{3}$ に対して成り立つ. その右辺に $\log(2+t)$

があるために, lifespan $T(\epsilon)$ の下からの評価は (2.14) のようになる.

次に, $T(\epsilon)$ の上からの評価について考える. そのために, 初期値として

$\varphi_{j}(x)\equiv 0$ , $\psi_{j}(x)=\epsilon\langle x\rangle^{-3}$

をとる. 明らかに, $(0, \epsilon\langle x\rangle^{-3})\in Y(2)$ である. Lemma 1 と Lemma 3 から

$K_{\mathrm{c}_{j}}[0, \psi_{j}](t, x)$ $=$ $\frac{\epsilon}{2c_{j}|x|}\int_{|\mathrm{c}_{\mathrm{j}}t-|x||}^{\mathrm{c}_{j}t+|oe|}\rho\langle\rho\rangle^{-3}d\rho$ (2.24)

$\geq$ $C\epsilon(t+|x|)^{-1}(c_{j}t-|x|)^{-1}$

が $c_{j}t>|x|,$ $j=1,$ $\cdots,$ $m$ に対して成り立つことが分かる.

さらに, $c,$ $y>0,$ $\mu,$ $m\geq 0$ に対して次のような量を導入する:

$\langle u\rangle_{c,\mu,m}(y)=\inf_{(t,x)\in\Sigma(c,y)}(t+|x|)^{\mu}(d-|x|)^{m}|u(t, x)|$ , (2.25)

$\Sigma(c, y)=\{(t, x)\in[0, \infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{3} : d-|x|\geq cy\}$ .

(2.24) により

$\langle$ $K_{\mathrm{c}_{j}}[0, \psi_{j}])_{c_{j},1,1}(y)\geq C\epsilon$ (2.26)

が従う. 非斉次項を処理するために, 次の命題を用意する (証明は [15], Lemma 2.5):

Proposition 2. $a_{0},$ $a_{1},$ $a_{2}>0_{2}\alpha>0,$ $\mu,$ $\kappa\geq 0$ とする. もし $a_{1}\leq a_{2}$ ならば,

$\langle L_{a0}[R_{\mu,\kappa}(f)]\rangle_{a_{0},1,m_{0}}(y)\geq C\int_{\alpha}^{y}(1-\frac{\eta}{y})^{2}f(\eta)d\eta$ (2.27)

が $y\geq\alpha$ に対して成り立つ. ここで, $m_{0}=\mu+\kappa-2$ であり, $R(f)(t, x)$ は次のように定

義される関数である:

$R_{\mu,\kappa}(f)(t,x)= \frac{1}{(t+|x|)^{\mu}(a_{2}t-|x|)^{\kappa}}f(\frac{a_{1}t-|x|}{a_{1}})\chi\Sigma(a_{1},\alpha)(t,x)$.

以下で, (2.9) を

$U_{j}(y)\equiv\langle u_{j}\rangle_{c_{j},1,1}(y)$ (2.28)

に関する常微分不等式に帰着する. $y\geq 1$ とするとき, (2.9), (2.26) により,

$U_{j}(y) \geq C(\epsilon+\sum_{k\neq l}\{L_{\mathrm{c}_{j}}[|u_{k}||u_{l}|]\rangle_{\mathrm{c}_{\mathrm{j}},1,1}(y))$
(2.29)
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が得られる. $k\neq l$ だから) $c_{k}\leq c_{l}$ と仮定して一般性を失わない. すると, $(t, x)\in$

$\Sigma(c_{k}, (c_{k}t-|x|)/c_{k})\cup\Sigma(c_{l}, (c_{k}t-|x|)/c_{k})$ が成り立ち,

$|u_{k}(t, x)||u_{l}(t, x)| \geq\frac{U_{k}((c_{k}t-|x|)/c_{k})U_{l}((c_{k}t-|x|)/c_{k})}{(t+|x|)^{2}(c_{k}t-|x|)(c_{l}t-|x|)}.\cdot$

を得る. そこで, $f(\eta)=U_{k}(\eta)U_{l}(\eta)/\eta,$ $\mu=2,$ $\kappa=1,$ $\alpha=1,$ $a_{0}=c_{j},$ $a_{1}=c_{k},$ $a_{2}=$ 果とし

て, Proposition 2 を適用すると

$\langle|L_{\mathrm{c}_{\mathrm{j}}}[|u_{k}||u_{l}|]\rangle_{\mathrm{c}_{\mathrm{j}},1,1}(y)\geq C\int_{1}^{y}(1-\frac{\eta}{y})^{2}U_{k}(\eta)U_{l}(\eta)\frac{d\eta}{\eta}$ $(y\geq 1)$

が従う. 故に, $U(y)= \min_{1\leq j\leq m}U_{j}(y)$ とおけば, (2.29) から,

$U(y)\geq C_{1}\epsilon$ , $U(y) \geq C_{2}\int_{1}^{y}(1-\frac{\eta}{y})^{2}U(\eta)^{2}\frac{d\eta}{\eta}$ $(y\geq 1)$

が導かれる. ここで, [15] の Lemma 63 を $\alpha=1,$ $\beta=0,$ $m=1,$ $p=2$ として使えば,

(2.14) の上からの評価が得られる. これで Theorem 1 の証明の概略が完了した.

3. より一般の場合について

前節では, (2.7) および (2.8) なる仮定のもとで, (2.9) を扱った. 小さな初期値から出発

しているので, その解も存在する限り小さいことが期待される. このことから, 非線型項

において, 原点付近での次数が高い項はより小さな量として無視してよいように思われる.

実際, (2.8) が成り立つ限り, 高次の項は無視してよいことが前節の議論から分かる. しか

しながら, (2.8) を仮定しない場合には, 事情はそう単純ではない. それを見るために, 次

のようなシステムを考える:

$\{$

$(\partial_{t}^{2}-c_{1}^{2}\Delta)u_{1}=|u_{1}||u_{2}|$ , $(t, x)\in[0, \infty)\mathrm{x}\mathbb{R}^{3}$ ,

$(\partial_{t}^{2}-c_{2}^{2}\Delta)u_{2}=|u_{1}|^{q}$, $(t, x)\in[0, \infty)\mathrm{x}\mathbb{R}^{3}$ .
(3.1)

また, 初期条件として

$u_{j}(0, x)=\varphi_{j}(x)$ , $\partial tuj(0, x)=\psi j(x)$ , $x\in \mathrm{R}^{3}(j=1,2)$ (3.2)

を課す. 但し, $q>2,$ $\varphi_{j},$
$\psi_{j}\in C_{0}^{\infty}(\mathrm{R}^{3})$ とする. すると, [15] の Theorem 1.4 と Theorem

15 から次が成り立つ

Theorem 2. (i) $2<q<3$ のとき, (SG) は成り立たない.

(ii) $q>3$ ならば, (SG) が成り立つ.

(iii) $q=3$ とする. もし $c_{1}\geq c_{2}$ ならば, (SG) は成り立たず, 一方
$f$

$c_{1}<c_{2}$ ならば, (SG)

が成り立つ.
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証明の概略: ここでは, 上の主張のうち, “
$(\mathrm{S}\mathrm{G})$ の成立” についてのみ議論する. 始めに,

$q>3$ の場合を考える. 初期値 $(\varphi_{j}, \psi_{j})$ が $(\varphi_{j)}\psi_{j})\in Y(q-1)$ を満たせば, Lemma 2.1 と

Lemma 22 $(\nu=0)$ により

$|K_{\mathrm{c}}[\varphi, \psi](t, x)|\leq||(\varphi, \psi)||_{Y(q-1)}\langle t+|x|\rangle^{-1}\langle d-|x|\rangle^{-(q-2)}$ (3.3)

が従う. また, Proposition 1 を $v\equiv 1,$ $\mu_{2}=\kappa_{2}=0$ として用いることにより, 次を得る:

Proposition 3. $a,$ $b>0,$ $\mu,$
$\kappa\geq 0$ とすると,

$\langle t+|x|\rangle(at-|x|)^{\kappa’}|L_{a}[u](t, x)|\leq[1+M_{0}\log(1+\langle at-|x|\rangle)]||u||x(b,\mu,\kappa)$,

が成り立つ. ここで, $\kappa’,$ $M_{0}$ は次のように定義されるものとする:

$\kappa’=\{$
$\mu-2$ if $\kappa\geq 1,$ $\mu>2$

$\mu-3+\kappa$ if $\kappa<1,$ $\mu+\kappa>3$

$\ovalbox{\tt\small REJECT}=\{$

1if $\kappa=1$

0if $\kappa\neq 1$

さて, $a_{0}=c_{1},$ $a_{1}=c_{1},$ $a_{2}=c_{2},$ $\mu_{1}=\mu_{2}=1,$ $\kappa_{1}=\kappa_{2}=q-2$ として Proposition 1 を

使うと, $q>3$ だから,

$\langle t+|x|\rangle\langle c_{1}t-|x|\rangle^{q-2}|L_{c_{1}}[|u_{1}||u_{2}|](t, x)|\sim<||u_{1}||_{X(\mathrm{c}_{1},1,q-2)}||u_{2}||_{X(c_{2},1,q-2)}$

が従う. また, $a=c_{2},$ $b=c_{2},$ $\mu=q,$ $\kappa=q(q-2)$ として Proposition 2 を使うと, $q>3$

だから,

$\langle t+|x|\rangle\langle c_{2}t-|x|\rangle^{q-2}|L_{c_{2}}[|u_{1}|^{3}](t, x)|\sim<(||u_{1}||_{X(c_{1},1,q-2)})^{3}$

が従う. よって, (3.1)-(3.2) に対応する積分方程式は, $X(c_{1},1, q-2)\mathrm{x}X(c_{2},1, q-2)$ に

おいて小さな解を持つ.

次に, $q=3,$ $c_{1}<c_{2}$ の場合を考える. この場合には, 解を探す空間を次のように定義さ

れる $W_{j}$ を使って, $W_{1}\mathrm{x}W_{2}$ のように修正する必要がある:

$W_{j}=\{f\in C([0, \infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{3}) : ||f||_{W_{j}}<\infty\}$ $(j=1,2)$ ,

$||f||_{W_{\mathrm{j}}}=$ $\sup$ $w_{j}(|x|,t)|f(t, x)|$ .
(t,x)\epsilon [0,屋科)xR3
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$w_{1}(r, t)$ $=$ $\langle t+r\rangle\langle c_{1}t-r\rangle^{\kappa}z_{1}(r, t)$ ,

$z_{1}(r, t)$ $=$ $\{$

1, $(r, t)\in\Omega_{1}$

$\{1+\frac{c_{2}t-r}{r}\log(2+c_{2}t-r)\}^{-1}$ , $(r, t)\in\Omega_{2}$ ,

$\log^{-2}(2+|c_{1}t-r|)$ , $(r, t)\in\Omega_{3}$

$w_{2}(r,t)$ $=$ $\{$

$\langle t+r\rangle\langle c_{2}t-r\rangle^{3\kappa}$ , $(r, t)\in\Omega_{1}$

$\langle t+r\rangle\langle c_{2}t-r\rangle$, $(r, t)\in\Omega_{2}$ .
$\langle t+r\rangle\langle c_{2}t-r\rangle$ , $(r, t)\in\Omega_{3}$

但し, $1/3<\kappa<1$ であり,

$\Omega_{1}=\{(r, t)\in[0, \infty)^{2} : c_{2}t\leq r\}$ ,

$\Omega_{2}=$ { $(r,$ $t)\in[0$ , 科科)2 : $(c_{1}+c_{2})t/2\leq r\leq c_{2}t$ },

$\Omega_{3}=\{(r, t)\in[0, \infty)^{2} : r\leq(c_{1}+c_{2})t/2\}$ .

斉次方程式の解については, $X(c_{1},1, \kappa)arrow W_{1},$ $X(c_{2},1,3\kappa)rightarrow W_{2}$ なので,

$||K_{c_{1}}[\varphi_{1}, \psi_{1}]||_{W_{1}}\leq||(\varphi_{1},\psi_{1})||_{Y(\kappa)}$, $||K_{\mathrm{c}_{2}}[\varphi_{2},\psi_{2}]||_{W_{2\sim}}<||(\varphi_{2}, \psi_{2})||_{Y(3\kappa)}$ (3.4)

が成り立つ. さらに, 次のア・プリオリ評価が得られるので, (3.1)-(3.2) に対応する積分

方程式は, $W_{1}\mathrm{x}W_{2}$ において小さな解を持つ.

Proposition 4. $c_{1}<c_{2},1/3<\kappa<1$ とすると,

$||L_{\mathrm{C}1}[fg]||w_{1\sim}<||f||_{W_{1}}||g||_{ll^{\prime_{2}}}$ , $||L_{\mathrm{c}2}[f^{3}]||_{W_{2\sim}}<||f||_{W_{1}}^{3}$

が成り立つ.

Proof. Lemma 1 により, $(t, x)\in[0, \infty)\cross \mathrm{R}^{3}$ に対して,

$|L_{c_{1}}[fg](t,x)|\leq||f||_{W_{1}}||g||_{W_{2}}I(r,t)$ , $I(r,t)= \frac{1}{2c_{1}r}$ $\int\int$

D。’(r,t)
$\frac{\lambda d\lambda ds}{w_{1}(\lambda,s)w_{2}(\lambda,s)}$

が成り立つ. よって, $(r, t)\in[0, \infty)^{2}$ に対して, $I(r,t)\leq\{w_{1}(r, t)\}^{-1}$ を示せば, 1 つ目の

不等式が従う. $\xi=c_{1}s+\lambda,$ $\eta_{j}=c_{j}s-\lambda(j=1,2)$ ,

$I_{j}(r, t)= \frac{1}{2c_{1}r}\int\int_{D_{\mathrm{c}_{1}}(r,t)\cap\Omega_{j}}\frac{\lambda d\lambda ds}{u11(\lambda,s)w_{2}(\lambda,s)}$ $(j=1,2,3)$

とおく. $(\lambda, s)\in\Omega_{1}\cup\Omega_{2}$ のとき, $\langle c_{1}s-\lambda\rangle$ と $\langle s+\lambda\rangle$ は同等であり, $(\lambda, s)\in\Omega_{3}$ のとき,

$\langle c_{2}s-\lambda\rangle$ と $\langle s+\lambda\rangle$ は同等であることに注意する.
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始めに, $I_{1}(r, t)$ を評価する. $3\kappa>1$ なので, $(r, t)\in[0, \infty)^{2}$ に対して,

$I_{1}(r, t)$ $\sim<$ $\frac{1}{r}\int\int_{D_{\mathrm{c}_{1}}(r,t)\cap\Omega_{1}}(1+\lambda+s)^{2+r}‘\cdot(1+\lambda-c_{2}s)^{3\kappa}\lambda d\lambda ds$

$\leq$ $\frac{1}{r}\int_{|\mathrm{c}_{1}t-r|}^{\mathrm{c}_{1}t+r}\frac{1}{(1+\xi)^{1+\kappa}}(\int_{-\xi}^{0}\frac{d\eta_{2}}{(1-\eta_{2})^{3\kappa}})d\xi\leq\frac{1}{r}\int_{|c_{1}t-r|}^{\mathrm{c}_{1}t+r}\frac{1}{(1+\xi)^{1+\kappa}}d\xi$ .

よって, Lemma 2 を使えば, $1/z_{1}(r,t)\geq 1$ だがら,

$I_{1}(r, t)< \sim\frac{1}{w_{1}(r,t)}$, $(r, t)\in[0, \infty)^{2}$ (3.5)

を得る. 特に, もし $(r, t)\in\Omega_{1}$ ならば, $D_{c_{1}}(r, t)\subset\Omega_{1}$ であり, $I(r, t)=I_{1}(r, t)$ となるので,

所要の評価が得られたことになる.

次に, $(r, t)\in\Omega_{2}$ とする. この場合, $I(r, t)=I_{1}(r, t)+I_{2}(r, t)$ であり, (3.5) より $I_{2}(r, t)$

のみを評価すればよいことが分かる. さて,

$I_{21}(r, t)= \frac{1}{2c_{1}r}\int\int_{D_{\mathrm{c}_{1}}(r,t)\cap\Omega_{2}}\frac{\lambda}{(s+\lambda\rangle^{2+\kappa}\langle c_{2}s-\lambda\rangle}d\lambda ds$ ,

$I_{22}(r, t)= \frac{1}{2c_{1}r}$ $\int\int$

D。l
$(r,t) \cap\Omega_{2}\frac{(c_{2}s-\lambda)1\mathrm{o}\mathrm{g}(2+c_{2}s-\lambda)}{\langle s+\lambda\rangle^{2+\kappa}\langle c_{2}s-\lambda\rangle}d\lambda ds$

とおくと, I2 $(r, t)=I_{21}(r,t)+I_{22}(r, t)$ であり, それぞれ変数変換すれば,

$I_{21}(r, t)< \sim\frac{1}{r}\int_{0}^{c_{2}t-r}\int_{\xi(\eta_{2})}^{r+e_{1}t}.\frac{1}{(1+\xi)^{1+\kappa}(1+\eta_{2})}d\xi d\eta_{2}$,

$I_{22}(r, t)< \sim\frac{1}{r}\int_{0}^{\mathrm{c}_{2}t-r}\int_{\xi(\eta 2}^{r+\mathrm{c}_{1}t}.)\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}(2+\eta_{2})}{(\mathrm{l}+\xi)^{2+\kappa}}d\xi d\eta_{2}$

となる. 但し,

$\xi^{*}(\eta_{2})=\frac{c_{1}+c_{2}}{c_{2}-c_{1}}(r-c_{1}t)+\frac{2c_{1}}{c_{2}-c_{1}}\eta_{2}$

とおいた. $c_{2}>c_{1},$ $\eta_{2}>0$ より

r+clt-\mbox{\boldmath $\xi$}ゝ(\eta 2) $\leq\frac{2c_{1}}{c_{2}-c_{1}}(c_{2}t-r)$ , $\xi^{*}(\eta_{2})\geq r-c_{1}t$

が成り立つので,

$I_{21}(r, t)$ � $\frac{1}{r}\int_{0}^{\mathrm{c}_{2}t-r}\frac{r+c_{1}t-\xi^{*}(\eta_{2})}{(1+\xi^{*}(\eta_{2}))^{1+\kappa}(1+\eta_{2})}d\eta_{2}$ (3.6)

く $\frac{(c_{2}t-r)1\mathrm{o}\mathrm{g}(2+c_{2}t-r)}{r(1+r-c_{1}t)^{1+\kappa}}$ ,

$I_{22}(r, t)$ $\sim<$ $\frac{1}{r}\int_{f-\mathrm{c}_{1}t}^{\mathrm{r}+c_{1}t}\frac{d\xi}{(1+\xi)^{2+\kappa}}\int_{0}^{c_{2}t-r}\log(2+\eta_{2})d\eta_{2}$ (3.7)

$\sim<$ $\frac{(c_{2}t-r)1\mathrm{o}\mathrm{g}(2+c_{2}t-r)}{(1+t+r)(\mathrm{l}+r-c_{1}t)^{1\dagger\kappa}}$
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を得る. $\Omega_{2}$ では, $(1+r-c_{1}t)$ と $(1+t+r)$ は同等なので,

$I_{2}(r, t)< \sim\frac{1}{w_{1}(r,t)}$ , $(r, t)\in\Omega_{2}$

が従う. よって, $(r, t)\in\Omega_{2}$ の場合にも, 所要の評価が得られた.

最後に, $(r, t)\in\Omega_{3}$ とする. このとき, $I(r, t)=I_{1}(r, t)+I_{2}(r, t)+I_{3}(r, t)$ . Lemma 2 を

使えば,

$I_{2}(r, t)$ $\sim<$ $\frac{1}{r}\int_{|\mathrm{c}_{1}t-r|}^{\mathrm{c}_{1}t+r}\frac{1}{(1+\xi)^{1+\kappa}}(\int_{0}^{c_{2}\xi/\mathrm{c}_{1}}\frac{\log(2+\eta_{2})}{1+\eta_{2}}d\eta_{2})d\xi$ (18)

$\leq$ $\frac{1}{r}\int_{|\mathrm{c}_{1}t-r|}^{\mathrm{c}_{1}t+r}\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{2}(2+\xi)}{(\mathrm{l}+\xi)^{1+\kappa}}d\xi<\sim\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{2}(2+|c_{1}t-r|)}{(1+t+r)(1+|c_{1}t-r|)^{\kappa}}$

が得られる. また, $\kappa<1$ に注意し, 再び Lemma 2 を使えば,

$I_{3}(r, t)$ $\sim<$ $\frac{1}{r}\int_{|\mathrm{c}_{1}t-r|}^{\mathrm{c}_{1}t+r}\frac{1}{(1+\xi)^{2}}(\int_{-\xi}^{\xi}\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{2}(2+|\eta_{1}|)}{(1+|\eta_{1}|)^{\kappa}}d\eta_{1})d\xi$ (3.9)

$\sim<$ $\frac{1}{r}\int_{|c_{1}t-r|}^{\mathrm{c}_{1}t+r}\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{2}(2+\xi)}{(\mathrm{l}+\xi)^{1+\kappa}}d\xi\leq\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{2}(2+|c_{1}t-r|)}{(1+t+r)(1+|c_{1}t-r|)^{\kappa}}$

が従う. よって, (3.5) を思い出せば, $(r, t)\in\Omega_{3}$ の場合にも, 所要の評価が成り立つことが

分かる.

次に, Proposition 4 の 2 つ目の不等式を示す. Lemma 1 により, $(t, x)\in[0, \infty)\mathrm{x}\mathrm{R}^{3}$ に

対して,

$|L_{\mathrm{c}_{2}}[f^{3}](t, x)|\leq||f||_{W_{1}}^{3}J(r, t)$ , $J(r, t)= \frac{1}{2c_{2}r}$ $\int\int$

D。2(l, $t$)
$\frac{\lambda d\lambda ds}{w_{1}(\lambda,s)^{3}}$

が成り立つ. よって, $(r, t)\in[0, \infty)^{2}$ に対して, $J(r, t)\leq\{w_{2}(r,t)\}^{-1}$ を示せばよい.

$\xi=c_{2}s+\lambda,$ $\eta_{j}=c_{j}s-\lambda(j=1,2)$ ,

$J_{j}(r, t)= \frac{1}{2c_{2}r}\int\int_{D_{\mathrm{c}_{2}}(r,t)\cap\Omega_{j}}\frac{\lambda d\lambda ds}{w_{1}(\lambda,s)^{3}}$ $(j=1,2,3)$

とおく.

始めに, $J_{1}(r, t)$ を評価する. $(r, t)\in[0, \infty)^{2}$ に対して,

$J_{1}(r, t)$ $\sim<$ $\frac{1}{r}\int\int_{D_{\epsilon_{2}}(r,t)\cap\Omega_{1}}\frac{\lambda d\lambda ds}{(1+\lambda+s)^{3+3\kappa}}$ (3.10)

$\sim<$ $\frac{1}{r}\int_{|\mathrm{c}_{2}t-t|}^{c_{2}t+f}\frac{1}{(1+\xi)^{2+3\kappa}}(\int_{-\xi}^{0}d\eta_{2})d\xi<\sim\frac{1}{r}\int_{|\mathrm{c}_{2}t-r|}^{\mathrm{c}_{2}t+r}\frac{d\xi}{(1+\xi)^{1+3_{\hslash}}\backslash }$

を得る. 故に, Lemma 2 より,

$J_{1}(r,t)< \sim\frac{1}{w_{2}(r,t)}$ , $(r,t)\in[0, \infty)^{2}$ (3.11)
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が成り立つ. 特に, もし $(r, t)\in\Omega_{1}$ ならば, $J(r, t)=J_{1}(r, t)$ なので, 所要の評価が得られ

たことになる.

次に, $(r, t)\in\Omega_{2}\cup\Omega_{3}$ の場合を考える. $3\kappa>1$ なので, Lerruna 2 を使うと,

$J_{2}(r, t)$ $\sim<$ $\frac{1}{r}\int_{c_{2}t-r}^{c_{2}t+r}\frac{1}{(1+\xi)^{2+3\kappa}}(\int_{0}^{\xi}\log^{3}(2+\eta_{2})d\eta_{2})d\xi$

$\leq$ $\frac{1}{r}\int_{c_{2}t-f}^{c_{2}t+r}\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{3}(2+\xi)}{(\mathrm{l}+\xi)^{1+3\kappa}}d\xi\sim\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{3}(2+c_{2}t-r)}{(1+t+r)(1+c_{2}t-r)^{3\kappa}}<$ (3.12)

$\sim<$ $\frac{1}{(1+t+r)(1+c_{2}t-r)}$

を得る. また, $3\kappa>1$ より,

$J_{3}(r, t)$ $\leq$ $\frac{1}{r}\int_{\mathrm{c}_{2}t-r}^{c_{2}t+r}\frac{1}{(1+\xi)^{2}}(\int_{-\xi}^{c_{1}\xi/\mathrm{c}_{2}}\frac{1\mathrm{o}\mathrm{g}^{6}(2+|\eta_{1}|)}{(1+|\eta_{1}|)^{3\kappa}}d\eta_{1})d\xi$ (3.13)

$\sim<$ $\frac{1}{r}\int_{c_{2}t-r}^{c_{2}t+r}\frac{d\xi}{(1+\xi)^{2}}\sim<\frac{1}{(1+t+r)(1+c_{2}t-r)}$

が導かれる. 従って, (3.11) とあわせて, 所要の評価が得られる. 以上により, Propsoition

4 が示された. $\square$
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