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1 はじめに

非正則分布族の典型である 1 母数切断分布族の母数の推定問題を考える. この切断分布
の密度の台が区間で, それが母数に依存する場合には, その母数に対する 2次元十分統計
量が存在するが, 1 次元十分統計量は一般には存在しない, そのような場合の最尤推定量,
Bayes推定量, Pitman 推定量, 最大確率推定量等の漸近的な比較は行われている ([001],
[OAOI], [AO02] $)$ . Lかし, その場合でも台の区間の両端を母数の関数と見なしてそれらに
単調性があれば, 1 次元十分統計量が存在 $\text{し}$. ’かつそれは完備にもなっている. そこで, 母数
の関数の推定量として, 完備十分統計量の関数になる一様最小分散不偏推定量 (UMVUE)
を得るので, UMVUE の漸近分布を求めることができ, 一方, 最尤推定量 (MLE) の漸近分
布も求めることができる ([BMGOI]). 本論においては, まず, [BMGOI] の結果を紹介し,
様々なリスクによる漸近相対効率の概念を用いて, UMVUE に対する MLE の効率を求め
る. また, 期待絶対損失による下界を求め, それを達成する推定量について考察する.

21 母数切断分布の場合の不偏推定
$X_{1},$ $\cdots,$

$X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも密度 $p(x, \theta)(\theta\in\subset \mathrm{R}^{1})$ をもつ分布に従う実
確率変数とする. まず, $p(\cdot, \theta)$ について次の条件 (A) を仮定する.
(A) $g(x)$ を開区間 $(a(\theta), b(\theta))$ 上の連続な正値関数で, $\theta\in\in \mathrm{R}^{1}$ とし,

$p(x, \theta)=\frac{g(x)}{G(\theta)}\mathcal{X}_{(a(\theta),b(\theta))}(x)$ (2.1)

である. ただし, a(の く $b(\theta)(\theta\in),$ $G( \theta)=\int_{a(\theta)}^{b(\theta)}g(x)dx$ で, $\mathcal{X}_{(a(\theta),b(\theta))}(\cdot)$ は区間
$(a(\theta), b(\theta))$ の定義関数とする.
いま, $X(1):=\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}1\leq i\leq nX\dot{l},$ $X(n):= \max_{1\leq i\leq n}X$: とおくとき, 条件 (A) の下では, 2次元

統計量 $(X(1), X(n))$ は $\theta$ に対する十分統計量であるが, 一般には $\theta$ に対する 1 次元十分統
計量は存在しない. しかし, $a(\cdot)$ , $b(\cdot)$ に単調性があれば, 次のようになることが知られて
いる.

(i) $a(\cdot)$ が狭義の増加関数で, $b(\cdot)$ が狭義の減少関数ならば, $\theta$ に対する 1 次元十分統計量は

$W_{1}^{(n)}:= \min\{a^{-1}(X(1)), b^{-1}(X(n))\}$
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(ii) $a(\cdot)$ が狭義の減少関数で, $b(\cdot)$ が狭義の増加関数ならば, $\theta$ に対する 1 次元十分統計量は

$vV_{2}^{(n)}:= \max\{a^{-1}(X(1)), b^{-1}(X(n))\}$

である.

上記の統計量 $W_{i}^{(n)}(i=1,2)$ は $\theta$ に対して完備になる ([HC56], [SO91]). また, 各 $i$ につ

いて, $W_{i}^{(n)}$ の分布族を $F_{i}(G)$ とする. ここで, 各 $i$ について, 母数 $\theta$ の推定可能関数 $v(\theta)$ の

集合を
$\mathcal{E}_{n}(\mathcal{F}_{i}(G)):=\{v$ : $\Thetaarrow \mathrm{R}^{1}|\exists_{\hat{v}_{n}\mathrm{s}.t.E_{\theta}[\hat{v}_{n}(W_{\dot{\iota}}^{(n)})]=v(\theta)},$ $\forall_{\theta\in\}}$

で定義する. このとき, 各 $i$ について $v\in \mathcal{E}_{n}(F_{i}(G))$ で, $V_{\theta}[\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)}.)]<\infty(\theta\in\Theta)$ な

らば, 関数 $v$ は UMVU(一様最小分散不偏) 推定可能になる. すなわち $v(\theta)$ の (有限分散
をもつ)UMVU推定量は存在する. また, 各 $i$ について, UMVU推定可能な関数の集合を

$\mathcal{U}_{n}(\mathcal{F}_{1}.(G))$ とする. このとき, 各 $i$ について, 絶対連続関数 $v(\in \mathcal{E}_{n}(F_{1}.(G)))$ に対する不偏推

定量は

$\hat{v}_{n}(W_{i}^{(n)}):=v(W_{1}^{(n)}.)+,\frac{G(W_{1}^{(n)})}{nG(W_{\dot{l}}^{(n)})}.v’(W_{}^{(n)})$ (2.2)

になり, また, $V_{\theta}[\hat{v}_{n}(W_{\dot{\iota}}^{(n)})]<\infty$ならば , $\hat{v}_{n}(W_{i}^{(n)})$ は $v(\theta)$ の UMVU推定量になる ([T59],
[K85] $)$ .
例 2.1 $X_{1},$ $\cdots,$

$X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも一様分布 $U(-\theta, \theta)(\theta>0)$ に従うとき,

$W_{2}^{(n)}= \max\{-X_{(1)}, X_{(n)}\}$

になる.
例 22 $X_{1},$ $\cdots,$

$X_{n}$ をたがいに独立に, いずれも密度

$p(x, \theta)=\frac{\phi(x)}{2\Phi(\theta)-1}\mathcal{X}_{(-\theta,\theta)(X)}$ $(\theta>0)$

をもつ切断正規分布に従うとする. ただし, $\phi,$ $\Phi$ はそれぞれ標準正規分布 $N(0,1)$ の密度,

分布関数とする. このとき, $\theta$ の完備十分統計量は $W_{2}^{(n)}= \max\{-X(1), X(n)\}$ になる.

31 母数切断分布の場合の推定量の漸近分布
分布族 $\mathcal{F}_{1}(G)$ において, 与えられた推定可能関数 v(\in un(F、(G))) の最尤推定量 (MLE)

と UMVU 推定量の漸近分布を求める ([BMGOI]). まず, $B(\theta)$ を $\theta$ の近傍とし, 任意の
$\theta’\in B(\theta)\subset\Theta$ について $\theta$’の $r$ 次導関数 $v^{(r)}(\theta’)$ が存在して連続であるとき, $v$ は $B(\theta)$ に

おいて $C^{r}$ 級であるといい, v\in Cr(B(の) で表わす.

いま, (i) の場合に $1/V_{1}^{(n)}$ は $\theta$ の MLE であるから, MLE の不変性から $v(\theta)$ の MLE は
$v(1W_{1}^{(n)})$ になる.
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定理 3.1([BMGOI]) (MLE の漸近分布). $v$ を $r \ovalbox{\tt\small REJECT}_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}\min\{k|v^{(k)}(\ovalbox{\tt\small REJECT}\neq 0\}$ でかつ $vCC^{r}(B(\theta))$

となる関数とし, $G\mathrm{C}$ C2(B(の) とする. このとき

$\frac{n^{r}}{A_{r}(\theta)}\{v(W_{1}^{(n)})-v(\theta)\}arrow Y^{r}L$ $(narrow\infty)$

である. たたし, $arrow L$ は法則収束を意味し, $Y$ は密度 $f(y)=e^{-y}(y>0)$ をもつ指数分布
$E(0,1)$ Iこ従う確率変数とし,

$A_{r}( \theta):=\frac{v^{(r)}(\theta)}{r!}\frac{G^{r}(\theta)}{\{-G’(\theta)\}^{r}}$ (3.1)

とする.
定理 32([BMGOI])(UMVU 推定量の漸近分布). $v$ を $r:= \min\{k|v^{(k)}(\theta)\neq 0\}$ でかつ

$v\in C^{r+1}(B(\theta))$ となる絶対連続関数とし, $\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)})$ を (2.2) で定義されるとする. また,
$G\in C^{r+1}(B(\theta))$ とする. このとき

$\frac{n^{r}}{A_{r}(\theta)}\{\hat{v}_{n}(W\{^{n)})-v(\theta)\}arrow Y^{r}-rY^{r-1}L$ $(narrow\infty)$

である. ただし, $Y$ は指数分布 $E(0,1)$ ?こ従う確率変数とし,

$A_{r}( \theta):=\frac{v^{(r)}(\theta)}{r!}\frac{G^{r}(\theta)}{\{-G’(\theta)\}^{t}}$

とする.

4 推定量の漸近相対効率

一般に, 母数 $\theta$ をもつ分布からの大きさ $n$ の無作為標本 $X=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ に基づ

く, $\theta$ の関数 v(のの 2 つの推定量 $\delta_{1,n}=\delta_{1,n}(X),$ $\delta_{2,n}=\delta_{2,n}(X)$ がリスク $R(\theta, \delta_{1,n})>$

$0,$ $R(\theta, \delta_{2,n})>0$ をもち, $narrow\infty$ のときいずれも 0 に収束するとする. ここで, $k_{n}$ を

$k_{n}:= \min\{k\in N|R(\theta, \delta_{2,k})\leq R(\theta, \delta_{1,n})\}$

で定義する. ただし, $N$ は自然数全体の集合とする. いま, $\lim_{narrow\infty}k_{n}/n$ が存在するとき,
$\delta_{1,n}$ に対する $\delta_{2,n}$ の漸近リスク効率 (asymptotic risk efficiency, 略して AR司を

$\mathrm{A}\mathrm{R}\mathrm{E}(\delta_{2,n};\delta_{1,n}):=\lim\underline{k_{n}}$ (4.1)
$narrow\infty n$

で定義する.
定理 4.1 $r>0$ について

$n^{r}R(\theta, \delta_{j,n})=\tau_{j}^{2}+o(1)$ $(narrow\infty)$ , $j=1,2$ (4.2)
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$-C^{\backslash }\backslash ,$ $\tau_{j}^{2}>0(j=1,2)kT$. $=\sigma\supset\geq \mathrm{g}$

ARE $( \delta_{2,n};\delta_{1,n})=(\frac{\tau_{2}^{2}}{\tau_{1}^{2}})1/\Gamma$ (4.3)

である.
証明. ます, リスク $R(\theta, \delta_{1,n}),$ $R(\theta, \delta_{2,n})$ はいずれも正値をとり, $narrow\infty$ とすると 0 に収束
するから, $narrow\infty$ のとき kn\rightarrow \otimes {こなる. 次{こ, $k_{n}$ の定義から

$R(\theta, \delta_{2,k_{n}})\leq R(\theta, \delta_{1,n})<R(\theta, \delta_{2,k_{n}-1})$

になり, (4.2) から十分大きい $n$ こついて

$k_{n}^{-r}(\tau_{2}^{2}+o(1))\leq n^{-r}(\tau_{1}^{2}+o(1))<(k_{n}-1)^{-r}(\tau_{2}^{2}+o(1))$

になる. そこで, この不等式の辺々に $k_{n}^{r}$ をかけると

$\tau_{2}^{2}+o(1)\leq\frac{k_{n}^{r}}{n^{r}}(\tau_{1}^{2}+o(1))<(\frac{k_{n}}{k_{n}-1})^{f}(\tau_{2}^{2}+o(1))$

になるから

$( \tau_{2}^{2}+o(1))^{1/r}\leq\frac{k_{n}}{n}(\tau_{1}^{2}+o(1))^{1/r}<\frac{k_{n}}{k_{n}-1}(\tau_{2}^{2}+o(1))^{1/t}$

になり

$\{\frac{\tau_{2}^{2}+o(1)}{\tau_{1}^{2}+o(1)}\}^{1/r}\leq\frac{k_{n}}{n}<\frac{k_{n}}{k_{n}-1}\{\frac{\tau_{2}^{2}+o(1)}{\tau_{1}^{2}+o(1)}\}^{1/f}$

になる. よって

$\ovalbox{\tt\small REJECT}\frac{k_{n}}{n}=(\frac{\tau_{2}^{2}}{\tau_{1}^{2}})^{1/r}$

{こなり, (4.1) から

$\mathrm{A}\mathrm{R}\mathrm{E}(\delta_{2,n}; \delta_{1,n})=(\frac{\tau_{2}^{2}}{\tau_{1}^{2}})1/r$

が成り立つ. 口

次に, 前節の設定の下で, $X$ に基づく, $\theta$ の関数 $v(\theta)$ の推定量 $\delta_{n}(X)$ のリスク $R$ として,

漸近平均 2乗誤差 (asymptotic mean squared error, 略して AMSE), すなわち $\delta_{n}$ の漸近分

布による MSE, $E_{\theta}[\{\delta_{n}(X)-v(\theta)\}^{2}]$ , 漸近平均絶対誤差 (asymptotic mean absolute error,
略して AMAE), すなわち $\delta_{n}$ の漸近分布による MAE, $E_{\theta}l(\mathit{5}_{n}(X)-v(\theta)|]$ を考える.

定理 42([BMGOI]). リスク $R$ として MSE をとれば, 定理 3.1, 32 の条件の下で, $v(’\theta)$ の

MLE $v(W_{1}^{(n)})$ に対する UMVU推定量 $\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)})$ の ARE は,

ARE $( \hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)});v(W_{1}^{(n)}))=\{\frac{r}{2(2r-1)}\}^{1/(2r)}$ (4.4)
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$\equiv\overline{\beta}\mathrm{j}\mathrm{E}\mathrm{B}fll\mathrm{L}’\supset\iota\backslash \vee \mathrm{c}[] \mathrm{J},\acute{j\mathrm{E}}\Phi 3.1$ \ddagger $\mathfrak{h}v(\theta)\sigma \mathit{3}$ MLE, $v(\mathrm{I}\pi^{\gamma_{1}^{(n)}}),$ $\sigma\supset \mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}$

$\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{S}\mathrm{E}_{\theta}(v(\mathrm{P}\mathrm{f}^{\gamma_{1}^{(n)}}))\approx\frac{(2r)!A_{r}^{2}(\theta)}{n^{2r}}$

を得, 定理 32 より v(のの UMVU推定量 $\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)})$ の AMSE, すなわち漸近分散

$V_{\theta}( \hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)}))\approx\frac{r^{2}A_{r}^{2}(\theta)\Gamma(2r-1)}{n^{2r}}$ (4.5)

を得るから, 定理 41 より (4.4) を得る. (4.4) の右辺は 1 未満になるから, (4.1) より, $n$ が

大きいとき

$k_{n} \approx\{\frac{r}{2(2r-1)}\}^{1/(2r)}n$

になり, 漸近的には UMVU推定量はMLE より良いことが分かる. 特に $r=1$ のときには,
$k_{n}\approx 0.707n$ となり, 同じリスクを冒す場合には UMVU推定量は MLE より標本の大きさ
が約 30%減らせることを意味する.
定理43 リスク $R$ として平均絶対誤差をとれば, 定理 3.1, 3.2 の条件の下で, $v(\theta)$ の MLE
$v(W_{1}^{(n)})$ に対する UMVU推定量 $\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)})$ の ARE は, $r>0$ について

ARE $( \hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)});v(W_{1}^{(n)}))=(\frac{2r^{r-1}e^{-r}}{\Gamma(r)})^{1/f}$ (4.6)

である.

証明については, 定理 3.1 より v(のの MLE $v(W_{1}^{(n)})$ の AMAE

$\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{E}_{\theta}(v(W_{1}^{(n)}))=E_{\theta}[|v(W_{1}^{(n)})-v(\theta)|]\approx|A_{r}(\theta)|\Gamma(1+r)/n^{r}$

を得, 定理 32 より $v(\theta)$ の UMVU推定量 $\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)})$ の AMAE

$\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{E}_{\theta}(\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)}))=E_{\theta}[|\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)})-v(\theta)|]\approx 2|A_{r}(\theta)|r^{r}e^{-r}/n^{r}$

を得るから, 定理 4.1 より (4.6) を得る. (4.6) において, Stirling の公式を用いると, $r$ が大
きいとき

$\mathrm{A}\mathrm{R}\mathrm{E}arrow_{n}(W(^{n)});v(W_{1}^{(n)}))\approx(\frac{2}{\pi r})^{1/(2r)}$ (4.7)

となり, (4.7) の右辺は 1 未満であり, $n$ が大きいとき

ぃ $( \frac{2}{\pi r})^{1/(2r)}n$

となり, 漸近的には UMVU 推定量は MLE より良いことが分かる. 特に, $r=1$ のとき,
(4.6) より $k_{n}\approx(2/e)n$ � $0.736n$ [こなる.
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さらに, リスク $R$ として, $v(\theta)$ の推定量 $\delta(X)$ について, 任意の $\epsilon>0$ に対して $\delta$ の漸近

誤差確率 (asymptotic error probability, 略して AEP) $P_{\theta}\{I\zeta_{r}(\theta)|\delta(X)-v(\theta)|>\epsilon\}$ をとる.

ただし, $K_{r}(\theta)$ は正規化定数とする.
定理 44 リスク $R$ として $\mathrm{E}\mathrm{P}$ をとれば, 定理 3.1, 3.2 の条件の下で, $v(\theta)$ の MLE $v(W_{1}^{(n)})$

に対する UMVU推定量 $\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)})$ の相対漸近誤差確率 (relative AEP, 略して RAEP) は次

のようになる.
(i)

.
$r=1$ のとき

$-1-\mathrm{r}/\wedge’\tau \mathrm{r}rln1\backslash$ $\prime \mathrm{r}\mathrm{r}rln)_{\backslash }\backslash$

$\mathrm{E}\mathrm{P}_{\theta}(\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)}))$

RAEP $( \hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)});v(W_{1}^{(n)})):=\frac{\mathrm{D}\mathrm{f}_{\theta(}’v_{n(\mathrm{i}JJ}VV\prime}{\mathrm{E}\mathrm{P}_{\theta}(v(W_{1}^{(n)}))}$

$\approx\{$

$e^{-1}$ $(\epsilon>1)$ ,
$e^{\epsilon}-e^{-1+2\epsilon}+e^{-1}$ $(0<\epsilon\leq 1)$ .

(ii) $r\geq 2$ のとき

RAEP $(\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)});v(W_{1}^{(n)}))\approx\{$

$\exp[-\{y(\epsilon)-\epsilon^{1/r}\}]$ $(\epsilon>(r-1)^{r-1})$ ,

$e^{\epsilon^{1/r}}\{e^{-y1(\epsilon)}-e^{-y_{2}(\epsilon)}+e^{-y\mathrm{a}(\epsilon)}\}$ $(0<\epsilon\leq(r-1)^{r-1})$

である. ただし, $\epsilon>(r-1)^{r-1}$ のとき $y^{r}-ry^{r-1}=\epsilon$ となる $y$ を $y(\epsilon)$ とし, また $0<\epsilon\leq$

$(r-1)^{r-1}$ のとき一 yf+ryf-l $=\epsilon$ となる $y$ を $y_{1}(\epsilon),$ $y_{2}(\epsilon)(y_{1}(\epsilon)\leq y_{2}(\epsilon))$ とし, $y^{r}-ry^{r-1}=\epsilon$

となる $y$ を $y_{3}(\epsilon)$ とする.

証明の概略. まず, MLE の AEP は, $r\geq 1$ について

$\mathrm{A}\mathrm{E}\mathrm{P}_{\theta}(v(W_{1}^{(n)}))=P_{\theta}\{|\frac{n^{r}}{A_{r}(\theta)}$ (v(WIn) $)$ –v(の) $1>\epsilon\}\approx e^{-\epsilon^{1/r}}$ (4.8)

となる. また, UMVU推定量の AEP は

$\mathrm{A}\mathrm{E}\mathrm{P}_{\theta}(\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)}))\approx P\{|Y^{r}-rY^{r-1}|>\epsilon\}$

$= \int_{\{y:|y^{r}-ry^{r-1}|>\epsilon\}}e^{-y}dy$ (4.9)

となる. ここで, (4.9) の積分範囲について考える.
(i) $r=1$ の場合. (4.9) は, $n$ が大きいとき

$\mathrm{A}\mathrm{E}\mathrm{P}_{\theta}(\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)}))\approx\{\begin{array}{l}\int_{1+\epsilon}^{\infty}e^{-y}dy\int_{0}^{1-\epsilon}e^{-y}dy+\int_{1+\epsilon}^{\infty}e^{-y}dy\end{array}$

$=\{$

$e^{-(1+\epsilon)}$ $(\epsilon>1)$ ,
$1-e^{-(1-\epsilon)}+e^{-(1+\epsilon)}$ $(0<\epsilon\leq 1)$

(4.10)

となる (図 4.1 参照). よって, (4.8), (4.10) より, 大きい $n$ について

RPE $(\hat{v}_{n}(\mathcal{V}V_{1}^{(n)});v(W_{1}^{(n)}))\approx\{$

$e^{-1}$ $(\epsilon>1)$ ,
$e^{\epsilon}-e^{-1+2\epsilon}+e^{-1}$ $(0<\epsilon\leq 1)$ .
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図 41 $r=1$ の場合の $|y-1|>\epsilon$ のグラフ

を得る.
(ii) $r\geq 2$ の場合. $\epsilon>(r-1)^{r-1}$ のとき $y^{r}-ry^{r-1}=\epsilon$ となる $y$ を $y(\epsilon)$ とし, $0<\epsilon\leq$

図 42 $r\geq 2$ の場合の $|y^{f}-ry^{r-1}|>\epsilon$ のグラフ

$(r-1)^{r-1}$ のとき $-y^{r}+ry^{r-1}=\epsilon$ となる $y$ を $y_{1}(\epsilon),$ $y_{2}(\epsilon)$ (ただし $y_{1}(\epsilon)\leq r-1\leq y_{2}(\epsilon)<r$ )
とし, $y^{r}-ry^{r-1}=\epsilon$ となる $y$ を $y_{3}(\epsilon)$ とすれば, (4.9) は, $n$ が大きいとき

$\mathrm{A}\mathrm{E}\mathrm{P}_{\theta}(\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)}))\approx\{$

$\int_{y(\epsilon)}^{\infty}e^{-y}dy$

$\int_{y_{1}(\epsilon)}^{y_{2}(\epsilon)}e^{-y}dy+\int_{ys(\epsilon)}^{\infty}e^{-y}dy$
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-

$e^{-y(\prime)}$ $(\epsilon>(r-"-1)$ ,
-

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{y_{1}(\epsilon)}-\ovalbox{\tt\small REJECT}^{y2(\epsilon)}+e^{-y_{3}(\epsilon)}$ $(0<\mathrm{c}\ovalbox{\tt\small REJECT}(_{7}-1)^{r-1})$

(4.11)

となる (図 42 参照). よって, (4.8), (4.11) より, 大きい $n$ について

RAEP $(\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)});v(W_{1}^{(n)}))\approx\{$

$\exp[-\{y(\epsilon)-\epsilon^{1/r}\}]$ $(\epsilon>(r-1)^{r-1})$ ,

$e^{\epsilon^{1/t}}\{e^{-y_{1}(\epsilon)}-e^{-y_{2}(\epsilon)}+e^{-y\mathrm{s}(\epsilon)}\}$ $(0<\epsilon\leq(r-1)^{r-1})$

を得る. 口

次に, $v(\theta)$ の MLE $v(W_{1}^{(n)})$ は漸近的な偏りをもつので, それを補正した MLE

$v^{*}(W_{1}^{(n)}):=v(W_{1}^{(n)})- \frac{r!}{n^{r}}A_{r}(W_{1}^{(n)})$

を考えると, これは $v(\theta)$ の漸近不偏推定量になる. ただし, $A_{r}(\cdot)$ は (3.1) で定義されたも

のとする.
定理 45 $v(\theta)$ の補正MLE $v^{*}(W_{1}^{(n)})$ に対する UMVU推定量 $\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)})$ の漸近分散 {こよる

ARE は

ぃ。$(\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)});v^{*}(W_{1}^{(n)}))=\{$ $\frac{r^{2}\Gamma(2r-1)}{\Gamma(2r+1)-\Gamma^{2}(r+1)}\}^{1/(2r)}$ (4.12)

である.
証明については, 定理 3.1 エり $v(\theta)$ の補正MLE $v^{*}(W_{1}^{(n)})$ の AMSE, すなわち漸近分散 [ま

$V_{\theta}(v^{*}(W \mathrm{r}^{n)}))\approx\frac{A_{r}^{2}(\theta)}{n^{2r}}\{\Gamma(2r+1)-\Gamma^{2}(r+1)\}$

であり, また $v(\theta)$ の UMVU推定量 $\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)})$ の漸近分散は (4.5) であるから, 定理 4.1 より

(4.12) を得る. 特に, $r$ が大きいとき, Stirling の公式より

ARE $(\hat{v}_{n}(W_{1}^{(n)});v^{\mathrm{r}}(W_{1}^{(n)}))\approx 1$

になる.

5 推定量の期待絶対損失による漸近有効性

も論じる.
補題 5.1 $\{X_{n}\}$ , $\{Y_{n}\}$ を 2 つの非負値確率変数列とし, それらの密度 [ま存在し, 各 $n$ [こつ

いて $E(X_{n}),$ $E(Y_{n})$ は有限確定であるとする. また》関数 $M$ が存在して,

$P\{Y_{n}\geq x\}\leq M(x)$ , $\int_{0}^{\infty}M(x)dx<$、
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とする. もし,
$\lim_{narrow\infty}P\{X_{n}\leq a\}\leq\lim_{narrow\infty}P\{Y_{n}\leq a\}$ , $a>0$

ならば
$\lim_{narrow\infty}E(X_{n})\geq\lim_{narrow\infty}E(Y_{n})$

である.

証明は Fatou の補題を用いればよい. いま, $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ をたがいに独立に, \mbox{\boldmath $\nu$}‘ず

れも密度 $p(x, \theta)(\theta\in)$ をもつ分布に従う確率変数列とする. ただし, $$ は $\mathrm{R}^{1}$ の開区間と

する. ここで, $\theta$ の推定量 $\hat{\theta}_{n}=\hat{\theta}_{n}(X)$ について, 任意の $\theta\in \mathrm{O}-$ に対して正数 $\delta$ が存在して

$\lim_{narrow\infty}\sup_{\theta\theta:|-\theta|<\delta}|P_{\theta}\{\hat{\theta}_{n}\leq\theta\}-\frac{1}{2}|=0$, $\lim_{narrow\infty}\sup_{\theta\theta:|-\theta|<\delta}|P_{\theta}\{\hat{\theta}_{n}\geq\theta\}-\frac{1}{2}|=0$

となるとき, $\hat{\theta}_{n}$ を漸近中央値不偏 (asymptotically median unbiased , 略して AMU) 推定

量であるという. ただし, $X=(X_{1}, \cdots, X_{n})$ とする. さて, $\theta$ の任意の AMU推定量 $\hat{\theta}_{n}$ に

ついて

$\varlimsup_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{n}-\theta|\leq t\}\leq\beta_{\theta}(t)$ , $t>0$ (5.1)

となる関数 $\beta_{\theta}(\cdot)$ が存在し, また

$\beta_{\theta}(t)=\lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{n}^{*}-\theta|\leq t\}$ , $t>0$ (5.2)

となる ( $\theta$ の) $\mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{U}$ 推定量�$n*(X)$ が存在したとする. このとき, (5.1), (5.2) およひ補題 5.1
より, 任意の AMU推定量 $\hat{\theta}_{n}$ について

$\varliminf_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{n}-\theta|]\geq.\lim_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{n}^{*}-\theta|]$ (5.3)

になる. よって, (5.3) の右辺は $\theta$ の AMU 推定量の絶対損失に関するリスク (期待絶対損
失) の下界を与える. さらに

$\lim_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{n}^{*}-\theta|]=\int_{0}^{\infty}\{1-\beta_{\theta}(t)\}dt$ (5.4)

になる. よって (5.3), (5.4) より次の命題を得る.
定理 5.1 $\theta$ の任意の AMU推定量 $\hat{\theta}_{n}$ について

$\varliminf_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{n}-\theta|]\geq\int_{0}^{\infty}\{1-\beta_{\theta}(t)\}dt$

である.

例 5.1 (一様分布). $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$
$X_{n},$ $\cdots$ をたがいに独立に, いすれも一様分布 $U(\theta-(1/2),$ $\theta+$

$(1/2))$ に従う確率変数列とする. このとき, $\theta$ の任意の AMU推定量 $\hat{\theta}_{n}$ について

$\varlimsup_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{n}-\theta|\leq t\}\leq 1-e^{-2t}$ , $t>0$
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$l \subset tfU,\hat{\theta}_{n}^{*}:=(\min_{1\leq i\leq n}X_{i}+\max_{1\leq i\leq n}X_{i})/2\#\mathrm{L}\theta \mathit{0})$ AMU $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\not\in\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{T}^{\backslash }\backslash$

$\lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{n}^{*}-\theta|\leq t\}=1-e^{-2t}$, $t>0$

になる ([A82]). よって, (5.2), (5.4), 定理 5.1 より, $\theta$ の任意の AMU推定量�$n$
について

$\varliminf_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{n}-\theta|]\geq\frac{1}{2}$

となり, この下界は $\hat{\theta}_{n}^{*}$ によって達威されるという意味で $\hat{\theta}_{n}^{*}$ は $\theta$ の漸近有効推定量になる.

例 52(切断正規分布). $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ をたがいに独立に, いずれも密度

$p(x-\theta)=\{$
$ke^{-(x-\theta)^{2}/2}$ $(|x-\theta|<1/2)$ ,

0(その他)

をもつ分布に従う確率変数列とする. ただし, $k:=1/[2\sqrt{2\pi}\{\Phi(1/2)-(1/2)\}]$ とし, $-\otimes<$

$\theta<\infty$ とする. また, $K:= \lim_{xarrow-1/2+0}p(x)$ とする. このとき, $\theta$ の任意の AMU推定量 $\hat{\theta}_{n}$

について

$\varlimsup_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{n}-\theta|\leq t\}\leq 1-e^{-2Kt}$, $t>0$

になる ([AT81] の p.78参照). 一方, $\theta$ の Pitman推定量は範囲の中央 $\hat{\theta}_{n}^{*}:=(\min_{1\leq*\leq n}.X_{\dot{l}}+$

$\max_{1\leq:\leq n}X_{1}.)/2$ に漸近的に同等で, $n(\hat{\theta}_{n}^{*}-\theta)$ の漸近密度は

$f_{\dot{\theta}_{n}}.(t)=Ke^{-2K|t|}$ $(-\infty<t<\infty)$

となるから, $\hat{\theta}_{n}^{*}$ }ま $\theta$ の AMU推定量で

$\lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{n}^{*}-\theta|\leq t\}=1-e^{-2Kt}$ , $t>0$

になる ([AT81], [OO1], [OAOI]). また, $\theta$ の最尤推定量 $\hat{\theta}_{ML}$ は

$\overline{\theta}_{n}=\{$

$\max_{1\leq:\leq n}X:-\frac{1}{2}$ (確率 1/2 で),

$\min_{1\leq i\leq n}X_{1}$. $+ \frac{1}{2}$ $(\Phi\Phi 1/2T.)$

に漸近的に同等になり, $n(\overline{\theta}_{n}-$ のの漸近密度は

$f_{\overline{\theta}_{n}}(t)= \frac{K}{2}e^{-K|t|}$ $(-\infty<t<\infty)$

になるから, $\hat{\theta}_{ML}$ は $\theta$ の AMU推定量で

$\lim_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{ML}-\theta|\leq t\}=1-e^{-Kt}$ , $t>0$
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になる ([AT81], [001], [OAOI]). よって, (5.2), (5.4), 定理 5.1 より $\theta$ の任意の AMU 推定
量 $\hat{\theta}_{n}$ について

$\varliminf_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{n}-\theta|]\geq\int_{0}^{\infty}e^{-2Kt}dt=\frac{1}{2K}$

となり, この下界は�$n*$ によって達成されるから, $\hat{\theta}_{n}^{*}$ は漸近有効推定量になる. $\text{し}$かし

$\lim_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{ML}-\theta|]=\frac{1}{K}$

となって, $\theta$ の最尤推定量 $\hat{\theta}_{ML}$ は上記の下界を達成しないので, \mbox{\boldmath $\theta$}^Mゎは漸近的有効でない.
例 53(切断指数分布). $X_{1},$ $X_{2},$ $\cdots,$ $X_{n},$ $\cdots$ をたがいに独立に, いずれも密度

ア (x-\mbox{\boldmath $\theta$}) $=\{$

$ke^{-(x-\theta)}$ $(\theta<x<\theta+1)$ ,
0(その他)

をもつ分布に従う確率変数列とする. ただし, $k=(1-e^{-1})^{-1}$ とする. このとき, $\theta$ の任意
の AMU推定量 $\hat{\theta}_{n}$ について

$\varlimsup_{narrow\infty}P_{\theta}\{n|\hat{\theta}_{n}-\theta|\leq t\}\leq\{$

$1-e^{-2kt}-(1-2e^{-kt})\sinh t$ $(0<t< \frac{1}{k}\log 2)$ ,
$1-e^{-2kt}$ $(t \geq\frac{1}{k}\log 2)$

$=:\beta_{\theta}(t)$

になる ([A82]). よって, (5.2), (5.4), 定理 51 より, $\theta$ の任意の AMU推定量 $\hat{\theta}_{n}$ について

$\varliminf_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{n}-\theta|]\geq\frac{1}{2k}-\frac{1}{1-k^{2}}\{k^{2}\cosh(\frac{1}{k}\log 2)-k^{2}+k\sinh(\frac{1}{k}\log 2)-1\}$

$-rightarrow 0.2892$ (5.5)

となる. この下界を達成する AMU推定量は存在しないので, いくつかの AMU推定量の
期待絶対損失と比較をしてみよう.
(I) MLE の場合. $\theta$ に関する MLE は�ML $=X(1)$ となる. ここで, $P\{n(\hat{\theta}_{ML}-\theta)\leq t\}\approx$

$1-e^{-kt}$ より
$\hat{\theta}_{\mathrm{A}fL}^{*}:=X_{(1)}-\frac{1}{nk}\log 2$

とすれば, $P\{\hat{\theta}_{ML}^{*}\leq\theta\}\approx 1/2$ となり, $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ は $\theta$ の AMU推定量である. このとき

$\lim_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{ML}^{*}-\theta|]=\frac{1}{k}\log 2=0.4382$

になり, $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ }$\mathrm{h}(5.5)$ の下界を達成しない.
(II) $\hat{\theta}_{1}=\alpha X(1)+(1-\alpha)(X(n)-1)$ $(0<\alpha<1)$ の場合. $P\{n(\hat{\theta}_{1}-\theta)\leq 0\}\approx$

$e(1-\alpha)/(e-\alpha e+\alpha)$ より,

� $*1$ $:= \frac{e}{e+1}J\mathrm{Y}_{(1)}+\frac{1}{e+1}(X_{(n)}-1)$
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$k\mathcal{F}\mathcal{X}\iota l\mathrm{J}^{\grave{\backslash }},\hat{\theta}_{1}^{*}\#\mathrm{X}\theta \mathit{0}\supset \mathrm{A}\mathrm{M}\mathrm{U}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\acute{j\mathrm{E}}^{\Xi}\ovalbox{\tt\small REJECT} k\neq x$. $\sim-\sigma\supset\geq\doteqdot$

$\lim_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{1}^{*}-\theta|]=\frac{e}{k(1+e)}=$. $0.4621$

になり, $\hat{\theta}_{1}^{*}$ は (5.5) の下界を達成せず, また, $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ は, $\hat{\theta}_{1}^{*}$ よりも下界 (5.5) に近いという意味

では良い推定量であることがわかる.
(III) $\hat{\theta}_{2}=\alpha X(1)+(1-\alpha)(_{J}\mathrm{Y}(n)-1)+\beta/n(0<\alpha<1, \beta\in \mathrm{R})$ の場合. $\hat{\theta}_{2}$ に対して

$P\{n(\hat{\theta}_{2}-\theta)\leq 0\}=\{$

』$\Delta_{-}^{1}$–$\alpha \mathrm{e}+\alpha-\alpha e^{-\frac{\mathrm{k}\mathrm{e}-1}{1-\mathrm{a}}\beta}$ $(\beta\geq 0)$ ,

$1- \frac{\alpha}{e-\alpha e+\alpha}e^{\frac{k}{\alpha}\beta}$ $(\beta<0)$

(5.6)

となる. まず, $\beta\geq 0$ のとき, $\theta$ の AMU推定量として

$\hat{\theta}_{2}^{*}:=\frac{ce}{ce+1}X_{(1)}+\frac{1}{ce+1}(X_{(n)}-1)+\frac{e}{kn(ce+1)}\log\frac{2}{1+c}$

をとる. ただし, $c$ は $0<c<1$ となる定数とする. たとえば? $\lim_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{2}^{*}-\theta|]$ は $c=1$

のとき最小値はおよそ 04621 となるが, $\hat{\theta}_{2}^{*}$ は (5.5) の下界を達成しない. また, $\beta<0$ のと

き, $\theta$ の AMU推定量として

$\hat{\theta}_{3}^{*}:=\frac{e}{c}X_{(1)}+\frac{c-e}{c}(X_{(n)}-1)+\frac{e}{ckn}\log\frac{1-e+c}{2}$

をとる. ただし, $c$ は $e<c,$ $e/(ck)\log(1-e+c/2)<0$ となる定数とする. たとえ $\mathfrak{l}\mathrm{f}$ ,
$\lim_{narrow\infty}E_{\theta}[n|\hat{\theta}_{3}^{*}-\theta|]$ は $c=3.0377$ のとき最小値はおよそ 04160 となり, $\hat{\theta}_{3}^{*}$ は (5.5) の $\mathrm{T}$

界を達威しないが, $\hat{\theta}_{3}^{*}$ は, $\hat{\theta}_{ML}^{*}$ よりも下界 (5.5) に近いという意味では良い推定量であるこ

とが分かる.

6 おわりに

本論において, 1 母数切断分布族の母数に対して 1 次元十分統計量が存在するような場
合に, 推定量の漸近的性質について考察した. この場合には, 分布族が限定的なものにな
らざるを得ない. 今後は多母数切断分布族の母数推定問題についても考えたい.
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