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解析函数-佐藤超函数の枠組みにおける偏微分方程式の研究においては, 代数解析
的な取り扱いが主流であって, 従来からの $C$“-distribution の枠組みにおける方法を
適用することは難しいと考えられていた. $C^{\infty}$-distribution の枠組みにおける最も重
要な手法は (微積分学の基本定理の一つの表現である) 部分積分であり, これにより
得られる種々のエネルギー評価 (アプリオリ評価) を用いて, 偏微分方程式の研究が
なされてきた. その後, 超局所解析的取り扱いにより, 偏微分方程式論が大に発展し
た. $C^{\infty}$-distribution の枠組みにおける超局所解析においては, cut-Off 函数及びそれ
をシンポルとする擬微分作用素を用いることができ, これによって問題を容易に超
局所化できる. シンボル・カリキュラス (本質的には部分積分) を適用して, 超局所
的考察 (標準形への帰着等) によりエネルギー評価等を導き, またパラメトリックス
を構成することにより, 偏微分方程式を研究することが可能になった. ここで述べた
ような超局所解析を古典的超局所解析と呼ぶことにする. 解析函数-佐藤超函数の枠
組みでの偏微分方程式の研究に古典的超局所解析的手法を用いるために, cut-Off シ
ンボルをもつ擬微分作用素を用いて, [4] において古典的超局所解析の基礎を与えた.
すなわち, 我々は [4] において, H\"ormander [1] の第 $\mathrm{I}\mathrm{X}$章及び Treves [3] の第�章
の結果を結び付けて, その上に古典的超局所解析を確立した。
ここでは [4] について簡単に紹介して, 代数解析とは少し異なるアプローチについ

て述べたい. 肘では佐藤超函数・マイクロ函数に対して我々の立場からの同値な定
義を与え, \S 2 で擬微分作用素の定義及びシンボル・カリキュラスについて簡単に述
べる. 最後に \S 3 において, 一つの例として microhyperbolic 作用素に関する柏原-河
合 [2] の結果を紹介して, 古典的超局所解析の立場からの略証を与える.
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1. 佐藤超函数

LL 函数空間と Fourier 変換
$\epsilon\in \mathbb{R}$ に対して

$\hat{S}_{\epsilon}:=\{v(\xi)\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n});e^{\epsilon(\xi)}v(\xi)\in S\}$

とおく. ここで $\langle\xi\rangle=(1+|\xi|^{2})^{1/2},$ $S$ は Schwartz 空間を表す. $\hat{S}_{e}$ には $S$ より自然
な位相が導入され, $C_{0}^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ がそこで稠密になる. さらに $\hat{S}_{e}$ の共役空間を $\hat{S_{e}}’$ で表

すと, $S_{\epsilon}^{\hat{\prime}}\subset\nu$ とみなすことができる.

$S_{\epsilon}^{\hat{\prime}}=\{v(\xi)\in D’;e^{-\epsilon(\xi\}}v(\xi)\in S’\}$

が成立する. $\epsilon\geq 0$ とする. そのとき, $\hat{S}_{\epsilon}\subset S$ より

$S_{\epsilon}:=F^{-1}[\hat{S}_{\epsilon}](=F[\hat{S_{\epsilon}}])(\subset S)$

と定義できる. ここで $F,$ $F^{-1}$ はそれそれ $S’$ における Fourier 変換及ひ逆 Fourier
変換を表す. 例えば $u\in S$ に対して, $F$ は F[u](\mbox{\boldmath $\xi$}) $($ \equiv \^u $( \xi)):=\int e^{-ix\cdot\xi}u(x)dx$ で定

義される. ここで $x \cdot\xi=\sum_{\mathrm{j}=1}^{n}x_{j}\xi_{j}(x=(x_{1}, \cdot : \cdot, x_{n}), \xi=(\xi_{1}, \cdots, \xi_{n})\in \mathbb{R}^{n})$ であ

る. $\hat{S}_{\Xi}$ の $F^{-1}$ による像として $S_{\epsilon}$ に自然な位相を導入し, その共役空間を $S_{\epsilon}’$ で表
$F,\mathcal{F}^{-1}$

す. $\hat{S}_{\epsilon},$
$S_{\epsilon}$ は $S$ で稠密より $S’\subset S_{\epsilon}’$ とみなせる. $\hat{S}_{\epsilon}arrow\sim S_{\epsilon}$ の共役作用素として,

$t_{\mathcal{F}^{\mathrm{p}}F^{-1}}$,
$S_{\epsilon}’$

$arrow^{\sim}$ $S_{\epsilon}^{\hat{\prime}}$ を定義できる. $\hat{S}_{-\epsilon}\subset S_{e}^{\hat{\prime}}$ に注意して

$S_{-\epsilon}:={}^{t}F^{-1}[\hat{S}_{-e}](\supset S)$

と定義する. $S_{-\epsilon}$ に同様に位相を定義してその共役空間を $S_{-\epsilon}’$ で表すと, $S_{-\epsilon}’=$

$F^{-1}[\hat{S}_{-e}’]\subset S’\subset S_{\epsilon}’$ である. さらに ${}^{t}F|_{\mathrm{S}’}=F,{}^{t}F^{-1}|_{\mathrm{S}’}=\mathcal{F}^{-1}$ であり, 以下 ${}^{t}F$ を

$F,{}^{t}F^{-1}$ を $F^{-1}$ とかくことにする.
$A(\mathbb{C}^{n})$ を $\mathbb{C}^{n}$ 上の整函数の全体とし, $K$ を $\mathbb{C}^{n}$ のコンパクト部分集合とする. そ
のとき, $K$ によって “carry” される解析汎函数の全体 $A’(K)$ は次のように定義さ
れる:

$u\in A’(K.)$

$\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$

(i) $u$ : $A(\mathbb{C}^{n})\ni\varphi\vdash+u(\varphi)\in \mathbb{C}$: 線形汎函数

(ii) $\forall\omega:K$ の複素近傍艷 C[v $\geq 0\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$|u( \varphi)|\leq C_{\omega}\sup_{z\in\omega}|\varphi(z)|$ for $\forall\varphi\in A(\mathbb{C}^{n})$ .
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さらに $A’(\mathbb{R}^{n})$ \cup 、 R’ $A’(K),$ $\delta\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\bigcap_{0’ 0}\ovalbox{\tt\small REJECT},$ $\wedge\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}\bigcap_{\mathrm{e}>0}\mathrm{S}_{-6}$ とおく. そのとき,
$A’(\mathbb{R}^{7})C\wedge C$ 凡とみなせる. 実際 $uarrow A’(\mathbb{R}^{7})$ に対して,

$F[u](\xi)=u_{z}(e^{-iz\cdot\xi})(\in F[\mathcal{E}_{0}])$

と定義することによって, $A’(\mathbb{R}^{n})\subset \mathcal{E}_{0}$ とみなすことができる ([4] の Lemma 112
参). ここで $z \cdot\xi=\sum_{j=1}^{n}zj\xi j(z=(z_{1}, \cdots, z_{n})\in \mathbb{C}^{n}, \xi=(\xi_{1}, \cdots, \xi_{n})\in \mathbb{R}^{n})$ であ

る. ここで定義した $F_{0}$ が $C$“-distribution の枠組における $S’$ の役割を担う.

1.2. 台・特異台と佐藤超函数

$\mathbb{R}^{n}$ の有界開集合 $X$ に対して, $X$ 上の佐藤超函数 (hyperfunction) の全体を
$B(X)$ で表し,

$B(X)=A’(\overline{X})/A’(\partial X)\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$

によって定義する. $u\in F_{0}$ とし, $x_{n+1}\in \mathbb{R}\backslash \{0\}$ に対して

$\mathcal{H}(u)(x, x_{n+1})=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}(\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{n+1})\exp[-|x_{n+1}|\langle D\rangle]u(x)/2$

$(=(\mathrm{s}\mathrm{g}\mathrm{n}x_{n+1})F_{\xi}^{-1}[\exp[-|x_{n+1}|\langle\xi\rangle]\hat{u}(\xi)](x)/2\in S’(\mathbb{R}^{n}))$

と定義する. そのとき, $(1-\Delta_{x,x_{n+1}})\mathcal{H}(u)(x, x_{n+1})=0(x_{n+1}\neq 0),$ $\mathcal{H}(u)(x, \pm\epsilon)arrow$

$\pm u(x)/2$ in $\mathcal{F}_{0}(\epsilon\downarrow 0)$ である. さら (こ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u(\subset \mathbb{R}^{n})$ を
$x^{0}\not\in$

$\sup_{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f},\Leftrightarrow}\mathrm{p}u$

$\exists V:(x^{0},0)$ の $\mathbb{R}^{n+1}$ における近傍, $\exists U$ ( $x$ , xユヤ 1): $V$ で解析的 s上

$\mathcal{H}(u)(x,x_{n+1})\cdot=U(x, x_{n+1})$ if $(x,x_{n+1})\in V$ and $x_{n+1}\neq 0$

によって定義する ([4] 参).

注意. (i) $K(\subset \mathbb{R}^{n})$ : コンパクト, $u\in \mathcal{F}_{0}$ のとき

$u\in A’(K)=u$ : 解析汎函数かつ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\subset K$

(ii) $u\in S’(\subset F_{0})$ のとき $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u$ は distribution の意味での $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u$ と一致する.

定義 LL $u\in F_{0},$ $x^{0}\in \mathbb{R}^{n}$ とする.

(i) $u$ が’で解析的
$\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$

$\mathcal{H}(u)$ が $\mathbb{R}^{n}\cross(0, \infty)$ から $(x^{0},0)$ の近傍へ解析接続される
(ii) sing $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ { $x\in \mathbb{R}^{n};u$ が $x$ で解析的でない}
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命題 L2 ([4] の Theorem 133). $K$ を $\mathbb{R}^{n}$ のコンパクト集合, $u\in \mathcal{F}_{0}$ とする.

そのとき
$\exists v\in A’(I\acute{\dot{\iota}})\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(u-v)\subset\overline{\mathbb{R}^{n}\backslash I\acute{\dot{\backslash }}}$

さらに $w\in A’(K)$ も上の性質を持てば $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(v-w)\subset\partial K$ である.

略証. $U(x, x_{n+1})=\mathcal{H}(u)(x, x_{n+1})$ とおく. $\phi(x, x_{n+1})\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n+1}\backslash \partial K\cross\{0\})$ を

$\phi(x, x_{n+1})=\{$

0if $|(x, x_{n+1})|>>1$ ,

1near $(K\backslash \partial K)\cross\{0\}$ ,

0near $(\mathbb{R}^{n}\backslash K)\cross\{0\}$

を満たすようにとる ([1] 参). $1-\Delta_{x,x_{n+1}}$ は楕円型であるので,
$\exists f\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n+1}\backslash \partial K\cross\{0\})\mathrm{s}.\mathrm{t}$.

$(1-\Delta_{x,x_{n+}1})f=(1-\Delta_{x,x_{n+1}})(\phi U)$ in $\mathbb{R}^{n+1}\backslash \partial K\cross\{0\}$

ここで $(1 -\Delta_{x,x_{n+1}})(\phi U)$ は $\mathbb{R}^{n}\cross(\mathbb{R}\backslash \{0\})$ でしか定義されていな 1 が, (1 -

$\Delta_{x\rho_{n}+1})U=0$ in $\mathbb{R}^{n}\cross(\mathbb{R}\backslash \{0\})$ より, $(\mathbb{R}^{n}\backslash \partial K)\cross\{0\}$ に零として拡張した.
$\tilde{V}:=\phi U-f(\in C"(\mathbb{R}^{n+1}\backslash K\cross\{0\}))$ とおいて, $v:A(\mathbb{C}^{n})\ni\varphiarrow tv(\varphi)\in \mathbb{C}$ を

$v( \varphi)=\int\tilde{V}(1-\Delta_{x,x_{n+1}})(\chi\Phi)dxdx_{n+1}$

で定義すれば, 望む性質をもつことを示すことができる. ここで $\chi\in C_{\mathrm{o}}^{\infty}(\mathbb{R}^{n+1})$ は

$\chi=1$ near $K\cross\{0\}$ を満たす函数, $\Phi\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n+1})$ は Cauchy 問題: $(1-\Delta_{x,x_{n+1}})\Phi=$

$0,$ $\Phi|_{x_{n+1}=0}=0,$ $(\partial\Phi/\partial x_{n+1})|_{x_{n+1}=0}=\varphi$ の解である ( $\varphi\in A(\mathbb{C}^{n})$ より 1 意解 $\Phi$ が

存在する). $\square$

注意. $u( \varphi)=\int U(1-\Delta_{x,x_{n+1}})(\chi\Phi)dxdx_{n+1}$ である. ここで上の略証中の記号を用

いた.

$\mathbb{R}^{n}$ の有界開集合 $X,$ $\mathrm{Y}(\mathrm{Y}\subset X)$ に対して, 命題 12 より制限写像

$F_{0}\ni u\vdash+[v](=:u|x)\in B(X)$ , $B(X)\ni u\vdasharrow u|_{\mathrm{Y}}\in B(\mathrm{Y})$

を定義できる. ここで $u\in F_{0}$ に対して, $v\in A’(\overline{X})$ を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(u-v)\subset \mathbb{R}^{n}\backslash X$ を

満たすように選んだ. $[v]$ は $B(X)$ における $v$ の同値類を表す. $\mathbb{R}^{n}$ の一般の開集

合 $X$ に対しては, $B(X)$ を $\mathcal{F}_{0}$ (または $A’(\mathbb{R}^{n})$ ) の局所空間として定義する ([4]
の Definition 145 参). $u\in B(X)$ とする. $X$ に含まれる有界開集合 $\mathrm{Y}$ に対して,
$v\in A’(\overline{\mathrm{Y}})\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $u|\gamma=v|_{\mathrm{Y}}$ in $B(\mathrm{Y})$ が存在する. そのとき, $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u$ 及び sing $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u$ を

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\cap \mathrm{Y}=\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}v\cap \mathrm{Y}$, sing $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\cap \mathrm{Y}=\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}v\cap \mathrm{Y}$,

によって定義することができる ( $v$ の選ひ方によらない). $X$ の各開部分集合 $U$ に

$B(U)$ を対応させてできる $X$ 上の前層を $B_{X}$ で表す. そのとき $B_{X}$ は脆弱層になる

(例えば [4] の Theorem 148 参).
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1.3. 波面集合とマイクロ函数

波面集合の定義として何を採用するかということと, どのような超局所解析を
日指そうとしているのかが, 密接に関係している. ここでは次の定義を採用する.

定義 L3. (i) $u\in \mathcal{F}_{0},$ $(x^{0}, \xi^{0})\in T^{*}\mathbb{R}^{n}\backslash 0(\simeq \mathbb{R}^{n}\cross(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\}))$ とする.

$(x^{0}, \xi^{0})\not\in WF_{A}(u)\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$

$\exists\Gamma:\xi^{0}$ の錐近傍, $\exists R_{0}>0,$ $\exists\{g^{R}(\xi)\}_{R\geq R_{0}}\subset C^{\infty}(\mathbb{R}^{n})\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
$g^{R}(\xi)=1$ in $\Gamma\cap\{\langle\xi\rangle\geq R\}$ ,
$|\partial_{\xi}^{\alpha+\overline{\alpha}}g^{R}(\xi)|\leq C_{|\tilde{\alpha}|}(C/R)^{|\alpha|}\langle\xi\rangle^{-|\alpha|}$ if $\langle\xi\rangle\geq R|\alpha|$ ,
$g^{R}(D)u(=F^{-1}[g^{R}(\xi)\hat{u}(\xi)])$ :analytic at $x^{0}$ for $R\geq R\mathit{0}$

によって, (解析的) 波面集合 $WF_{A}(u)$ を定義する.
(ii) $X$ を $\mathbb{R}^{n}$ の開集合, $u\in B(X),$ $(x^{0}, \xi^{0})\in T^{*}X\backslash 0$ とする.

$(x^{0}, \xi^{0})\not\in WF_{A}(u)\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$

$\exists U:x^{0}$ の有界開近傍, $\exists v\in A’(\overline{U})\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .
$v|u=u|u$ in $B(U)$ & $(x^{0}, \xi^{0})\not\in WF_{A}(v)$

と定義する ( $v$ の選び方に依らないことを示すことができる $arrow[4]$ の Theorem 265).
(iii) $\mathcal{U}$ を余球面束 $S^{*}\mathbb{R}^{n}$ (\simeq Rn $\cross$ Sn-りの開集合, $U$ を $\mathcal{U}\subset U\cross S^{n-1}$ を満たす

$\mathbb{R}^{n}$ の開集合とし,

$\mathrm{C}(\mathcal{U})=B(\mathbb{R}^{n})/\{u\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\in B(\mathbb{R}^{n});WF_{A}(u)\cap \mathcal{U}=\emptyset\}$

$(=B(U)/\{u\in B(U);WF_{A}(u)\cap \mathcal{U}=\emptyset\})$

によって, $\mathcal{U}$ 上のマイクロ函数のつくる空間 $\mathrm{C}(\mathcal{U})$ を定義する. $\mathrm{s}\mathrm{p}:B(U)arrow \mathrm{C}(U\cross$

$S^{n-1})$ を自然な写像とし, 制限写像と組み合わせて,

$u|u:=\mathrm{s}\mathrm{p}(u)|u$ in $\mathrm{C}(\mathcal{U})$ for $u\in B(U)$ ,
$v|u:=\mathrm{s}\mathrm{p}(v|u)|u$ in $\mathrm{C}(\mathcal{U})$ for $v\in \mathcal{F}0$

が定義される. $\Omega$ を $S^{*}\mathbb{R}^{n}$ の開集合とし, $\Omega$ の各開集合 $\mathcal{V}$ に $\mathrm{C}(\mathcal{V})$ を対応させてで
きる $\Omega$ 上の前層を C。で表す.

注意. (i) $WF_{A}(u)$ は通常の定義と一致する ([4] の Theorem 316 参).
(ii) C。は脆弱層になる (例えば, [4] の Theorem 3.6.1 参).

62



2. 擬微分作用素

2.1. 定義 (1)

$R\geq 1,$ $A\geq 0,$ $m_{1},$ $m_{2},$
$\delta_{1},$ $\delta_{2}\in \mathbb{R}$ とし, $a(\xi, y, \eta)\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n})$ が

(2.1) $|\partial_{\epsilon^{D}\mathrm{C}^{+\sim_{\partial_{\eta}^{\gamma}a(\xi,y,\eta)|\leq C_{|\alpha|+|\tilde{\beta}|+|\gamma|}(A/R)^{|\beta|}\langle\xi\rangle^{m_{1}+|\beta|}}}}^{\alpha}$

$\cross\langle\eta\rangle^{m_{2}}\exp[\delta_{1}\langle\xi\rangle+\delta_{2}\langle\eta\rangle]$ if $\langle\xi\rangle\geq R|\beta|$

を満たすと仮定する. ここで $D_{y}=-i\partial_{y}$ である. そのとき, 擬微分作用素 $a(D_{x}, y, D_{y})$

を $u\in S_{\infty}$ :=\cap 。$S_{\epsilon}$ に対して

$a(D_{x}, y, D_{y})u(x)=(2 \pi)^{-n}F_{\xi}^{-1}[\int(\int e^{-iy\cdot(\xi-\eta)}a(\xi, y, \eta)$\^u $(\eta)d\eta)dy](x)$

と定義する. さらに $b(\xi, y, \eta)=a(\eta, y, \xi)$ とおいて, ${}^{t}a(D_{x}, y, D_{y})$ を

$ra(D_{x}, y, D_{y})u=b(D_{x}, y, D_{y})u$ for u\in Sエ

によって定義する. そのとき次の命題を得る.

命題 21([4] の Theorem 23.3). 条件

$\epsilon_{2}-\delta_{2}=2(\epsilon_{1}+\delta_{1})_{+}$, $\epsilon_{1}+\delta_{1}\leq 1/R$, $R\geq 2e\sqrt{n}A$

が満たされているとする. ここで $c_{+}= \max\{c, 0\}$ である. そのとき $a(D_{x},y, D_{y})$ !よ
連続線形作用素: Se2\rightarrow S、及び $S_{-\epsilon_{2}}’arrow S_{-e_{1}}’$ lこ拡張される. 同様に $\mathrm{r}a(D_{x}, y, D_{y})$

は連続線形作用素: $S_{-\epsilon_{1}}arrow S_{-\epsilon_{2}}$ 及び $S_{\epsilon_{1}}’arrow S_{\epsilon_{2}}’$ に拡張される.

略証. $a(D_{x}, y, D_{y})$ : $S_{e_{2}}arrow S_{\epsilon_{1}}$ と連続拡張できることを示そう. そのために

$|(2\pi)^{n}\langle\xi\rangle^{k}D_{\xi}^{\alpha}\{e^{\epsilon_{1}(\xi)}.F[a(D_{x}, y, D_{y})u(x)](\xi)\}|(k\in \mathbb{Z}_{+}, \alpha\in(\mathbb{Z}_{+})^{n})$ を評価すれば
よい. 簡単のために $k=0,$ $\alpha=0,$ $\epsilon_{1}.=0$ の場合を考える. $\xi\in \mathbb{R}^{n}$ を 1 つ固定して

$j\in \mathbb{Z}_{+}$ を $j<\langle\xi\rangle/R\leq j+1$ なるように選んで,

$(2\pi)^{n}F[a(D_{x}, y, D_{y})u(x)](\xi)$

$= \int_{(\eta\rangle\geq|\xi|/2}e^{-1y\cdot(\xi-\eta)}.\langle y\rangle^{-2M}\langle D_{\eta}\rangle^{2M}\{a(\xi, y, \eta)\text{\^{u}}(\eta)\}d\eta dy$

$+. \int_{\langle\eta\rangle\leq|\xi|/2}e^{-iy\cdot(\xi-\eta)}K^{j}[\langle y\rangle^{-2M}\langle D_{\eta}\rangle^{2\mathrm{h}\mathrm{f}}\{a(\xi,y, \eta)\text{\^{u}}(\eta)\}]d\eta dy$

と書ける. ここで $M\geq[n/2]+1$ ,

$K=| \xi-\eta|^{-2}\sum_{\ell=1}^{n}(\xi_{\ell}-\eta_{\ell})D_{yp}$

である. 後は (2.1) を用いて評価すればよい. 口
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定義 22. $\Gamma$ を $\mathbb{R}^{n}\cross(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\})$ の開錐集合, $A,$ $C_{0}$ , 鳥 $\geq 0,$ $m,$ $\delta,$

$m_{j},$ $\delta_{j}\in \mathbb{R}(j=1,2)$

とする. ここで $\Gamma$ が錐集合であるとは, “ $(x, \xi)\in\Gamma$ かつ $\lambda>0$ ならば $(x, \lambda\xi)\in\Gamma$
”

を意味する.

(i) $R_{0}\geq 1$ とする. $a(x, \xi)\in C$“ $(\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n})$ に対して,
$a(x, \xi)\in S^{m,\delta}(R_{0}, A)$

$\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$

$|a^{(\alpha+\tilde{\alpha})}(x, \xi)|\leq C(\beta+\overline{\beta})1\tilde{\alpha}|+|\tilde{\beta}|(A/R_{0})^{|\alpha|+|\beta|}\langle\xi\rangle^{m+|\beta|-|\tilde{\alpha}|}e^{\delta(\xi)}$ if $\langle\xi\rangle\geq R_{0}(|\alpha|+|\beta|)$

と定義する. ここで $a_{(\beta)}^{(\alpha)}(x, \xi)=\partial_{\xi}^{\alpha}D_{x}^{\beta}a(x, \xi)$ である. さらに $S^{+}(R_{0}, A):= \bigcap_{\delta>0}S^{0,\delta}$

$($&, $A)$ と定義する.
(ii) 九 $\geq 1$ とする. $a(\xi, y, \eta)\in C^{\infty}(\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n})$ に対して,

$a(\xi, y, \eta)\in S^{m_{1},m_{2},\delta_{1\prime}\delta_{2}}(R_{0}, A)\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$

$|\partial_{\xi}^{\alpha+\tilde{\alpha}}D_{y}^{\beta^{1}+\beta^{2}+\tilde{\beta}}\partial_{\eta}^{\gamma+\tilde{\gamma}}a(\xi, y, \eta)|\leq C_{|\tilde{\alpha}|+|\tilde{\beta}|+|\tilde{\gamma}|}(A/R_{0})^{|\alpha|+|\beta^{1}|+|\beta^{2}|+|\gamma|}$

$\cross\langle\xi\rangle^{m_{1}+|\beta^{1}|-|\tilde{\alpha}|}\langle\eta\rangle^{m_{2}+|\beta^{2}|-|\tilde{\gamma}|}\exp[\delta_{1}\langle\xi\rangle+\delta_{2}\langle\eta\rangle]$

if $\langle\xi\rangle\geq R_{0}(|\alpha|+|\beta^{1}|)$ and $\langle\eta\rangle\geq R_{0}(|\beta^{2}|+|\gamma|)$

と定義する. さらに $S^{+,+}(R_{0}, A):= \bigcap_{\delta>0}S^{0,0,\delta,\delta}(R_{0}, A)$ と定義する. (混同の恐れが
ないときは), $S^{+.+}(R_{0}, A)$ を $S^{+}(R_{0}, A)$ と略記する.

(iii) $a(x, \xi)\in C^{\infty}(\Gamma)$ とする.

$a(x, \xi)\in PS^{m,\delta}$ ( $\Gamma$ ;九, $A$ ): 擬解析的シンボル
$\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$

$|a_{(\beta)}^{(\alpha+\tilde{\alpha})}(x, \xi)|\leq C_{|\tilde{\alpha}|}A^{|\alpha|+|\beta|}|\alpha|!|\beta|!\langle\xi\rangle^{m-|\alpha|-|\tilde{\alpha}|}e^{\delta(\xi)}$

if $(x, \xi)\in\Gamma,$ $|\xi|\geq 1,$ $\langle\xi\rangle\geq$ 九 $|\alpha|$

と定義する ([3] 参). さらに $PS^{+}$ ( $\Gamma$ ;九, $A$) $:= \bigcap_{\delta>0}PS^{0,\delta}(\Gamma;R_{0}, A)$ と定義する.

(iv) $a_{j}(x, \xi)\in C$“ (F) $(j\in \mathbb{Z}_{+})$ とする.

$a(x, \xi)\equiv\sum_{j=0}^{\infty}aj(x, \xi)\in FS^{m,\delta}(\Gamma;C_{0}, A)$

�$\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$

$|a_{j(\beta)}^{(\alpha)}(x, \xi)|\leq CC_{0}^{j}A^{|\alpha|+|\beta|}j!|\alpha|!|\beta|!\langle\xi\rangle^{m-j-|\alpha|}e^{\delta\langle\xi\rangle}$ if $j\in \mathbb{Z}_{+},$ $(x, \xi)\in\Gamma,$ $|\xi|\geq 1$

と定義し, $FS^{+}( \Gamma;C_{0}, A):=\bigcap_{\delta>0}FS^{0,\delta}(\Gamma;C_{0}, A)$ と記す.

注意. $\Gamma_{0}\subset\subset\Gamma$ を満たす開錐集合 $\Gamma$ に対して, $a(x, \xi)\in\varphi.0$(鳥, $A$ ) かつ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a\subset\Gamma$,
$a(x, \xi)=1$ for $(x, \xi)\in\Gamma_{0}$ with $|\xi|\geq R_{0}$ を満たすシンボルを構成できる. 同様に
$a(\xi, y, \eta)\in S^{\mathrm{o},0,0,0}(R_{0}, A)$ かつ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a\subset \mathbb{R}^{n}\cross\Gamma,$ $a(\xi, y, \eta)=1$ for $(\xi,y, \eta)\in \mathbb{R}^{n}\cross\Gamma_{0}$

with $|\eta|\geq$ ゐを満たすシンボルも構成できる.
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2.2. シンボル・カルキュラス

$m_{j},$ $\delta_{j}\in \mathbb{R}(j=1,2,3)$ とし, $\epsilon>0$ とする. シンボノレ $a(\xi, w, \zeta, y, \eta)\in$

$C^{\infty}(\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n})$ が評価

$|\partial_{\xi}^{\alpha+\tilde{\alpha}}D_{w}^{\beta^{1}+\beta^{2}+\tilde{\beta}}\partial_{\zeta}^{\gamma+\tilde{\gamma}}D_{y}^{\lambda^{1}+\lambda^{\mathit{2}}+\tilde{\lambda}}\partial_{\eta}^{\rho+\tilde{\rho}}a(\xi, w, \zeta, y, \eta)|$

$\leq C_{|\tilde{\alpha}|+|\tilde{\beta}|+|\tilde{\gamma}|+|\tilde{\lambda}|+|\tilde{\rho}|}(A/R_{0})^{|\alpha|+|\beta^{1}|+|\beta^{2}|+|\gamma|+|\lambda^{1}|+|\lambda^{2}|+|\rho|}\langle\xi\rangle^{m_{1}-|\tilde{\alpha}|+|\beta^{1}|}$

$\cross\langle\zeta\rangle^{m_{2}-|\overline{\gamma}|+|\beta^{2}|+|\lambda^{1}|}\langle\eta\rangle^{m\mathrm{s}-|\tilde{\rho}|+|\lambda^{2}|}\exp[\delta_{1}\langle\xi\rangle+\delta_{2}\langle\zeta\rangle+\delta_{3}\langle\eta\rangle]$

if $\langle\xi\rangle\geq R_{0}(|\alpha|+|\beta^{1}|),$ $\langle\zeta\rangle\geq R_{0}(|\gamma|+|\beta^{2}|+|\lambda^{1}|),$ $\langle\eta\rangle\geq R_{0}(|\rho|+|\lambda^{2}|)$ ,

$|\partial_{\xi}^{\alpha l\tilde{\alpha}}$ Dw\beta l+p2+\beta \tilde �\mbox{\boldmath $\zeta$}\gamma l\gamma - $DC\partial_{\eta}^{\rho+\overline{\rho}}a(\xi, w, \zeta, y, \eta)|$

$\leq C_{|\tilde{\alpha}|+|\tilde{\beta}|+|\tilde{\gamma}|+|\tilde{\rho}|}(A/R_{0})^{|\alpha|+|\beta^{1}|+|\beta^{2}|+|\gamma|+|\rho|}B^{|\lambda|}|\lambda|!\langle\xi\rangle^{m_{1}-|\tilde{\alpha}|+|\beta^{1}|}$

$\mathrm{x}\langle\zeta\rangle^{m_{2}-|\tilde{\gamma}|+|\beta^{2}|}\langle\eta\rangle^{m_{3}-|\tilde{\rho}|}\exp[\delta_{1}\langle\xi\rangle+\delta_{2}\langle\zeta\rangle+\delta_{3}\langle\eta\rangle]$

if $|w-y|\leq\epsilon,$ $|\zeta-\eta|\leq\epsilon|\eta|,$ $\langle\xi\rangle\geq R_{0}(|\alpha|+|\beta^{1}|)$ ,
$\langle\zeta\rangle\geq R_{0}(|\gamma|+|\beta^{2}|),$ $\langle\eta\rangle\geq$ 九 $|\rho|$

を満たすと仮定する. そのとき $u\in S_{\infty}$ に対して , ゐ� 1 かつ $\delta_{2}\leq 1/(3R_{0})$ なら

ば, $a(D_{x}, w, D_{w}, y, D_{y})u$ を

$a(D_{x}, w, D_{w}, y, D_{y})u(x):=F_{\xi}^{-1}[ \lim_{\nu\downarrow 0}(2\pi)^{-2n}\int(\int(\int(\int e^{-\nu|\zeta|^{2}}e^{*w\cdot(\zeta-\text{\’{e}})+iy\cdot(\eta-\zeta)}$

.

$\mathrm{x}a(\xi, w, \zeta, y, \eta)$ \^u $(\eta)d\eta)dy)d\zeta)dw](x)$

によって定義できる ([4] の Lemma 2沌 1 参).

命題 2.3. $R_{0}\geq 8nAB$ のとき, $A’>0$ を適当にとって

$p( \xi, y, \eta)=\sum_{j=0}^{\infty}\phi_{j}^{4R_{0}}(\eta)\sum_{|\gamma|=j}\frac{1}{\gamma!}\partial_{\zeta}^{\gamma}D_{w}^{\gamma}a(\xi, y, \eta+\zeta, y+w, \eta)|_{w=0,\zeta=0}$

$\in S^{m_{1\prime}m_{2}+m_{3\prime}\delta_{1,}\delta_{2}+\delta_{3}}(6R_{0}, A’)$

であり, シンボル $q_{0}(\xi, y, \eta)$ 及び $R(A)>0$ が存在して, 九 $\geq R(A),$ $\delta_{2},$ $\delta_{3}\leq 1/R_{0}$

ならば
$a(D_{x}, w, D_{w}, y, D_{y})=p(D_{x}, y, D_{y})+q_{0}(D_{x},y, D_{y})$ on S。

と表せる. ここで, 偽 $(\xi, y, \eta)$ は各 $\kappa>0$ に対して $R(A, \kappa)>0$ が存在して, 凡 $\geq$

$R(A, \kappa)$ ならば

$|\partial_{\xi}^{\alpha}D|\partial_{\eta^{[\Phi]}}^{\gamma}(\xi, y, \eta)$ l\leq Cl\mbox{\boldmath $\alpha$}l+l\beta \tilde l+lll,、 $(C/\kappa+A’’/R_{0})^{|\beta|}$

$\mathrm{x}\langle\xi\rangle^{m_{1}-|\alpha|+|\beta|}\langle\eta\rangle^{|m_{2}|+m_{3}}\exp[\delta_{1}\langle\xi\rangle-\kappa\langle\eta\rangle/R_{0}]$
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if $\langle\xi\rangle\geq R_{0}|\beta|,$ $\max\{4(\delta_{2})_{+}+\delta_{3},4\delta_{2}+2|\delta_{2}|+2\delta_{3}\}\leq\kappa/R_{0}$

を満たすシンボルであり, $C,$ $A”$ は $\kappa,$
$R_{0}$ に依存しない正数である. また {\phi jR(\mbox{\boldmath $\xi$})}j6。+

$\subset C^{\infty}(\mathbb{R}^{n})$ は $0\leq\phi_{j}^{R}\leq 1,$ $\phi_{j}^{R}(\xi)=\{$
0 $(\langle\xi\rangle\leq 2Rj)$ ,

1 $(\langle\xi\rangle\geq 3Rj)$ ,

$|\partial_{\xi}^{\alpha+\beta}\phi_{j}^{R}(\xi)|\leq\hat{C}_{|\beta|}(\hat{C}/R)^{|\alpha|}\langle\xi\rangle^{-|\beta|}$ $(|\alpha|\leq 2j)$

を満たす函数列である.

注意. 命題 2.1 より, 例えば $\delta_{1}=\delta_{2}=\delta_{3}=0$ のとき, 九� 1 ならば $q_{0}(D_{x}, y, D_{y})$

$(F_{0}) \subset\bigcup_{\epsilon>0}S_{-\epsilon}’\subset A(\mathbb{R}^{n})$ が従う. ここで $\mathbb{R}^{n}$ の開集合 $X$ に対して $A(X)$ によっ

て $X$ 上の実解析函数の全体を表した.

命題 2.4([4] の Corollary 2.4.7). $a(\xi, y, \eta)\in S^{m_{1\prime}m_{2\prime}\mathit{5}_{1},\delta_{2}}(R_{0}, A)$ とする. そのと

き, 次を満たす $p_{0}(x, \xi)\in S^{m_{1}+m_{2},\delta_{1}+|\delta_{2}|/2+\delta_{2}}(4R_{0}, A’),$ $q_{1}(x, \xi)$ 及び $R(A)>0$ が存在
する: 九 $\geq R(A)$ , 6|\mbox{\boldmath $\delta$}1|+2|\mbox{\boldmath $\delta$}2|\leq 1/九ならば

$a(D_{x}, y, D_{y})=p_{0}(x, D)+q_{0}(x, D)$ on $S_{\infty}$ ,
$|q_{0(\beta)}^{(\alpha)}(x, \xi)|\leq C_{|\alpha|,R_{0}}(4R0+1)^{|\beta|}|\beta|!\exp[-\langle\xi\rangle/(2R_{0})]$ .

ここで $A’$ は九に依存しない正数である. さらに $T^{*}\mathbb{R}^{n}\backslash 0$ の開錐集合 $\Gamma$ 及び $\epsilon>0$

に対して

$|\partial_{\xi}^{\alpha+\tilde{\alpha}}D_{y}^{\beta}\partial_{\eta}^{\gamma+\tilde{\gamma}}a(\xi, y, \eta)|\leq C_{|\tilde{\alpha}|+|\tilde{\gamma}|}(A/R_{0})^{|\alpha|+|\gamma|}B^{|\beta|}|\beta|!$

$\cross\langle\xi\rangle^{m_{1}-|\tilde{\alpha}|}\langle\eta\rangle^{m_{2}-|\tilde{\gamma}|}\exp[\delta_{1}\langle\xi\rangle+\delta_{2}\langle\eta\rangle]$

if $\exists x\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $(x,\eta)\in\Gamma,$ $|x-y|\leq\epsilon;|\xi-\eta|\leq\epsilon|\eta|,$ $\langle\xi\rangle\geq R_{0}|\alpha|,$ $\langle\eta\rangle\geq R_{0}|\gamma|$

が成立するならば,

$|p_{0(\beta)}^{(\alpha)}(x, \xi)-p_{(\beta)}^{(\alpha)}(x, \xi)|\leq C_{|\alpha|}(R_{0}+1)^{|\beta|}|\beta|!\exp[-\langle\xi\rangle/R_{0}]$

if $(x, \xi)\in\Gamma,$ $R_{0}\geq R(A, B, \epsilon),$ $3|\delta_{1}|+2|\delta_{2}|\leq 1/R_{0}$

である. ここで

$p(x, \xi)=\sum_{j=0}^{\infty}\phi_{j}^{4R_{0}}(\xi)\sum_{|\gamma|=j}\frac{1}{\gamma!}\partial_{\eta}^{\gamma}D_{y}^{\gamma}a(\xi+\eta, x+y, \xi)|_{y=0,\eta=0}$

である.

上に述べた 2 つの命題の証明は, $C^{\infty}$-distribution の枠組での対応する結果の証明
と本質的には同じであり, 微分の評価等を精密に計算すればよい.
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2.3. 擬局所性

次の命題は $C$“-distribution の枠組では明らかであるが, ここで採用した $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u$

の定義の下ではそれ程自明ではない.

命題 25([4] の Corollary 262). $a(x, \xi)\in C$“ $(\mathbb{R}^{n}\cross \mathbb{R}^{n})$ が

$|a_{(\beta+\tilde{\beta})}^{(\alpha)}(x, \xi)|\leq C_{|\alpha|+|\tilde{\beta}|,\delta}(A/R_{0})^{|\beta|}\langle\xi\rangle^{|\beta|}e^{\delta(\xi\rangle}$ if $\delta>0,$ $\langle\xi\rangle\geq R_{0}|\beta|$

を満たすとする. そのとき $\text{九}\geq 8e\sqrt{n}A$ ならば, $a(x, D):F_{0}arrow \mathcal{F}_{0}$ かつ

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}$

$\mathrm{p}a(x, D)u\subset\overline{\{x\in \mathbb{R}^{n}\cdot(|x,\xi)\in\sup \mathrm{p}a}$for some $\xi$ } $(u\in F_{0})$

である.

次に擬局所性に関するいくつかの結果を与える.

定理 26. $\Gamma$ を開錐集合, $a(\xi, y, \eta)$ \in S+(九, $A$ ) とし, ある $\epsilon>0$ に対して

$a(\xi, y,\eta)=0$ if $(y, \eta)\in\Gamma_{\epsilon},$ $|\xi/|\xi|-\eta/|\eta||\leq\epsilon/4,$ $\langle\xi\rangle\geq R_{0}$

を満たすとする. ここで $\Gamma_{e}:=\{(x, \xi);\xi\neq 0,$ $|(x, \xi/|\xi|)-(y, \eta/|\eta|)|<\epsilon$ for some
$(y, \eta)\in\Gamma\}$ である. そのとき, $R(\epsilon)>0$ が存在して $R_{\mathrm{n}}\geq R(\epsilon)A$ ならば,

$WF_{A}(a(D_{x}, y, D_{y})u)\cap\Gamma=\emptyset$ for $u\in \mathcal{F}_{0}$

である.

定理 27(擬局所性, [5] の Lemma 22). $a(\xi, y, \eta)$ \in S+(九, $A$ ), $\Gamma,$ $\Gamma_{1}$ を開錐集
合で $\Gamma_{1}\subset\subset\Gamma$ を満たすものとする. そのとき $R(\Gamma_{1}, \Gamma)>0$ が存在して

$WF_{A}(a(D_{x}, y, D_{y})u)\cap\Gamma_{1}=\emptyset$ if $u\in F_{0},$ $WF_{A}(u)\cap\Gamma=\emptyset,$ $R_{0}\geq R(\Gamma_{1}, \Gamma)A$

が成立する.

命題 28([5] の Lemma 29). $\Gamma$ を開錐集合で $\Gamma\subset\subset T^{*}\mathbb{R}^{n}\backslash 0$ を満たすものとし,
シンボノレ $a(\xi, y, \eta)$ が $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}a\subset \mathbb{R}^{n}\cross\Gamma$ かつ

$|\partial_{\xi}^{\alpha}D_{y}^{\beta+\tilde{\beta}}\partial_{\eta}^{\gamma+\tilde{\gamma}}a(\xi, y, \eta)|\leq C_{|\alpha|+|\tilde{\beta}|+|\tilde{\gamma}|}(A/R)^{|\beta|+|\gamma|}\langle\xi\rangle^{m_{1}-|\alpha|+|\beta|}$

$\cross\langle\eta\rangle^{m_{2}-|\tilde{\gamma}|}\exp[\delta_{1}\langle\xi\rangle+\delta_{2}\langle\eta\rangle]$ if $\langle\xi\rangle\geq R_{0}|\beta|,$ $\langle\eta\rangle\geq R_{0}|\gamma|$

を満たすと仮定する. $\epsilon>0$ とし, $u\in F_{0}$ が $WF_{A}(u)\cap\Gamma_{\epsilon}=\emptyset$ 満たすものとする.
そのとき, 正数 $R(\epsilon),$ $\delta(\epsilon, u),$ $\delta_{j}(\epsilon, u)(j=1,2)$ が存在して

$a(D_{x}, y, D_{y})u\in S_{\delta}$ if 九 $\geq R(\epsilon)A$ , 2\mbox{\boldmath $\delta$}1+|\mbox{\boldmath $\delta$}2|<1/Rか
$\delta_{j}\leq\delta_{j}(\epsilon,u)(j=1,2),$ $\delta<\min\{1/(2Ro), \delta(\epsilon, u)\}$

が成立する.
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2.4. 定義 (2)

$a(x, \xi)\in PS^{+}(\Gamma;R_{0}, A)$ とする. 開錐集合 $\Gamma_{j}(j=1,2)$ が $\Gamma_{0}\Subset\Gamma_{1}\Subset\Gamma_{2}\Subset\Gamma$

を満たすものとする. $\Phi^{R}(\xi, y, \eta)\in S^{0,0,0,0}(R, C(\Gamma_{1}, \Gamma_{2}))$ を $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\Phi^{R}\subset \mathbb{R}^{n}\cross\Gamma_{2}$,
$\Phi^{R}(\xi, y, \eta)=1$ for $(\xi, y, \eta)\in \mathbb{R}^{n}\cross\Gamma_{1}$ with(y7) $\geq R$ を満たすように選び, $a^{R}(\xi, y, \eta)=$

$\Phi^{R}(\xi, y, \eta)a(y, \eta)$ とお $\langle$ . $\Gamma_{j}^{0}:=\Gamma\cap(\mathbb{R}^{n}\cross S^{n-1})$ 等と書くことにする. $u\in \mathrm{C}(\Gamma_{0}^{0})$ ’こ

対して, 定義より $v|_{\Gamma_{0}^{0}}=u$ なる $v\in F_{0}$ が存在する. そのとき

$a(x, D)u=\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}(a^{R}(D_{x},y, D_{y})v)|_{\Gamma_{0}^{0}}$ in $\mathrm{C}(\Gamma_{0}^{0})$ if $R\geq R(A, \Gamma_{0}, \Gamma_{1}, \Gamma_{2})$

によって, $a(x, D):\mathrm{C}(\Gamma_{0}^{0})arrow \mathrm{C}(\Gamma_{0}^{0})$ が定義される ( $\Phi^{R}$ 及び $v$ の選び方に依存しな

い). そのとき定理 27 より, 層準同型 $a(x, D):\mathrm{C}_{\Gamma^{0}}arrow \mathrm{C}_{\Gamma^{0}}$ が定義される. $a(x, \xi)\equiv$

$\sum_{j=0}^{\infty}a_{j}(x, \xi)\in FS^{+}(\Gamma;C_{0}, A)$ のとき,

$\tilde{a}(x, \xi):=\sum_{j=0}^{\infty}\phi_{j}^{R/2}(\xi)a_{j}(x, \xi)\in PS^{+}(\Gamma;R, A’)$ if $R>C_{0}$

であり,
$a(x, D)u=\tilde{a}(x, D)u\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}$ for $u\in \mathrm{C}(\Gamma^{0})$

によって, $a(x, D):\mathrm{C}(\Gamma_{0}^{0})arrow \mathrm{C}(\Gamma_{0}^{0})$ を定義できる ( $\{\phi_{j}^{R}\}$ の取り方に依存しない). また
層準同型 $a(x, D):\mathrm{C}_{\Gamma^{0}}arrow \mathrm{C}_{\Gamma^{0}}$ が定義される. $U,$ $X$ を $\mathbb{R}^{n}$ の開集合で $U\Subset X$ を満たす

ものとする. $a(x, \xi)\in PS^{+}(X\mathrm{x}(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\});R_{0}, A)$ (or $\in FS^{+}(X\cross(\mathbb{R}^{n}\backslash \{0\});C_{0},$ $A)$ )
のとき, 同様に $a(x, D):B(U)/A(U)arrow B(U)/A(U),$ $B(U)arrow B(U)/A(U)$ 及び層準
同型 $a(x, D):B_{X}/A_{X}arrow B_{X}/A_{X}$ , BX\rightarrow Bえ $/A_{X}$ を定義できる. ここで, $A_{X}$ は $X$

上の実解析函数の層を表す. また同様に Fourier 積分作用素を定義することができ
る ([4] の第 2, 3 章参).

3. microhyperbolic 作用素
この節では, 古典的超局所解析の応用として, microhyperbolic 作用素に対する

柏原-河合 [2] の結果の略証を与える. 他のいくつかの応用については, [4] の第 4, 5
章において述べられている.

$\Omega$ を $T^{*}\mathbb{R}^{n}\backslash 0$ の開錐集合とし, $m\in \mathbb{R},$ $p(x, \xi)\equiv\sum_{j=0}^{\infty}p_{m-j}(x, \xi)\in FS^{m,0}(\Omega;\mathrm{Q}$,
$A)$ とする. $p_{m}(x, \xi)$ は $\xi$ について $m$ 次正斉次であると仮定する. $z^{0}=(x^{0}, \xi^{0})\in$

$\Omega^{0}\equiv\Omega\cap \mathbb{R}^{n}\cross S^{n-1},$ $\theta\in T_{z^{0}}\Omega(\simeq \mathbb{R}^{2n})$ とする. そのとき

$p(x, \xi)$ は $z^{0}$ で $\theta$ に関して microhyperbolic
$\Leftrightarrow^{\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}}$

$\exists \mathcal{U}(\subset\Omega):z^{0}$ の近傍, $\exists t_{0}>0\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $p_{m}(z-it\theta)\neq \mathrm{O}$ for $z\in \mathcal{U},$ $0<t\leq t_{0}$
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と定義する. 以下, 次の仮定をおく:

仮定. $p(x, \xi)$ は $z^{0}$ で $\theta$ (こ関して microhyperbolic である.

localization 多項式 $p_{mz^{0}}(X)$ ( $\not\equiv 0$ in $X\in \mathbb{R}^{2n}$ ) を

$p_{m}(z^{0}+tX)=t^{\mu}(p_{mz^{0}}(X)+o(1))$ $(tarrow 0)$

によって定義する. そのとき $p_{mz^{0}}(X)$ は $\theta$ に関して双曲型, すなわち

$p_{m,z^{0}}(X-i\theta)\neq 0$ for $X\in \mathbb{R}^{2n}$

を満たす.

$\Gamma(p_{mz^{0}}, \theta)="\{X\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\in \mathbb{R}^{2n}; p_{mz^{0}}(X)\neq 0\}$ の $\theta$ を含む連結成分

と定義する.

命題 3.1([4] の Proposition 433). (i) $\tilde{\theta}\in\Gamma(p_{mz^{0}}, \theta)$ ならば, $p(x, \xi)$ は $z^{0}$ で
$\tilde{\theta}$ に関しても microhyperbolic である.

(ii) $\forall M(\subset\Gamma(p_{mz^{0}}, \theta)$ : コンパクト, $\exists \mathcal{U}(\subset\Omega):z^{0}$ の近傍, $\exists t_{0}>0,$ $\exists c\mathit{0}>0\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

$|p_{m}(z-itX)|\geq c_{0}t^{\mu}$ for $z\in \mathcal{U},$ $X\in M,$ $0\leq t\leq t_{0}$

定理 3.2(柏原-河合). $\varphi(x, \xi)\in C^{2}(\Omega)$ は実数値かつ $\xi$ について 0 次正斉次で
$\varphi(z^{0})=0$ を満たすものとする. さらに

$H_{\varphi}(z^{0})\equiv(\nabla_{\xi}\varphi(z^{0}), -\nabla_{x}\varphi(z^{0}))=-\theta$

と仮定する. そのとき,
$u\in \mathrm{C}(\Omega^{0}),$ $z^{0}\not\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}p(x, D)u$,
$\exists \mathcal{U}(\mathrm{C}\Omega^{0}):z^{0}$ の近傍 $\mathrm{s}.\mathrm{t}$ . $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\cap\{z\in \mathcal{U};\varphi(z)<0\}=\emptyset$

�

$z^{0}\not\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u$

が成り立つ.

略証. 定理 32 の証明のアイデアのみを与える. $\theta\neq 0$ と仮定してよい. $\mathcal{U}$ を $\Omega^{0}$ に

おける $z^{0}$ の近傍として, $u\in \mathrm{C}(\Omega^{0})$ が $z^{0}\not\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}p(x, D)u,$ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u\cap\{z\in \mathcal{U};\varphi(z)<$

$0\}=\emptyset$ を満たすとする. $\Gamma_{j}\equiv X_{j}\cross\gamma_{j}(0\leq j\leq 5),$
$\Gamma$ を開錐集合で $z^{0}\in\Gamma_{j+1}\subset\subset\Gamma j$ ,

$\Gamma_{0}\subset\subset\Gamma\subset\subset\Omega,$ $\Gamma_{1}^{0}\subset \mathcal{U}$ を満たすものとする. $\Phi^{R}(\xi, y, \eta)\in S^{0,0,0,0}(R, C(\Gamma 0, \Gamma))$ を

$\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\Phi^{R}\subset \mathbb{R}^{n}\cross\Gamma$ , $\Phi^{R}(\xi, y, \eta)=1$ if $(y, \eta)\in\Gamma_{0},$ $\langle\eta\rangle\geq R$
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を満たすように選ぶ. 以下これを $\Gamma_{0}\subset\Phi^{R}\subset\Gamma$ と記すことにする.

$\tilde{p}(x, \xi):=\sum_{j=0}^{\infty}\phi_{j}^{R/2}(\xi)p_{m-j}(x, \xi)$ , $p^{R}(\xi, y, \eta):=\Phi^{R}(\xi, y, \eta)\tilde{p}(y, \eta)$

とおく. 定義より $v|_{\Gamma_{1}^{0}}=u|_{\Gamma_{1}^{0}}$ in $\mathrm{C}(\Gamma_{1}^{0})$ を満たす $v\in A’(\overline{X}_{1})$ が存在する. $f:=$
$p^{R}(D_{x}, y, D_{y})v$ とおいて,

$WF_{A}(f)\cap\Gamma_{1}=\emptyset,$ $WF_{A}(v)\cap\Gamma_{1}\subset\{z\in\Gamma_{1;}\varphi(z)\geq 0\}$

としてよい. $\kappa>0$ に対して

$\Phi_{\hslash}(x, \xi):=(x-x^{0})\cdot\nabla_{x}\varphi(z^{0})+(\xi/|\xi|-\xi^{0})\cdot\nabla_{\xi}\varphi(z^{0})$

$+\kappa(|x-x^{0}|^{2}+|\xi/|\xi|-\xi^{0}|^{2})$,
$\Lambda_{j}(x, \xi):=(\Phi_{\kappa}(x, \xi)-1/j)|\xi|$ $(j\in \mathrm{N})$

とおく. シンボノレ $\varphi^{R}(\xi, y, \eta)$ を $\Gamma_{3}\subset\subset\varphi^{R}\subset\subset\Gamma_{2}$ を満たすようにとる (定義は明らか
であろう). そのとき命題 28 より, $\delta>0$ が存在して $R>>1$ ならば

(3.1) $\varphi^{R}(D_{x}, y, D_{y})p^{R}(D_{x}, y, D_{y})v=\varphi^{R}(D_{x}, y, D_{y})f=:g\in S_{\delta}$

となる. 故に

図 1: $(y$ , \eta $)$-空間

(3.2) $p^{R}(D_{x}, y, D_{y})\varphi^{R}(D_{x}, y, D_{y})v=[p^{R}, \varphi^{R}]v+g$
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ここで $\ovalbox{\tt\small REJECT}^{R},$ $\varphi^{8}$] $\ovalbox{\tt\small REJECT} p^{8}\varphi^{3}-\varphi^{R}p^{R}\sim q(D_{x},$ $y,$ $D,\ovalbox{\tt\small REJECT} j\ovalbox{\tt\small REJECT} 1$ のとき図 1 を得る. $\varphi^{8}\Subset$

$\psi^{1fl}\ovalbox{\tt\small REJECT}\psi^{2.R}\ovalbox{\tt\small REJECT}\psi^{3.R}\ovalbox{\tt\small REJECT} \mathrm{F}_{1}$ を満たすようにシンボ) $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $\psi^{k.R}(\xi, y, \eta)$ を選ぶ. ここで例え

ば $\varphi^{R}\Subset\psi^{1,R}$ は, 開錐集合 $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{3}\mathrm{C}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}\mathrm{C}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}$ が存在して $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{3}C\varphi^{8}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2},$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{2}\ovalbox{\tt\small REJECT}\psi^{1fl}\mathrm{c}\ovalbox{\tt\small REJECT}_{1}$

を意味するものとする. シンボル・カリキュラスより, 楕円型シンボル $\sim(\xi, y, \eta)$ で

(3.3) $(Op(\exp[t\Lambda_{j}(y, \xi)]\psi^{2,R}(\eta, y, \xi))Op(\exp[-t\Lambda_{j}(y, \eta)]\psi^{3,R}(\xi,y, \eta))$

$\cross e^{R}(D_{x}, y, D_{y})-1)\varphi^{R}(D_{x}, y, D_{y})$ : regularizer

を満たすものが存在する. ここで $Op(a(\xi, y, \eta))=a(D_{x},y, D_{y})$ である.

$p_{t\Lambda_{f}}^{R}$$.(D_{x}, y, D_{y}):=Op_{i}(\exp[-t\Lambda_{j}(y, \eta)]\psi^{1,R}(\xi, y, \eta))p^{R}(D_{x}, y, D_{y})$

$\mathrm{x}Op(\exp[t\Lambda_{j}(y, \xi)]\psi^{2,R}(\eta, y, \xi))$

とおいて, 図 1 に注意して, (3.1)-(3.3) より, $\delta$ に対して $t>0$ を十分小にとって

(3.4) $p_{t\Lambda_{\mathrm{j}}}^{R}(D_{x}, y, D_{y})w=g’\in L^{2}$

を得る. ここで

$w:=Op(\exp[-t\Lambda_{j}(y,\eta)]\psi^{3,R}(\xi, y, \eta))e^{R}(D_{x}, y, D_{y})\varphi^{R}(D_{x}, y, D_{y})v$

である. Fourier 積分作用素に対するカリキュラスにより

(3.5) $p_{t\mathrm{A}_{\mathrm{j}}}^{R}(D_{x}, y, D_{y})=p(x, D;t\Lambda_{j})$ in $\Gamma_{4}$ ,
$p(x, D;t\Lambda j)=p_{m}(x+it(\nabla\xi\varphi(z^{0})+O(|x-x^{0}|+|\xi/|\xi|-\xi^{0}|+1/j+t))$ ,

$\xi-it(\nabla_{x}\varphi(z^{0})|\xi|+O(|x-x^{0}||\xi|+t|\xi|)))(1+O(t))+O(|\xi|^{m-1})$

を示すことができる. 而 crohyperbolic の仮定より, $\exists t_{0}>0,$ $\exists c(t)>0(. 0<t\leq t_{0})$ ,
$\exists j_{0}\mathrm{s}.\mathrm{t}$ .

(3.6) $|p(x,\xi;t\Lambda_{j})|\geq c(t)|\xi|^{m}$ if $j\geq j_{0},$ $(x, \xi)\in\Gamma_{5},$ $|\xi|\geq 1,0<t\leq t_{0}$

が従う. 実際はもう少し厳密な議論を要するが, (3.4)-(3.6) より $w\in H^{m}$ near $z^{0}$ を

示すことができる. また (3.3) より $\varphi^{R}(D_{x}, y, D_{y})v-Op(\exp[t\Lambda_{j}(y, \xi)]\psi^{2,R}(\eta, y, \xi))w$

は解析的である. $\Lambda_{j}(x,\xi)\leq-|\xi|/(2j)$ near $z^{0}$ より, $z^{0}\not\in WF_{A}(v)$ を得る. $\square$

次を仮定する:

仮定. $\theta:\Omega\ni z\vdash+\theta(z)\in T_{z}\Omega$ を連続なベクトル場とし, $p_{m}$ が各 $z\in\Omega$ において

$\theta(z)$ に関して microhyperbolic である.

このとき, $z^{0}\in\Omega$ に対して Lipschitz 連続な曲線 $\{z(s)\}_{\pm s\in 1^{0,\mathrm{n}}\pm})(\subset\Omega)$ がそれそ

れ ( $\theta$ に関して) 正方向 ( $+$ に対応), 負方向 (一に対応) に $z^{0}$ からでる $p$ の一般
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化された半陪特性帯である (generalized semi-bicharacteristics) とは,

$\{$

$(d/ds)z(s)\in\Gamma(p_{mz(s)}, \theta(z(s))^{\sigma}\cap\{X\in \mathbb{R}^{2n};|X|=1\}$

for $a.e$ . $s$ with $\pm s\in[0, a_{\pm})$ ,

$z(0)=z^{0}$

を満たすときをいう. ここで $a\pm>0$ かつ $\sigma$ はシンプレクテイツク形式を表す. すな
わち $X=(\delta x, \delta\xi),$ $\mathrm{Y}=(\delta y, \delta\eta)\in T_{z}\Omega(\simeq \mathbb{R}^{2n})$ に対して $\sigma(X, \mathrm{Y})=\delta y\cdot\delta\xi-\delta x\cdot\delta\eta$

である. $z\in\Omega,$ $\Gamma\subset T_{z}\Omega$ に対して,

I” $:=$ { $X\in T_{z}\Omega;\sigma(X,$ $\mathrm{Y})\geq \mathrm{O}$ for $W\in\Gamma$ }

と定義する. そのとき, 定理 32 より次の定理が得られる.

定理 33 ([4] の Theorem 438). $u\in \mathrm{C}(\Omega^{0}),$ $p(x, D)u=\mathrm{O}$ in $\mathrm{C}(\Omega^{0}),$ $z^{0}\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u$

とする. そのとき, $a\in(-\infty, 0)\cup\{-\infty\}$ と負の方向 (こ $z^{0}$ からでる $p$ の一般化され

た半陪特性帯 $\{z(s)\}_{s\in(a,0]}(\subset\Omega)$ が存在して

$(x(s), \xi(s)/|\xi(s)|)\in \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}u$ for $s\in(a, 0]$ ,
$sarrow.a+0\mathrm{h}\mathrm{m}z(s)\in\partial\Omega$ if $a>-\infty$

を満たす. ここで曲線のパラメータ $s$ は, 半陪特性帯に沿っての $z^{0}$ から $z(s)$ まで

測った長さが一 $s$ となるよう Cことられている. また $z(s)=(x(s), \xi(s))$ と表した.
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