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Abstract

細い渦輪の線形安定性を局所安定性解析により調べた。局所安定性解析における Hill-
Schr\"odinger 方程式による定式化を渦輪の場合に拡張した。基本流となる渦輪の流れ場は、
渦核半径と渦輪半径の比を展開パラメタとする漸近展開により得られているものを用いる。
特に最低次での渦度分布が、 Rankine 渦で与えられるもの (Kelvin 型渦輪) $\text{、}$ Gauss 分布
で与えられるもの (Gauss 型渦輪) を取り扱う。 どちらの場合においても 1 次の不安定性が
存在することが確認された。不安定成長率を解析的に求め、数値的に求めたものとよく一
致することを確認した。 1 次の不安定性はどちらの渦輪の場合においても 2 次の不安定性
より強いが、その理由は異なる。

1 はじめに

渦輸の不安定性は、渦線が曲率をもつ場合の不安定性という点で、研究の多い平行流や二次元
流の不安定性と異なるメカニズムを持ちうる。Widnall and Tsai[l] は Kelvin 型の渦輪の安定
性をモード解析により調べ、 $\epsilon_{-}$ ( $=$ 渦核半径と渦輪半径の比) の 2 次で屈曲波 (bending wave) が
共鳴により不安定となることを示した ([2] も参照のこと)。 ここで Kelvin 型の渦輪とは、 $\epsilon$. の

最低次での渦度分布が、Rankine 渦で与えられるものである。 この Widnall-Tsai 不安定性を
引き起こすのは、 2 次の歪み流の効果であり、 この意味で Widnall-Tsai 不安定性は円柱渦の歪
み流による不安定性 $[3, 4]$ と本質的に同じものである。 これに対し、われわれは $\epsilon$ の 1 次の効
果による渦輪の不安定性が存在し、それが $\epsilon$ の広い範囲について Widnall-Tsai 不安定性より
も大きい最大成長率をもつことをモード解析により示した [5]。 細い渦輪の 1 次の流れ場は本質
的に渦線の曲率に起因するものであり、 この意味でこの 1 次の不安定性は曲率不安定性と呼ぶ
べきものである。
一方、非粘性流の線形安定性は短波長極限で線形常微分方程式により調べることができる

(局所安定性解析) $[6, 7]$。渦輪の局所安定性解析としては Lifschitz などの研究があるが [8, 9, 10]、
そこで調べられた不安定性の起源は必すしも明らかになっていない。 この点で、細い渦輪に漸
近展開による基本流を用いた解析を行えば、 1 次の曲率不安定性と 2 次の $\backslash \mathrm{V}\mathrm{i}\mathrm{d}\mathrm{l}\mathrm{l}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{l}$-Tsai 不安定
性を同定し、 両者の性質の違いを明らかにすることができると期待される。
また、 現在までにモード解析による安定性解析が行われているのは Kelviu 型の渦輪のみで

ある。 言い換えれば、実験観測で得られるものと近い渦度分布をもつ渦輪についてはモード解
析は困難で、 その知見はまだ得られていない。
本研究では、まず局所安定性解析における Hill-Schr6dinger 方程式を渦輪の場合に適用でき

るように拡張する。次に Kelvin 型渦輪と、実験観測で扱われる渦輪に近いと考えられる Gauss
型渦輪 (最低次の渦度分布が Gauss 分布である渦輪) について局所安定性解析を行う。Kelvin
型渦輪については 1 次、 2 次の不安定成長率を解析的に求め、数値計算による結果と比較する。
また、 モード解析による結果との関連を議論する。 さらに、Gauss 型渦輪については 1 次の不
安定成長率の解析的な表現を導き、数値的に得られたものとの比較を行う。
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2 局所安定性解析

局所安定性解析 $[6, 7]$ の出発点は、基本流 $U$ に対する擾乱 $u$ を次のような形

$u= \exp(\mathrm{i}\frac{\Psi(x,t)}{\delta})a(x, t)$ , (1)

に仮定することである。ただし $\delta\ll 1$ であり、基本流は定常であるとする。 この形を線形化さ
れた Euler 方程式に代入すると、 $\delta$ の各次数における式から

$\frac{\mathrm{d}X}{\mathrm{d}t}$ $=$ $U(X)$ , (2)

$\frac{\mathrm{d}k}{\mathrm{d}t}$ $=$
$-\mathcal{L}^{T}k$ , (3)

$\frac{\mathrm{d}a}{\mathrm{d}t}$ $=$ $( \frac{2kk^{T}}{|k|^{2}}-I)\mathcal{L}a$, (4)

が得られる。 ここで Lij=\partial Ui/� xj(X),
$T$ は転置を意味し、 $I$ は単位行列である。短波長

$(\delta\ll 1)$ の極限を取ることにより、偏微分方程式から常微分方程式が導かれている。 ある初期
条件に対して $a$ が時間的に無制限に成長するとき、基本流は線形不安定となる [6]。
渦軸方向の速度成分 (swirl) が 0 であるような渦輪の場合、渦核付近の流線は閉じている。

このとき流体粒子運動 $X$ は周期的であり、 したがって $\mathcal{L}$ も周期的である。波数ベクトル $k$ が

周期的であると仮定すると、擾乱の擬幅 $a$ の方程式 (4) の右辺の行列も周期的となる。 この場
合 Floquet の理論により、 $T$ を周期として

$a(t+T)=F(T)a(t)$ , (5)

が成り立つ。擾乱の振幅の成長率は Floquet 行列 $\mathcal{F}$ の固有値 $\mu_{i}$ により

$\sigma_{i}=\frac{\log|\mu_{i}|}{T}$ , (6)

となる。結局、 (2)$-(4)$ を解いて $\sigma_{i}$ の最大値 $\sigma$ を求め、 $\sigma>0$ であれば基本流は指数的に不安
定となる。
今の場合、振幅の方程式 (4) は次のように Hill-Schr6dinger 方程式に帰着される。Figure 1

のように渦軸に沿った長さ $s$ と渦輪断面における渦軸を原点とする極座標系 (’のにより構成
されるトロイダル座標系をとる。 ただし、長さは渦輸の半径によって無次元化され、 さらに渦
核半径と渦輪半径の比 $\epsilon$ によってスケールされている。 このとき、 (4) は次のように表現する
ことができる

$\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}t}(\begin{array}{l}pq\end{array})$ $=$ $(\begin{array}{ll}\tau_{t}^{\mathrm{l}\mathrm{o}\mathrm{g}^{h}\dotplus}\mathrm{d} +\mathrm{t}\mathrm{r}\mathcal{L}_{1}-\underline{.}v \rho \end{array})(\begin{array}{l}pq\end{array})$ . (7)

ここで $[perp]$ と $||$ はそれぞれ $r\theta$ 平面 $\text{、}$

$s$ 或分への射影であり、 $\omega_{s}$ は渦度、 $\rho=1+\epsilon y$ は対称軸
からの距離、 さらに

$k=|k|$ , $k_{[perp]}=|k[perp]|$ , $k||=|k|\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$p= \frac{k}{k_{[perp]}}\rho k_{[perp]}\cdot a_{1}$ , $q= \frac{k}{k_{[perp]}}$

.
$(k_{[perp]}\mathrm{x}a_{[perp]})\cdot e_{||}$ , $\mathcal{H}=\mathcal{L}_{[perp]}(\begin{array}{ll}0 1-1 0\end{array})$ ,
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Figure 1: 座標系.

$e||$ は $s$ 方向 ( $=z$方向) への単位ベクトルである。式 (7) は、基本流が二次元の場合、 Baylyet
al.[ll] が非圧縮性流について導き、圧縮性流の場合に Leblaaxc[12] が導いた式の 「渦輪版」 で
ある。 $p$ を消去すると次の Hill-Schr\"odinger 方程式 $[11, 12]$ が導かれる

$\frac{\mathrm{d}^{2}q}{\mathrm{d}t^{2}}+V(t)q$
$=$ 0. (8)

ただし、

$V(t)$ $=$ $\frac{2\omega_{s}k_{||}^{2}k_{[perp]}^{T}\mathcal{H}k_{1}}{k_{[perp]}^{2}k^{2}}+\lceil\frac{\mathrm{d}^{2}}{\mathrm{d}t^{2}}(\log\frac{k_{[perp]}}{k})+\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}t}(\mathrm{t}\mathrm{r}\mathcal{L}_{1})\rceil-[\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}t}(\log\frac{k_{[perp]}}{k})+\mathrm{t}\mathrm{r}\mathcal{L}_{1}]^{2}$ . $(9)$

$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathcal{L}$ が渦輪に特有な項である。 尚、上の式は Figure 1 に同時に示されているデカルト座標系で
も同様な表現となる。
各々の渦輪について議論する前に、波数ベクトルの周期性について注意しておく。波数ベ

クトルが周期的でない場合、 その大きさは代数的に変化し、不安定になるとしても代数的な不
安定であることが知られている。 したがって、指数不安定を調べるためには波数ベクトルが周
期的である場合のみを扱えばよい。一般に

$U(X(0))\cdot k(0)=0$ (10)

が成り立つ場合、波数ベクトルは厳密に周期的となる。 しかしながら、 Kelvin 型渦輪の場合
には $O(\epsilon)$ までは任意の $k(0)$ に対して周期的である。 よって、以下では Gauss 型につぃては
(10) を課すが、Kelvin 型については課さない場合も扱う。

3Kelvin 型渦輪の場合

3.1 成長率の解析的な評価

Kelvin 型渦輪の速度場 $U$ およひトロイダル方向の渦度場 $\omega_{s}$ は

$U$ $=$ $(\begin{array}{l}-yx0\end{array})+\epsilon(\frac{5}{8}-\frac{5}{8}x^{2}.\frac{7}{8,y}y^{2}-\frac{1}{2}z^{2}\frac{-1}{4}xxz)+\epsilon^{2}(Ax+\frac{\frac{3}{\mathrm{J}_{1}6}}{16}.x^{3}+\frac{3}{x^{16}}y^{2}-x_{\tilde{z}^{2}}Ay+x^{2}y+\frac{1}{yz16x}y^{3}-\frac{3}{\frac{\S}{8}}y_{\tilde{4}}^{2}-\frac{3}{4})$ 。1)

$\omega_{s}$ $=$ $2\rho=2(1+\epsilon y)$ , (12)
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で与えられる [1]。 ただし $A= \frac{15}{16}-\frac{3}{4}\log\frac{8}{\epsilon}$ である。 これを用いて式 (2) と (3) を解いて、式
(9) より $V(t)$ を 1 次まで求めると

$V(t)$ $=$ 4 $(1- \sin^{2}\chi)+\epsilon r_{0}[(\frac{15}{2}-\frac{37}{2}\sin 2\chi+12\sin 4\chi)\sin t$

$+.(- \frac{15}{4}-\frac{9}{4}\sin 2\chi+6\sin 4\chi)\sin(t+2\phi)]+O(\epsilon^{2})$, (13)

となる。 ここで $r_{0}$ は流体粒子運動の 0次の半径 (0次で軌道は円である) であり、 $t=0$ におい

て波数ベクトルと $e||$ のなす角度を \chi 、 波数ベクトルと流線に対する法線ベクトルのなす角度
を $\phi$ とした。 したがって、共鳴が $[4 (1-\sin^{2}\chi)]^{1/2}=n/2$ のときに起こる。 最も主要な共鳴
は $\cos\chi^{(1)}=\pm 1/4$ であるが、 $0\leq\chi\leq\pi/2$ の範囲で考えても一般性を失わないので以下では
この範囲で考える。 このとき、 Hill の方程式の一般論 [13] から不安定成長率が

$\sigma^{(1)}=\frac{15\epsilon r_{0}}{256}\sqrt{61-60\cos 2\phi}$, (14)

であることがわかる。 これは $\phi=\pi/2$ のときに最大値

$\sigma_{\max}^{(1)}=\frac{165}{256}\epsilon r_{0}$ , (15)

をとる。
基本流の 2 次の項まで考慮した場合、波数ベクトルの大きさは

$k^{2}=1+ \epsilon(\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c})+\epsilon^{2}[-\frac{21}{16}\sin 2\chi\sin 2\phi t+(\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{c})]$ , 16)

のように時間変化する。 2 次まで周期的であるのは $\phi=0,$ $\pi/2$ の場合である。 1 次の場合と同
様に $V(t)$ を計算し成長率を求めると、 $\phi=0$ の場合には

$\sigma^{(2)}$
$=$ $\epsilon^{2}(\frac{27}{64}\log\frac{8}{\epsilon}-\frac{135}{512}-\frac{63}{128}r_{0}^{2})$ , (17)

$\phi=\pi/2$ の場合には

$\sigma^{(2)}$
$=$ $\epsilon^{2}[(\frac{27}{64}\log\frac{8}{\epsilon}-\frac{135}{512}-\frac{5}{8}r_{0}^{2})^{2}+(\frac{15}{64}r_{0}^{2})^{2}]^{1/2}$, (18)

となる。 どちらの場合も $r_{0}=0$ での威長率が

$\sigma^{(2)}|_{r0=0}=\frac{9}{16}|A-\frac{15}{32}|\epsilon^{2}$, (19)

となるが、 $|A- \frac{15}{32}|\epsilon^{2}$ が淀み点での straiu rate であることに注意すると、楕円型不安定性に
おいて Waleffe の得た結果 [14] と対応していることがわかる。

32 数値計算結果

Figure 2 に、数値計算により得られた不安定成長率の $(r0, \chi)$-平面における等値線図を示す。
$\chi=\chi^{(1)}\approx 0.42\pi,$ $\chi^{(2)}=\pi/3$ 付近を中心に不安定を示す領域が見られる。 1 次の不安定成長率
は $r_{0}=1$ で、 2 次の不安定成長率は $r_{0}=0$ で最大となる $\text{。}$ 1 次の項の 3番目の共 q岨はる狭
い不安定領域も見られる。

Figure 3 に不安定成長率の最大値の $\epsilon$ 依存性を示す。数値計算の結果は、全般に解析的に
得られた値とよく一致していることがわかる。 この図から、 1 次の最大成長率は 2 次の最大成
長率よりも $\epsilon$ の広い範囲にわたって大きいことがわかる。
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$\chi$ $\chi$

Figure 2: 不安定成長率の等値線図. Kelvin 型渦輪. $\mathrm{S}$ は安定領域を示す. (a) $\epsilon$. $=0.1,$ $\phi=\pi/2$ ,
(b) $\epsilon=0.3,$ $\phi=0$ .

(i)
$\sigma_{\max}$

Figure 3: 最大成長率の $\epsilon$ 依存性. Kelvin 型渦輪. 記号が数値計算結果 ( $0:O(\epsilon),$ $\phi=\pi/2,$ $\mathrm{x}$ :
$O(\epsilon),\phi=\wedge’ 9\backslash \backslash 0,$

$\square :O(\epsilon^{2}))$ , 線が解析的な結果 (実線: $O(\epsilon),$ $\phi=\pi/2$ , 破線: $O(\epsilon),$ $\phi=0$ , 点線
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33 モード解析との対応

Kelvin 型渦輪の場合、局所安定性解析により得られた成長率は、モード解析の結果 [5] と以下
のように対応している

$\sigma_{\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1}arrow\frac{15\epsilon}{256}(\frac{\pi}{2})^{-2}$ , as $\etaarrow \mathrm{o}\mathrm{o}$ for fixed $m$ , (20)

$\sigma_{\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}1}arrow\frac{165\epsilon}{256}$ , as $\eta,$ $marrow\infty$ , $\frac{m}{\eta}\sim 1$ . (21)

ここで $\eta$ と $m$ は擾乱のそれぞれ $r$ 方向と $\theta$ 方向の 「波数」 である。つまり、 (20) の極限が
$(\pi/2)^{-2}$ という因子を別にして $\phi=0$ の場合と対応しており、(21) の極限が $\phi=\pi/2$ の場合と対
応している。モード解析における不安定モードの形から、前者の場合には $\phi\sim\tan^{-1}Cm/\etaarrow \mathrm{O}$

であり、後者の場合には $\phi\sim\tan^{-1}C’m/\eta^{2/3}arrow\pi/2$ である 1 ことを考えると、上の対応が理
解される。

4Gauss 型渦輪の場合

4.1 基本流の漸近展開

細い渦輸の基本流を漸近展開により求める方法は Fukumoto and Moffatt[16] に述べられてい
る。 ここでは以下の解析で使用する 2 次の流れ場までを簡単にまとめておく。
まず 0 次の渦度を次のように Gauss 分布で与える

$\omega^{(0)}=\frac{\alpha}{\pi}\exp(-\alpha r^{2})$ .

これに対応する速度場は

$U_{r}^{(0)}=0$ , $U_{\theta}^{(0)}= \frac{1}{2\pi r}[1-\exp(-\alpha r^{2})]$ ,

である。 1 次の速度場は

$U_{r}^{(1)}=- \frac{1}{r}\tilde{\psi}_{11}^{(1)}(r)\cos\theta$ , $U_{\theta}^{(1)}=( \frac{\mathrm{d}\tilde{\psi}_{11}^{(1)}}{\mathrm{d}r}+rU_{\theta}^{(0)}(r))\sin\theta$ ,

である。 ただし、

$.\tilde{\psi}_{11}^{(1)}$

$=$ $\Psi_{11}^{(1)}+c_{11}^{(1)}U_{\theta}^{(0)}$ , $\Psi_{11}^{(1)}=-U_{\theta}^{(0)}\{\frac{r^{2}}{2}+\int_{0}^{r},\frac{g(r)\mathrm{d}r}{r[U_{\theta}^{(0)}(r)]^{2}},,’\}$ ,

$g(r)$ $=$ $\frac{1}{4\pi^{2}}[\mathrm{E}_{1}(\alpha r^{2})-\frac{1}{2}\mathrm{E}_{1}(2\alpha r^{2})+\log r+\frac{1}{2}\gamma+\frac{1}{2}\ln\frac{\alpha}{2}]$ .

ここで $\mathrm{E}_{1}$ は指数積分関数であり $\gamma=0.5772156649\cdots$ は Euler の定数である。 $c_{11}^{(1)}$ の選ひ方

には任意性があるが、 ここでは有限の Reynolds 数のときに運動座標系の中心が $O(\epsilon^{3}.)$ まで一

定とできることに対応して

$c_{11}^{(1)} \approx\frac{1}{4\alpha}2.5902739$ $= \frac{1}{\alpha}$ 0.6481848,

$11-r=O(m^{1/3})$ のとき $\eta J_{m}’(\eta r)/J_{m}(\eta r)\sim\eta^{2/3}$ なので [15]。
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と選ぶ。 2 次の速度場は

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{2)}=(\frac{1}{2}\tilde{\psi}_{11}^{(1)}-\frac{2\tilde{\psi}_{21}^{(2)}}{r})\sin 2\theta$, $U_{\theta}^{(2)}=( \frac{r^{2}}{2}U_{\theta}^{(0)}+\frac{r}{2}\frac{\mathrm{d}\tilde{\psi}_{11}^{(1)}}{\mathrm{d}r}-\frac{\mathrm{d}\tilde{\psi}_{21}^{(2)}}{\mathrm{d}r})\cos 2\theta$,

で与えられる。 ここで $\tilde{\psi}_{21}^{(2)}$ は次の常微分方程式

$( \frac{\mathrm{d}^{2}}{\mathrm{d}r^{2}}+\frac{1}{r}\frac{\mathrm{d}}{\mathrm{d}r}-\frac{4}{r^{2}}-a)\psi_{21}^{(2)}\sim=\frac{b}{4}(\psi_{11}^{(1)})^{2}\sim+ra\psi_{11}^{(1)}\sim+\frac{1}{2}(rU_{\theta}^{(0)}+r^{2}\omega^{(0)}+\frac{\mathrm{d}\psi_{11}^{(1)}\sim}{\mathrm{d}r}-\frac{\psi_{11}^{(1)}\sim}{r})$,

$a=- \frac{1}{U_{\theta}^{(0)}}\frac{\mathrm{d}\omega^{(0)}}{\mathrm{d}r}$ , $b=- \frac{1}{U_{\theta}^{(0)}}\frac{\mathrm{d}a}{\mathrm{d}r}$ ,

を、境界条件

$\tilde{\psi}_{21}^{(2)}\alpha r^{2}$ as $rarrow 0$ ,

$\tilde{\psi}_{21}^{(2\rangle}\sim\frac{r^{2}}{4}\{\dot{Z}^{(0)}+\frac{1}{8\pi}[$ as $rarrow\infty$ ,$\log(\frac{8}{\epsilon r})-2]\}+\frac{d^{(1)}}{4}$

の下で解いて得られる。ただし、 $d^{(1)}=c_{11}^{(1)}/2\pi_{\text{。}}\alpha$ は 1 に固定する。

42 成長率の解析的な評価

上で得られた基本流を用いて (2) と (3) を解き、 (9) より $V(t)$ を 1 次まで求めると

$V(t)$ $=$ $2\omega^{(0)}(r_{0})\Omega^{(0)}(r_{0})\cos 2\chi+\epsilon U_{\theta}^{(0)}(r_{0})F(r_{0})\sin(\Omega^{(0)}(r_{0})t)+O(\epsilon^{2})$ , (22)

となる。 ここで $\Omega^{(0)}=U_{\theta}^{(0)}/r$ であり、

$F(r)= \Omega^{(0)}+2\cos 2\chi[(1-4\sin 2\chi)\omega^{(0)}-\Omega^{(0)}-\frac{g}{r^{2}(U_{\theta}^{(0)})^{2}}\{(2\sin 2\chi-1)\omega^{(0)}+\frac{1}{2}\Omega^{(0)}\}]$

である。 したがって共鳴条件は $(2\omega^{(0)}\Omega^{(0)}\cos 2\chi)^{1/2}$ が $\Omega^{(0)}/2$ の整数倍、 っまり

$\frac{\omega^{(0)}}{\Omega^{(0)}}=\frac{n^{2}}{8\cos^{2}\chi}$ $(n=1,2, \cdots)$ , (23)

となる。 不安定成長率は

$\sigma^{(1)}$
$=$ $\epsilon|U_{\theta}^{(0)}|$

$\frac{1}{2}\mathrm{s}\mathrm{i}_{11^{2}}\chi-\frac{3}{8}-(\frac{3}{8}-\frac{1}{4}\sin 2\chi)\frac{g}{r_{0}^{2}(U_{\theta}^{(0)})^{2}}|$ , (24)

と表される。
Kelvin 型との違いの一つは共鳴条件を満たす $\chi$ 力 $\mathrm{i}$

$r\mathit{0}$ (または流線) によって一般に異なる
ことである。 Kelvin 型の場合、 (23) の左辺は渦核内で一定値 2 となるため、 (1 次までは) 流線
によらな $\mathrm{A}\mathrm{a}_{\text{。}}$ Gauss 型の場合、 (23) で決まる共鳴線は Figure 4 のようになる。 $n=1,2,3$ に
ついては $r_{0}$ についてカットオフを持っ有限の長さの曲線となる。 $n=4$ では原点一点に縮退
し、 $r\iota\geq 5$ の場合には小さい $\epsilon$ に対しては共鳴が起こらない。
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$\chi$

Figure 4: 式 (23) で決まる共鳴線, Gauss 型渦輪.

$\pi/2$ $\pi/2$

$\pi/3$ $\pi/3$

$\chi$

$\pi/6$ $\pi/6$

00
005115200511.5 2

$r_{0}$ $r_{0}$

Figure 5: 不安定成長率の等値線図. Gauss 型渦輪. (a) $\epsilon=0.02,$ $(\mathrm{b})\epsilon=0.1$
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Figure 6: 最大成長率の $\epsilon$ 依存性. Gauss 型渦輪. 記号が数値計算結果 $(\mathrm{x}:O(\epsilon), \square :O(\epsilon^{2}))$ ,
$O(\epsilon.)$ の解析的な値が実線.

43 数値計算結果

Figure 5 に、不安定成長率の等値線図を示す。Figure 4 の共鳴線の周りに不安定を示す領域が
見られることがわかる。 $r_{0}$ について少しずれが見られるのは、数値計算において $r_{0}$ を $\mathrm{Y}(t)$ の

最大値で置き換えていることによると考えられる。 1 次の成長率の大きさおよひ不安定領域の
幅が $\chi=0$ 付近で大きくなっていることがわかる。

Figure 6 に最大成長率の $\epsilon$ 依存性を示す。 1 次の成長率については、解析的な値 (24) と数
値計算による値がよく一致していることがわかる。 $\epsilon$ のある値 \epsilon 。で 1 次と 2次の最大成長率の
大小関係が入れ換わるが、 $\epsilon_{c}$ の値は 1 次の解析的な値によれば 02 程度、数値計算の値によれ
ば 035 程度となる。 いずれにせよ、 1 次の方が強い範囲 \epsilon <\epsilon 。は細いとみなされる渦輪の範
囲の大部分をカバーしている。

1 次の不安定性について特徴的な点の一つは、成長率が最大となる流線が渦度の弱い部分
( $\epsilon=\mathrm{O}\mathrm{J}$ の場合、最大渦度の約 17%) に存在し、その流線の周りで成長率が幅の狭いピークを
もつことである。 これに対し、 2 次の戒長率はカットオフの範囲内では大きさは緩やかに変化
する。 両者が実験観測やモード解析において不安定モードとしてどのように表れるかは今後の
研究の興味の一つである。

5 まとめ

渦輪の局所安定性解析を行い、不安定成長率を評価した。 基本流は漸近接続展開により与えら
れ、 1 次の曲率の効果による不安定性と 2 次のWidnall-Tsai 不安定性を個別に得ることができ
た。 解析的に求めた成長率の値は数値計算による結果とよく一致する。 Kelvin 型渦輪、Gauss
型渦輪ともに 1 次の不安定性が 2 次の不安定性よりも広い $\epsilon$ の範囲について強いが、そのメカ
ニズムはそれぞれの渦輪について異なる。すなわち、Kelvin 型渦輪では波数ベクトルが流線と
平行である場合 $(\phi=\pi/2)$ に 1 次の成長率が大きくなるのに対し、Gauss 型では共鳴条件 (23)
による $\chi$ の変化により成長率が大きくなる。
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