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1 安定性

1969 年に Shelah が [S] において安定と不安定な理論を区別しました. これはある
理論について非可算な $\kappa$

. に対し, 濃度 $\kappa$ の非同形なモデルがいくつ存在するかを調
べるために導入された概念です.

$T$ を第 1 階述語言語 $L$ の安定な理論とします. $T$ が不安定とは, $L$ のある論理
式 $\varphi(\overline{x},\overline{y})$ と $T$ のモデノレ $A$ と $\overline{a}_{i}\in A$ があって,

$\forall i,j<\omega,$ $A\models\varphi(\overline{a}_{i},\overline{a}_{j})\Leftrightarrow i<j$

をみたすこととします. $T$ が安定とは, それが不安定でないこととします. また, 構
造 $A$ が安定とか不安定とかは Th(A) が各々安定とか不安定のこととします.
定義から分かるとおり, 有限な構造はすべて安定となります. ですから, 以下で

は, $T$ は第 1 階述語言語 $L$ の完全な理論で, $T$ のすべてのモデルは無限と仮定し
ます.

定理 1 $A$ を安定とする.
(a) $\overline{a}\in A$ に対し, $(A,\overline{a})$ も安定.
(b) 構造 $B$ が $A$ の中に解釈可能ならば, $B$ は安定.

$\kappa$ を無限基数とする. $T$ が $\kappa$ 安定とは, $T$ の任意のモデル $A$ と濃度 $\leq\kappa$ の任
意の集合 $X\subset A$ に対し, $|S_{1}(X;A)|\leq\kappa$ をみたすこととする. ここで $S_{1}(X;A)$ [ま

$\lambda’$ 上の $A$ における complete 1-type の全体の集合とする. 構造 $A$ が $t\acute{\iota}$ 安定とは,
Th(A) が $\kappa$ 安定のこととする. このとき, 次が成り立つ.

定理 2 次は同値になる.
(a) $T$ は安定.
(b) 少なくとも 1 つの無限基数 $\kappa$ について, $T$ は $\kappa$ 安定.

補題 3 $A$ を Ll造, $\kappa$ を無限基数, $X\subset A$ を濃度 $\kappa$ の集合とする. ある自然数
$n$, に対し, $|S_{n}(X;A)|>|X|$ となるとき, $A$ は $\kappa$ 安定ではない.
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2ladder index
ここでは $T$ を言語 $L$ の完全な理論とします. 自由変数として $\overline{x}$ 達と $\overline{y}$ 達を含む $L$

の論理式 $\varphi(\overline{x},\overline{y})$ を考えます. $\varphi$ の $n$,-ladder とは, $T$ のあるモデル $A$ の元対の列
$(\overline{a}_{0}, \cdots,\overline{a}_{n-1} ; \overline{b}_{0}, \cdots,\overline{b}_{n-1})$ で

$\forall i,j<n,$ $A\models\varphi(\overline{a}_{i}, \overline{b}_{j})\Leftrightarrow i\leq j$.

をみたすものとします. $\varphi$ が安定な論理式とは, ある自然数 $n$ があって, $\varphi$ の n-
ladder が存在しないこととし, そうでないとき不安定とよぶことにします.

補題 4 理論 $T$ が不安定 \Leftrightarrow T について $L$ の不安定な論理式が存在する.

すべての加群が安定であることは知られています. ここでは, 安定な群はある種
の極小条件をみたすことを示します. まず, 構造 $A$ が group-like とは $A$ のある制
限が群になることとします. その制限のことを考えて, $A$ の群とよぶことにします.
安定群とは, 安定な group-like な構造のこととします. 後には, この定義もより一
般化されることと思いますが.

補題 5(Baldwin-Saxl). $L$ を言語, $A$ を安定群である $L$ 構造とする. $G$ を $A$ の群
とする. $\varphi(x,\overline{y})$ を $L$ の論理式とする. $\overline{b}\in A$ のとき, $\varphi(A, \overline{b})$ の形の $G$ の定義可能
部分群の全体を $S$ と表すことにする. $\cap S$ を $S$ の群の任意個の共通部分達すべて
の集合とする. このとき,

(a) ある自然数 $n$. があって, $\cap S$ の中の任意の群は $S$ のうち高々 $n$ 個の共通部
分として表せる.

(b) ある自然数 ,$n$ があって, $\cap S$ の中に $m$ より長い包含関係による T降列は存
在しない.

定義 6 モデ Jレ [こ対し $\varphi$ が $n$ -ladder をもたな 1 ような最小の $n$ を ladder index
とよぶ.

このノートでは, 主に可換性の論理式 $x.y=yx$ についての ladder index を考え
る. 群 $G$ の可換性論理式についての ladder index を $\ell(G)$ で表わすことにする.

注意 7 群 $G$ の ladder $(a_{0}, a_{1}, \cdots, a_{n};b_{0}, b_{1}, \cdots, b_{n})\}$こおV‘て, $a_{0}$ と $b_{n}$ は $G$ の中
心の元で (もちろん 1 で) 置き換えたものも ladder になって 1 る.

群 $G$ における部分集合 $X$ の中心化群 $C_{G}(X)$ は $X$ の任意の元と可換な元 $g\in G$

全体のなす群です. つまり, $C_{G}(X)= \bigcap_{g\in X}C_{G}(g)$ です. ここで, $C_{G}(g)=\varphi(A,g)$

で, $\varphi(x, y)$ 1ま $L$ の論理式 $x\cdot y=y\cdot x$ で表されます. Baldwin-Saxl lemma 上り, 安
定群は中心化群の極小条件をみたします. また, 中心化群の極小条件をみたす群は
Mc-群とよばれます.
中心化群については, 次のことが成り立ちます.

補題 8 群 $G$ とその部分集合 $A$ について, $C_{G}(C_{G}(C_{G}(A)))=Cc(A)$ .
補題 9 中心化群について極大条件と極小条件は同値.
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3finite gaP $\mathrm{n}\mathrm{u}\mathrm{m}\mathrm{b}\mathrm{e}\dot{\mathrm{r}}$

このセクションでは, (可換性論理式についての) ladder index について述べます.
群論では文献, 例えば [LR] によると, 次のような概念が定義されています.

定義 10 群 $G$ が finifte central gap number または単に finite gap number を
もつとは, $C_{\tau}$ に対しある自然数 $g$ が存在して, $G$ のどんな部分群 $H_{1},$ $H_{2},$ $\cdots,$ $H_{nr}$

$\ldots$ をとっても, その中心化群の列

$C_{G}(H_{1})\leq C_{G}(H_{2})\leq\cdots\leq C_{G}(H_{n})\leq\cdots$ (1)

において, 狭義の包含関係が高々 $g$ 個となることとする.

finite gap number と ladder index の関係は次のことが知られている.

補題 11 群 $G$ に対しその fin$ite$ gap number $n$ を与える列を

$C_{G}(H_{0})>Cc(H_{1})>\cdots>C_{G}(H_{n})$

とするとき, $C_{7}$ のある元の列, $a_{i}(0\leq\prime i\leq n)$ が存在して, $C_{G}(H_{i})=c_{1G}(\{a_{0}, \cdots, a_{i}\})$

と表わせる. 以後, $C_{G}’(\{a_{0}, \cdots, a_{i}\})$ を $C_{G}(a_{0}, \cdots, a_{i})$ と表わすことにする.

Proof. $G=C_{G}(H_{0})$ より, $a_{0}=1$ ととる. $i$ 番までできたと仮定する. $H_{i+1}\backslash H_{i}$ の

ある元 $b$ が存在して, $C_{G}’(H_{i})>C_{G}’(Hj\cup\{b\})$ となる. このとき, 定義から, CG(H�
と $C_{G}(H_{i+1})$ の間には中心化群ははさまれないから, $C_{G}(H_{i+1})=C_{G}’(H_{i}\cup\{b\})=$

$C_{G}’(a_{1}, \cdots, a_{i}, b)$ . ここで, $a_{i+1}=b$ ととればよい. 口

文献 [T] では, 群の ladder ndex と gap number について次の関係が示されま
した.

定理 12 $\ell=g+2$

4central gap number が 4以下の群

すべての有限群は (oentral) gap number 有限です. また, アーベル群, 線形群 [W],
有限生成の abelian-by-nilpotent groups [LR], polyc.yclic-by-finite groups [LR] Iま

gap number 有限であることが知られています.
ここでは gap number が 0, 1, 2, 3 の群の考察を行います.

定理 13 $g(G)=0\Leftrightarrow G$ はアーベノレ群

この証明は gap number の定義から明らかです. つぎはある意味当たり前の結果
です.

定理 14 $g(G)=1$ となる群 $G$ は存在しない.
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$P\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT} g(G)>0$ とすると, 上の定理から, $G$ はアーベノレ群でない. よって,

非可換な元 $a,$ $b$ が存在する. このとき, G>CG(a)> G(果りとなる. よって,
$g(G)\ovalbox{\tt\small REJECT} 2$ . 口

次に gap number 2 の群についてですが, 有限群, 無限群を問わず多くの例があ
ります. その構造は以外と単純です (単純群という訳ではありません).

例 15 対称群 $S_{3}$ , 二面体群 $D_{n}$ は gap number 2.

例 16 特殊線形群 $SL(2, F)$ ( $F$ は体) の gap number }ま 2.

定理 17 $g(G)=2\Leftrightarrow G\backslash Z(G)$ の任意の元 $a$ と $b$ に対し, $C_{G}(a)\neq C,G(b)$ なら
ば, $C_{G}(a)\cap Cc(b)=Z(G)$ .

Proof. $(\Leftarrow)$ は明らか.
$(\Rightarrow)G$ の gap number を 2 とする. いま $a$

.
と $b$ を上の前提をみたすようにとる.

$C_{G}(a)\backslash C_{G}’(b)\neq\emptyset$ とおく. このとき, $G>C_{G}(a)>C_{G}(a, b)\geq Z(G)$ となる. $G$ の

finite gap number は 2 だから, $C_{G}(a, b)=Z(G)$ となる. $\square$

定理 18 $g(G)=3$ となる群 $G$ は存在しない.

Proof. $G$ の gap number を 2 より大きいとする. -Eの定理から, $G\backslash Z(G)$ のあ
る元 $a_{1}$ , a2 が存在して, $C_{G}’(a_{1})\neq C_{G}(a_{2})$ かつ $C_{G}’(a_{1})\cap C_{G}(a_{2}.)\geq Z(G)$ をみたす.

Case 1. $a_{1}a_{2}=a_{2}a_{1}$ のとき.

$C_{G}(a_{1})\neq C_{G}(a_{2})$ より $C_{G}(a_{1})\backslash C_{G}l(a_{2})\neq\emptyset$ と仮定しておく. $b$ をその集合の元
とする.

$a_{1}\in C_{G}(b)\Lambda a_{2}\not\in C\prime c(b)$

また, $a_{1}\not\in Z(G)$ より, $\exists c\in G\backslash C\prime c(a_{1}),$ $a_{1}\in C_{G}(c)$ . これらから,

$G>Cc(a_{1})>C_{G}$ ( $a_{1}$ , a2) $>C_{G}’$ ( $a_{1}$ , a2, $b$ ) $>C_{G}$ ( $a_{1}$ , a2, $b,c$ )

これより, $g(G)\geq 4$. .

Case 2. $a_{1}a_{2}\neq a_{2}a_{1}$ のとき.

$\exists b_{3}\in C_{G}(a_{1}, a_{2})\backslash Z(G)$ . いま, $b_{3}\not\in Z(G)$ より, $\exists b_{1}\in G\backslash C_{G}(b_{3})$ . このとき,

$G>C_{G}(b_{3})>C_{G}(b_{3}, a_{1})>C_{G}$ ( $b_{3},a_{1}$ , a2) $>C_{G}(b_{3},a_{1},a_{2}, b_{1})$

よって, $g(G)\geq 4$ . 口

例 19 対称群 $S_{4}$ の gap number は 4.
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5central gaP number $\hslash^{\mathrm{S}}5\emptyset \mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}$

gap number が 5 の群は存在しないと予想します. この予想は未解決ですが, わかつ
ているところまで紹介しましょう. 初めに, $g(G)\geq 4$ とします. するとある元たち
$a,$ $b,$ $c,$ $d\in G$ が存在して,

$G>C_{G}(a)>C_{G}(a, b)>C_{G}(a, b,c)>C_{G}(a, b,c, d)$

となります. ここで, $a,$ $b,$ $c,$
$d$ たちはお互い可換かどうかで場合分けをし考える.

Case(I) $a,$ $b,$ $c,$
$d$ のうち少なくとも 3つがお互い可換のとき.

例えば, $a,$ $b,$ $c$ がお互い可換とする. $g(G)\geq 4$ より, $P(G)\geq 6$ となるので, ladder
$(a, b, c, d, e;b_{0}, b_{1}, b_{2}, b_{3}, b_{4})$ が存在する. これより,

$G>C\prime G(a)>C_{G}(a, b)>C_{G}’(a,b, c)>C_{G}(a, b,c,b_{1})$

$>C\prime G(a, b, c,b_{1},\mathrm{k})>Cc(a, b, c, b_{1},b_{0},\overline{a})$

ここで, $\overline{a}$ は $G-C_{G}(a)$ の任意の元. よって, $g(G)\geq 6$ .

Case(II) $ab=ba,$ $bc=cb,$ $cd=dc$, $da=ad$ のとき.

Case(I) より, $a$ と $d,$ $b$ と $c$ は非可換の場合のみ考えればよい. このとき,
$C_{G}(a, b, c, d)-Z(G)$ から元 $x$ を取ると,

$G>C_{G}(x)>C,G(x, b)>C_{G}(x,b, a)>C_{G}(x, b, a, c)$

$>C_{G},(x, b,a, c, d)>C_{G}(x, b, a, c, d,\overline{x})$

よって, $g(G)\geq 6$ .

Case(III)ab $=ba,$ $ac=ca,$ $cd=dc$ の場合.

Case(I),(II) 上り, $a$ と $d,$ $b$ と $c,$ $b$ と $d$ は非可換の場合のみ考えればよい.
$C_{G}(a, b,c, d)-Z$ から任意の元 $x$ を取ると,

$G>C\prime G(x)>C_{G}(x, a)>C_{G}(x, a, b)>C_{G}(x., a, b, c)$

$>C_{G}(x, a, b, c, d)>C_{G}(x, a, b, c, d,\overline{x})$

よって, $g(G)\geq 6$ .

ほぼ同様にして, 以下の場合も OK となります.
Case(IV) $ab=ba,$ $ac=ca,$ $bd=db$

Case(V) $ab=ba,$ $cd=dc,$ $bd=db$

Case(VI) $ac=ca,$ $cd=dc,bd=db$
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Case(VII) $ab=ba,$ $ad=da$ , $bc=cb$

Case(VIII) $ad=da$ , $cb=bc,$ $bd=db$ の場合.
Case(I)\sim (VI) 上り, $a$ と $b,$ $c$ と $d$ [ま非可換の場合のみ考えればよい.

$Subca_{\sim^{\mathrm{q}}}e(1)ac\neq ca$ のとき.
$C_{G}’(a, b,c, d)-Z$ から任意の元 $x$ を取ると,

$G>C_{G}(x)>C_{G}’(x, b)>C\prime c(x., b,c)>C_{G}(x, b, c,d)$

$>Cc(x, b,c, d, a)>C\prime c(x, b, c, d, a,\overline{x})$

よって, $g(G)\geq 6$ .

Subcase(2) $ac=ca$ のとき.
$C_{G}’(a, b,c, d)-Z$ から任意の元 $x$ を取ると,

$G>C_{G}(x)>C_{G}(x, a)>C_{G}..(x, a, b)>C\prime c(x, a, b, c)$

$>C_{G}(x, a, b, c, d)>C_{G}(x, a, b, c, d,\overline{\mathrm{a}\cdot})$

よって, $g(G)\geq 6$ .
次の場合もこれと同様.

Case(IX) $ad=da$ , $bc=cb,$ $cd=dc$

Case(X) $ab=ba,$ $bc=cb,$ $cd=dc$ の場合.

Case(III) と同様.

Case(XI) $ab=ba,ad=da$, $cd=dc$ &Case(XII) $ac=ca,$ $ad=da,bd=db$ .

Case(V) と同様.

Case(XIII) $ac=ca,$ $cb=bc,$ $bd=db$ の $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathrm{D}}^{\Leftrightarrow}$ .
Case(X) と同様.

Case(XIV) $ab=b’a,$ $ac=ca,$ $ad=da$ と Case(XV) $ab=ba,$ $cb=bc,$ $db=bd$

の場合も同様にいける.

すると残るのは次の 7つの場合となります.
(1) $ad=da$ , $bc=cb$, 後は非可換.
(2) 夏 $=cb$, 後は非可換.
(3) $ad=da$ , $bd=db,$ $cd=dc$, 後は非可換.
(4) $cd=dc$, 後は非可換.
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(5) $\mathrm{W}\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$ , 後は非可換.
(6) $ad\ovalbox{\tt\small REJECT}$ da, 後は非可換.
(7) 全て非可換
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