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1 Introduction
Riemann 多様体内の部分多様体で., その面積関数の第 1 変分が 0 となる
多様体を極小部分多様体と云い, その第 2 変分が 0 以上になる部分多様体
を安定極小部分多様体と云う 本研究の対象は $n$ 次元平坦トーラス内の
種数 $g$ コンパクト極小曲面であり, 課題は次の 2 つである (i) 平坦トー
ラス内の極小曲面全体の集合-. 即ちモジュライ空間の探求, (ii) 平坦トー
ラス内極小曲面の具体例の構或. 筆者はこの問題を $n=4$ の場合で考察
し, モジュライ空間の鍵になる空間の新しい連結或分を 2 つ発見してそ
の次元を計算した. さらにそれを実現する種数 4 の場合の具 $4\mathrm{B}\mathrm{i}$例を構或
した. その構或法は, まず最初に 3 次元平坦トーラス内の良い性質をも
つ極小曲面を構戒し, それを適当な変形によって 4 次元トーラス内の極
小曲面に変形すると云う手法である. 以下ではその詳細を述べる.
まず (i) について述べる 1 平坦トーラス内極小曲面のモジュライ空間は

C. Arczzo と G. P. Pirola [2] によって導入された. 但し, このモジュライ

自身は代数的に処理し辛い空間なので,$\cdot$
モジュライの鍵になる空間 $\mathcal{M}_{g}^{n}$

をメインに考察する事が本筋になる $|\mathcal{M}_{g}^{n}$ は Teichm\"uller 空間上の複素ベ
クトル束の解析部分多様体として定義される. $\mathcal{M}_{g}^{n}$ には特異点がある場合
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もあるし連結或分が沢山ある場合もある 1 今の場合は $\mathcal{M}_{g}^{4}$ の研究が主題
である. 現在 $\mathcal{M}_{g}^{4}$ には計 4 つの連結或分が与えられている [ 正則曲線に

よる極小曲面に対応する次元が $5g-2$ の連結或分, 超楕円型極小曲面に
対応する次元が $4g$ の連結或分

$j$
非超楕円型極小曲面に対応する次元が 49

の連結戒分, そして generic Riemann面による極小曲面に対応する次元が
$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ の連結或分である. しかし他の連結或分は特に知られていない. 今回,

筆者は trigonal極小曲面に対応する連結或分と $d$-gonal $(g>2(d-1))$ 極
小曲面に対応する連結或分を考察し, その次元が共に $4g$ である事を示し
た. ここで $d$-gonal とは球面の分岐 $d$-被覆になる Riemann 面の事であり,

$d=3$ の場合を trigonal と云う
今回の結果によって示唆される予想は $\mathcal{M}_{g}^{4}$ の連結或分は次元が $5g-2$

あるいは $4g$ の 2 つしかないと云うことであり, 今後の大きな課題である $\mathrm{t}$

ここで (ii) に入る前に随伴極小曲面について触れる, $n$ 次元平坦トーラ

ス内の種数 $g$ コンパクト極小曲面には Weierstrass表現公式と云う式表示
が知られていて,- 極小曲面は平行移動は無視して正則微分 $\acute{\omega}\acute{1}$ , , $\omega_{r\iota}$ を

定点 $p_{0}$ から線積分した実部として表される

$\Re\int_{p0}^{p}(\omega_{1},$ $|\langle$ , (J。)

なだし, この積分が道の取り方によらず well-defined に定義される事が重
要な問題で, 周期問題と云われている $|$

この極小曲面に対して

$\Re\int_{p0}^{p}e^{i\theta}(\omega_{1}, \cdot , \omega_{n})$

が well-defined になるとき, これを随伴極小曲面と云う $\theta=\pi/2$ の随伴

極小曲面を共役極小曲面と云う, 随伴極小曲面の存在は極小曲面論では
主要な研究であり, $n=3$ の場合には長野-Smyth [9] による判定法が知ら
れている. また, 随伴極小曲面が可算稠密な \mbox{\boldmath $\theta$}\in S�に対して存在するよ

うな 3 次元トーラス内の極小曲面を Property $\mathrm{P}$ を満たす極小曲面と云う
が, Meeks [7] はこうした概念を導入し様々な結果を与えている $($

(ii) について述べる $\mathrm{c}$

モジュライの研究も重要ではあるが, その元を実

現する極小曲面の具\Phi 例を構或する事も重要な研究課題である 今回の

場合は trigonal極小曲面あるいは $d$-gonal極小曲面の具体例の構或が主題
である

$\downarrow$ 代表として trigonal 極小曲面を考える. trigonal Riemann 面 (よ

$g\underline{>}4$ であり: ここでは一番簡単な $g=4$ の場合を考察する. これを 4 次
元平坦トーラス内の極小曲面として直接構或する事は困難であるので, 最
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初に 3次元平坦トーラス内の Property $\mathrm{P}$ を満たす trigonal極小曲面を構
或してからそれを 4次元平坦トーラス内の極小曲面へと変形する手法を
とった. この方針を考えた理由は Property $\mathrm{P}$ を満たす極小曲面は 4次元
平坦トーラス内の極小曲面へと変形できる事が Meeks によって示されて
いる事にある. そして実際に, 共役極小曲面をもち, さらに Property $\mathrm{P}$

を満たす trigonal 極小曲面を構或する事ができた. 構或における一番の
難所は周期問題を解くことである. 今回はテクニカルな座標変換を駆使
して線積分を計算し, 直接周期問題を解決した. これにより 4 次元平坦
トーラス内 trigonal 極小曲面の具\Phi 例を与える事ができる $\{$

2 平坦トーラス内極小曲面のモジュライ空間
このセクションでは ArezzO-Pirola [2] にて導入された $n$ 次元平坦トー

ラス内種数 $g$ 極小曲面のモジュライ空間を考察する. はじめに次の極小
曲面論における基本定理を述べる.

Theorem 2.1. (Weierstrass 表現公式) $f$ : $M_{g}arrow R^{n}/\Lambda$ を種数 $g$ のコ

ンパクト Riemann.面鴇の平坦トーラス $R^{n}/\Lambda$ への極小はめ込みとする.
このとき 2 平行移動は無視して $f$ は次のように表される $|$

(1) $f(p)= \Re\int_{p0}^{p}$ ( $\omega_{1},$ $\omega_{2},$
$.$ , \mbox{\boldmath $\omega$}。)TMod $\Lambda$ ,

ここで $p_{0}\in M$ は定点, $T$ は転置行列の意味であり $j$

$\{\omega 1, \omega_{2}, , \omega_{n}\}$ は

$M$ 上の正則微分で次をみたすものである.

(2) $\omega_{1)}\omega_{2}$ , , $\omega_{n}$ は共通ゼロ点がない

(3) $\omega_{1}^{2}+\omega_{2}^{2}+$ $\langle+\omega_{n}^{2}=0$

(4) $\{\Re\int_{\gamma}(\omega_{1}, \omega 2, , \omega_{n})^{T}|\gamma\in H_{1}(M_{g}, Z)$ } は $\Lambda$ の部分格子になる

逆に上の 3 つの条件をみたす $f$ は平坦トーラス内の極小はめ込みを定義
する、

モジュライ空間の定義の仕方としては上記の $M_{g}$ を Teichm\"uller空間上

で動かし, (2) をみたす集合, その中から (3) をみたす集合,$\cdot$
さらに (4) も
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みたす集合として定義していく まず Teichm\"uller 空間の定義を与えてお
く $M_{0}$ を種数 $g$ のコンパクト Riemann 面として 1 つ固定しておく ま
た $M_{g}$ を任意の種数 9 のコンパクト Riemann 面とし, $h$ : $M_{0}arrow M_{g}$ を

向きを保つ可微分同相写像とする、 このとき Teichm\"uller 空間 $\mathcal{T}_{g}$ を以下
で定義する :

$\mathcal{T}_{g}:=\{(M_{g}, h)\}/\sim$ ,

ここで $(M_{g}, h)\sim(M_{g}’, h’)\Leftrightarrow h’\circ h^{-1}$ が適当な $M_{g}$ から $M_{g}’$ への双正 $\mathrm{H}_{\backslash }\mathrm{I}\mathrm{J}$

写像にホモトピックになる.
平坦トーラス内極小曲面のモジュライ空間を導入する $l$

まずは (2) をみ
たす空間 $\mathcal{H}_{g}^{n}$ を定義する.

$\mathcal{H}_{g}^{n}:=$ {(Mg’ $h$ ), $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ , , $\omega_{n}|(M_{g}, h)\in \mathcal{T}_{g}$ であり

$\omega_{1},$ $\omega_{2}$ , , $\omega_{n}\in H^{0}$ $(M_{g}, K)$ は共通ゼロ点がない}

$\mathcal{H}_{g}^{n}$ は Teichm\"uller 空間上の $H^{0}$ (Mg’ $K$ ) $\cong \mathrm{C}^{g}$ Oこよる $n$-frame 束になって
いるので,$\backslash$ 複素次元 $3g-3+ng$ の複素多様体となる. 次に $\mathcal{H}_{g}^{n}$ の中で (3)
をみたす空間 $\mathrm{A}4_{g}^{n}$ を定義する.

$\mathcal{M}_{g}^{n}:=\{(M_{g}, h), \omega_{1}, \omega_{2}, \cdot. 7\omega_{n}\in \mathcal{H}_{g}^{n}|\omega_{1}^{2}+\omega_{2}^{2}+\cdot\downarrow\cdot+\omega_{n}^{2}--0\}$.

$\mathcal{M}_{g}^{n}$ は $\mathcal{H}_{g}^{n}$ の subvariety になっているので, 一般的には連結或分が沢 $|$ ] $|$ あ
ることもあるし, 特異点をもつ事もある, ここで $\mathrm{A}4_{g}^{n}$ -bの周期写像垣を
以下で定義する (この周期写像は Griffith による Hodge structure の変形
理論における周期写像に起因している) $\ulcorner$

$\Pi((M_{g}, h),$ $\omega_{1},$ $\omega_{2}$ , , $\omega_{n}):=\Re(_{\int_{1}\omega_{n}}^{\int_{\alpha_{1}}\omega_{1}}\int_{\alpha_{1}}\omega_{2}||$

{

$\int_{1}’\omega_{\tau\iota}\int_{\beta_{11}}\omega_{2}\int_{\beta_{1}}\omega_{1}$
$\int_{\alpha_{\mathit{9}}}.\omega_{n}\int_{cf}\omega_{1}J_{\alpha_{g}’}^{1}\omega_{\mathit{2}}\mathit{9}$

’

$. \int_{\beta}.\omega_{n}\int_{/_{\beta}}\beta_{g}\omega_{1}gg\omega_{2})$

ここで { $\alpha_{i},$
$\beta$i} $gi=1$ は $H_{1}$ (Mg’Z) の symplectic基底である. このとき (4) が

成り立つための条件は以下で与えられる

(5) $rank_{\mathrm{Q}}\Pi$ ((M
$g$ ’

$\{\alpha_{i},$ $\beta$i} $\dot{\mathrm{z}}_{-}^{-}1g$ ), $\omega$b $\omega$2, , $\omega_{n}$ ) $=n$

つまり適当に列を並びかえれば前半の $(n, n)$ 行列は rank が $n$ であり, 残
りの $2g-n$ 列 (よそれらの列による有理数係数の一次結合で表す事ができ
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る事である. $\Pi((M_{g}, h),$ $\omega_{1},$ $\omega_{2},$
$\cdot$ , $\omega_{n}$ ) は $H_{1}$ (M9’ $\mathrm{R}$) $\cong \mathrm{R}^{2g}$ 内のユー plane

による Grassmannian の元となる. 実際, $\mathrm{R}^{2g}$ 内の $n$-plane による Grass-
mannian $G$ (n, $2g$ ) は $M$ (n, $2g;n$ ) $/\sim$ と表される , ここで $M$ (n, $2g;n$) とは

rank が $n$ の $(n, 2g)$ 実行列であり $A\sim B$ とは $A$ による $n$-plane と $B$ によ

る $n$-plane とが一致する事である、 最後に $\mathcal{M}_{g}^{n}$ の中で適当なトーラスに

well-defined に極小はめ込みできる集合 $\mathcal{M}_{g}^{n}(\mathrm{Q})$ を定義する $|$

$\mathcal{G}_{\mathrm{Q}},$
$\mathrm{H}_{1}$ ( $\mathrm{M}_{\mathrm{g}}$ , Q) の $\mathrm{n}$ -planes Iこよる Grassmannian,

$\mathcal{M}_{g}^{n}$ (Q) $:_{-}^{-}$ { $p\in \mathcal{M}_{g}^{n}|\Pi(p)\in \mathcal{G}$ Q}.

$\mathcal{M}_{g}^{n}$ (Q) を target である平坦トーラスの等長変換群である直交群 $\mathcal{O}(n)$ の

作用で割った空間 $\mathcal{M}_{g}^{n}(\mathrm{Q})/\mathcal{O}(n)$ を平坦トーラス内極小曲面のモジュライ
空間と云う、 ここで $O$ (n) は次のように $\mathcal{M}_{g}^{n}$ に作用する

$O((M_{g}, h),$ $\omega$1, $(\iota$’2, $\cdot$ , $\omega_{n})=((M_{g}, h),$ $(\omega_{1}, \omega 2, | , \omega_{n})$ O).

なだし, $\mathcal{M}_{g}^{n}(\mathrm{Q})/O$ (n) はかなり難解な集合になっているので代数的に処
理しやすい $\mathrm{A}4^{n}$

g を考察する.

3 $\Lambda 4_{g}^{4}$ の構造
このセクションでは 4 次元平坦トーラス内極小曲面のモジュライにつ

いて考える よってここでの主題は $\mathcal{M}_{g}^{4}$ の考察である, $\Lambda 4_{g}^{n}$ の任意の元
に対して Gauss 写像 $G$ : $M_{g}arrow \mathrm{C}P^{n-1}$ が $parrow$ $(\omega 1, \omega_{2}, , \omega_{n})(p)$

によって定義される $\mathrm{t}$ (2) より Gauss 写像の像は quadric Q。-2 $:=\{w\in$

$\mathrm{C}P^{n-- 1}|w$ $w$ =0} に含まれる, ここで”.” は複素双線形な内積である 1

$n=4$ のとき, Veronese 写像 $V$ によって $Q_{2}$ は $\mathrm{C}P^{1}\cross \mathrm{C}P^{1}$ に同型である
(p.19 [6]). この事から次の可換図式を得る

$G$

$N$\sim $\mathrm{C}P^{3}$

$\mathrm{C}P^{1}\cross$ CP1
$V$ は以下で定義される Vcronese 写像である,

$V((s_{1}, s_{2}))(t_{17}t_{2}))=(s_{1}t_{1}-s_{2}t_{2}, s_{1}t_{2}+s_{2}t_{1}, i(s_{1}t_{1}+s_{2}t_{2}), i(s_{1}t_{2}-s_{2}t_{1}))$ .
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$\varphi_{1}$ と $\varphi_{2}$ を各々 $\varphi$ の各 $\mathrm{C}P^{1}$ への射影とする. このとき $G^{*}(\mathcal{O}(1))=[(\omega_{i})]=$

$K$ となる, $\varphi_{i}^{*}(\mathcal{O}(1))=L_{i}(i=1,2)$ とおくと 2 可換図式から $L_{1}+L_{2}=K$

となる. ただし, この線束の対から極小はめ込みを構或できるわけではな
い, 何故ならば正則微分を構或できないからである, そこで線束の対とそ
の正則切断の組を考えれば極小はめ込みを復元できる. 実際, $\varphi_{1}=[s_{1}, s_{2}]$

と $\varphi_{2}=[t_{1}, t_{2}]$ $(s_{i}\in H^{0}(M_{g}, L_{1}),$ $t_{i}\in H^{0}(M_{g}, L_{2})(i=1,2))$ をとると,
Veronese写像によって正則微分が構或される. そこで次の $\overline{\mathcal{M}}_{g}^{4}$ を導入する

$\overline{\mathcal{M}}_{g}^{4}:=\{(M_{g}, h), L, s_{1)}s_{2}, t_{1}, t_{2}|s_{i}\in H^{0}(M_{g}, L), t_{i}\in H^{0}(M_{g_{7}}K-L)\}$ ,

さらに次で与えられる全射 $\Psi$ を考える、 $\Psi$ : $\overline{\mathcal{M}}_{g}^{4}arrow \mathcal{M}_{g}^{4}$

$\omega_{1}=s_{1}t_{1}-s_{2}t_{2}$ ,

$\omega_{2}=s_{1}t_{2}+s_{2}t_{1}$ ,

$\omega 3=i$ $(s_{1}t_{1}+s2 t2)$ ,

$\omega_{4}=i(s_{1}t_{2}-s_{2}t_{1})$ .

直接計算する事によって

$\mathrm{I}-1$ ( $(M_{g},$ $\{\alpha_{i},$ $\beta$i} $i=g1),$ $\omega_{1}$ , $\omega$2, $\omega$3, $\omega$4)
$=$ { $(\mathrm{J}/I_{g},$ $\{\alpha_{i},$ $\beta$i} $i=1g$ ), $L,$ $\lambda s_{1},$ $\lambda s_{2},$ $\lambda^{-1}t_{1},$ $\lambda^{-1}t_{2}|\lambda\in$ C’}

となる, この事から

$\mathcal{M}_{g}^{4}\cong\overline{\Lambda 4}_{\mathit{9}}^{4}$ /C’

本講では分岐点のない, はめ込みだけを考察する $|$ 上記において分岐
点となる場合は $s_{1}=s_{2}=0$ あるいは $t_{1}=t_{2}=0$ のときである. よって

$L$ と $K-L$ は共通ゼロ点をもたない 2 つの正則切断をもつ, これは $|D|$

と $|K-D|$ が base point free であると云う形で因子の言葉に直す事がで
きる, ここで $D$ は $L$ に対応する因子であり $K$ は標準束や標準因子の事
である. この事から $L$ あるいは $K-L$ が自明束でない限り $h^{0}(L)>1$ と

$h^{0}(K-L)>1$ を仮定して考える. ちなみに $L$ あるいは $K-L$ が自明束
のときは対応する極小はめ込み $f$ がトーラスの適当な複素構造によって
正則はめ込みになる.

C. Arezzo と G. P. Pirola [2] は $\mathcal{M}_{g}^{4}$ の連結或分を 4 つ与えている, 正則
はめ込みによる極小曲面に対応する, 次元が $5g-2$ である連結或分. Spin
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束を含む超楕円型 Riemann 面による極小曲面に対応する, 次元が $4g$ の

連結或分. Spin 束を含む非超楕円型 Riemann面による極小曲面に対応す
る, 次元が $4g$ の連結或分. そして generic Riemann 面 ($3g-3$ の自由度で

動 $\langle$ Riemann 面) による極小曲面に対応する, 次元が $4g$ の連結或分であ
る. ここで最後の連結或分に対して少々解説を述べる. まず次の variety

$W_{d}^{r}(\Lambda I_{g})$ を導入する (p.153, p.176[4]):

$supp(W_{d}^{r}(M_{g}))=$ { $L\in Pic^{d}(M_{g})|$ h0 $(L)\geq r+1$ }

–{|D| $|degD=d,$ $h^{0}(D)\geq r+1,$ }

ここで $r\geq d-g$ .

Lemma 3.1. (p. 182 [4]) $r\underline{>}d-g$ とする. $W_{d}^{r}(l1,I_{g})$ の連 $\uparrow’\backslash J$吉或分は $W_{d}^{r+1}(M_{g})$

に完全に横たわらない. 特に $\nu V_{d}^{r}(M_{g})\neq\phi$ ならば $W_{d}^{r}(\lambda I_{g})-W_{d}^{r+1}(M_{g})\neq$

$\phi$ となる。

今 generic Riemann 面上の $W_{d}^{r}(NI_{g})$ を考える. ここで Brill-Noether 数
$\rho=g-(r+1)(g-d+r))$ を考える $\mathrm{t}\rho\underline{>}0$ ならば $W_{d}^{r}(M_{g})\neq\phi$ であり
$\ovalbox{\tt\small REJECT}(M_{g})-W_{d}^{r1}"$ ( Mg)lよ次元 $\rho$ の smooth を variety になる (p.190, p.214
[4] $)$ . 最後の連結或分は $degL$ =d, $h^{0}(’L)=2$ の場合のものである こ

の場合, 線束 $L$ は $W_{d}^{1}(M_{g})-W_{d}^{\mathit{2}}$ (
$\mathrm{r}$

Mg) を動く事から線束の自由度が計算
でき,$\cdot$ その連結戒分の次元が $4g$ となる (see p.775 [2]). $\mathcal{M}_{g}^{4}$ の他の連結或
分については未解決問題として問題提起されている,

generic Riemann 面上では $\rho<0$ ならば $W_{d}^{r}(M_{g})$ は空になる (p.214 [4]).
しからば $\rho<0$ であっても $W_{d}^{r}$ (Mg) が空でないような Riemann 面が存在
するかどうかが問題になるが, 実際に存在する $|$

例えば種数が $g\geq 3$ の

超楕円型 Riemann 面, 種数が $g\geq 5$ の trigonal Riemann 面, そして種数
が $g>2(d-1)$ の $d$-gonal Riernann 面である $(\mathrm{p}.212[4])$ , ここで d-gonal
Riemann 面とは球面の分岐 $d$-被覆の構造をもつ Riemann 面の事であり:
$d=3$ の場合を trigonal と云う $\mathrm{t}$

この事からこうした Riemann 面による
極小曲而に対応する連結或分を考察する。

(超楕円型 Riemann 面上の連結或分)
最初に一次系について述べる [4]. $V$ を $H^{0}$ (Mg’ $O$ (D)) の線形部分空間

とし $7^{\supset}V$ をその射影空間とする. $degD=d,$ $\mathrm{d}$im $V=r+1$ のとき一次系
$’\rho V$ を $g_{d}^{r}$ で表す
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$d$ を $0\leq d\leq g$ の整数とする. 超楕円型 Riemann面]$M_{g}$ 上の任意の完
備一次系 $g_{d}^{r}$ は次のように表される

$rg_{2}^{1}+p_{1}+p_{2}+7\cdot+$ pd-2r’

ここで各乃は超楕円型変換 (hyperelliptic involution) で移りあわない (p.13
[4] $)$ . 必要ならば $L$ と $K-L$ を入れ換える事にょって, $0\leq degL\leq g-1$

としてよい. 今は base point free の場合を考えているので $g_{d}^{r}=rg_{2}^{1}$ とな
る. 特に $d=2r$ である. これより $W_{2r}^{r}(M_{g})-W_{2r}^{r+1}(\mathrm{J}/I_{g})$ は 1 点 $g_{2r}^{r}$ より
或る [ よって $degL=2r,$ $h^{0}(L)=r+1$ の場合の $/44_{g}^{4}$ の連結或分の次元
が以下のように計算できる $\mathrm{c}$

$2g-1+0+2h^{0}(L)+2h^{0}(K-L)-1=2g-1+2(r+1)+2(g-\prime r)-1$

$=4g$ ,

ここでは Riemann-Roch を用いな.

Remark 3.1. $Arez_{\sqrt}zo-$乃 rola にょる超楕円型の連結或分は $r= \frac{g-1}{2}$ の

場合である (この場合の種数は奇数である).

(trigonal Riemann 面上の連結或分)
Riemann 面 $M_{g}$ が trigonal であるなめの条件は base point free の一次

系 $g_{3}^{1}$ が存在する事である、 さらに trigonal Riemann 面は $g\underline{>}4$ であり
trigonal Riemann 面全体の集合の複素次元は $2g+1$ である事が知られ
ている、 今 trigonal Riemann 面上の $W_{3}^{1}$ (Mg) を考える. このとき $\rho=$

$g-2(g-3+1)=-g+4-<0$ となる, $degL=3,$ $h^{0}(L)=2$ の場合の
$\mathcal{M}_{g}^{4}$ の連結或分の次元は以下のようになる $\mathrm{C}l$

$\underline{g=4\text{の}}$とき

このとき $W_{3}^{1}$ (Mg) は 2 点力: 1 点で構或される事が知られている (p.206
[4] $)$ . Lemma 3.1 によって $W_{3}^{1}(M_{g})-W_{3}^{2}$ (Mg) はそうした点によって与え
られる 1 よって次元は

$(2\cross 4+1)+0+2\cross 2+2\mathrm{x}2-1=16=4g$ .

$\frac{g>4\text{のとき}{arrow \text{の}\text{とき}\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{i}}}\mathrm{g}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{a}1$

Riemann面には完備一 $’\lambda\backslash$系 $g_{3}^{1}$ i\searrow ‘‘一意に存在する $(\mathrm{p}.37$

$[3]$ , p.244[8] $)$ . この事から $W_{3}^{1}(\lambda’I_{g})-W_{3}^{2}$ (Mg) はこの $g_{3}^{1}$ によって構或さ
れる. よって次元は

$(2g+1)+0+2\cross 2+2(g-2)-1=4g$ .
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( $d$-gonal Riemann 面上の連結或分)
ここでは $d$-gonal Riemann 面 $(g>2(d-1))$ 上の $W_{d}^{1}$ (Mg) を考える. こ

のとき $\rho=g-2(g-d+1)=-g+2(d-1)<0$ となる, まず d-gonal
Riemann 面全体の集合の次元は $2d+2g-$ 5 となる $|$

実際, b。se point
free の一次系 $g_{d}^{1}$ は $\mathrm{C}P^{1}$ の分岐 $d$-被覆を与えるが, Riemann-Hurwitz より
$2d+2g$ -2個の分岐点をもつ. $\mathrm{C}P^{1}$ の変換によって分岐点は 0, 1, $\infty$ に固

定できるので結局自由度は $2d+2g$ -5 となるので題意を得る. $g>2(d-1)$

のときは–次系 $g_{d}^{1}$ は一意になる ([1]). Lemma 3.1 から $W_{d}^{1}(M_{g})-W_{d}^{2}(M_{g})$

は $g_{d}^{1}$ によって構或される. よって $degL$ =d, $h^{0}(L)=2$ による $\mathcal{M}_{g}^{4}$ の連

結或分は

$2d+2g-5+0+2\cross 2+2(g-d+1)-1=4g$ .

4 具体例

このセクションでは 4次元平坦トーラス内の trigonal極小曲面の具$4*$例

を構或する. trigonal Riemann 面の種数 $g$ は $g\geq 4$ となる. ここでは一

番簡単な $g–4$ の場合を考察する. しかしながら, 直接 4 次元平坦トー
ラスへの極小はめ込みを構或する事は困難があ $\text{っ}$ なので, $–\underline{\mathrm{H}}$ $3$ 次元平

坦トーラス内の Property $\mathrm{P}$ をみなす極小曲面を構或しておきそれを変形
して 4次元平坦トーラス内の trigonal極小曲面を構或する. 実際に Meeks
が次の事実を証明している

Theorem 4.1. ( $Corollar\prime y\mathit{9}.\mathit{1}[7fif$ : $Marrow T^{3}$ を Property $P$ をみたす

コンパクト極小曲面とする. このとき $M$ は 4次元平坦トーラス内の極小
曲面として full にはめ込む事ができる、 ここで full とは 4次元平坦トーラ
ス内のどのような部分トーラスにも横たわらない事である 1

まず $a_{1}$ , a2, , $a_{6}$ を相異なる複素数とし, $M$ を

(6) $w^{3}=(z-a_{1})(z-a_{2})$ $(z-a_{6})$

で定義された種数 4 の trigonal Riemann 面とする、 最初に正則微分全体

の集合 $H^{0}$ (M, $K$ ) を決定する. $\omega:=\frac{-1+\sqrt}{2}$
3 $i$

とし, $\psi$ を

$\psi$ (z, $w$ ) $:=(z, \omega w)$
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で定義される $M$ 上の正則変換とする 引き戻し $\psi^{*}$ は $H^{0}(M, K)$ に作
用する. $\psi^{*3}=id$ なので

$H^{0}(M, K)=A_{1}\oplus A_{\omega}\oplus A_{\omega^{2}}$

と固有分解しておく ( $A_{1},$ $A,,$ $A_{\omega^{2}}$ はそれぞれ固有値 1, $\omega,$
$\omega^{2}$ の固有空

間). $f$ (z) $:=(z-a_{1})$ ( $z$ -a2)‘ $(z-a_{6})$ とおき (1) の両辺の微分を考え
ると

(7) $3w^{2}dw=f’(z)dz$ .

ここで (2) の両辺の zero を考える. $w$ と $f’(z)$ の zero は全て一致しな
い. また, $dw$ と $dz$ は $M$ 上の 1-form を generate するので共通 zero は

ない. よって位数もこめて $dz$ と $w^{2}$ の zero が一致する 1 そこで

$\omega_{0}:=\frac{dz}{w^{2}}$

を考える. $\omega_{0}$ は $z=\infty$ 以外では zero をもたない. ここで $z=\infty$ での

挙動を調べるために座標変換 $x= \frac{1}{z}$ $y= \frac{w}{z^{2}}$ を考えると

$\omega_{0}=\frac{d(\frac{1}{x})}{(\frac{y}{x^{\Gamma}2})^{2}},=-x^{2}\frac{dx}{y^{2}}$

となるので, $z=\infty(x=0)$ &こおいて $\omega_{0}$ は 6 位の zero をもつ. よって

$\omega_{0}\in H^{0}(M, K)$ . また, $\psi^{*}(\omega_{0})=\omega\omega_{0}$ に注意する $($

$\eta\in H^{0}(M, K)$ をとる 1
$K$ は $M$ 上の line bundle であり, $\eta,$ $\omega_{0}$ はそ

の global secfion となるので $\underline{\eta}=$ : $h$ は $M$ 上の meromorphic function
$\omega_{0}$

となる. しかも $\omega_{0}$ は $z=\infty$ 以外では zero をとらないので $h$ は $z=\infty$

以外では正則である. $\eta\in A_{1}$ のとき, $\eta$ は $S^{2}$ 上の正則微分になるので

0 になる. よって $A_{1}=0$ . 次に $\eta\in A_{\omega}$ のときを考える (
$\psi^{*}\eta=\omega\eta$ か

ら $\psi^{*}h=h$ が導かれる. よって $h$ は $z$ の多項式で構或され, $\eta$ の候補は
$\omega_{0},$

$z\omega_{0_{i}}z^{2}\omega_{0},$ $z^{3}\omega_{0},$ $\cdot$ となる $lz=\infty$ での挙動をみると各々

-x2 $\frac{dx}{y^{2}},$ $-x$ $\frac{dx}{y^{2}},$ $- \frac{dx}{y^{2}},$ $- \frac{1}{x}\frac{dx}{y^{2}}$ , $\cdot$

となる. よ $\text{っ}$ で $\frac{dz}{w^{2}}$ $z \frac{dz}{w^{2}},$ $z^{2} \frac{dz}{w^{2}}\in H^{0}(M, K)$ となる. ちなみ (
$\sim’arrow-$ の 3 $\text{つ}\mathrm{C}D$

正則微分は共通 zero がない. 最後に $\eta\in A_{\omega^{2}}$ のときを考える. $\psi^{*}\eta=\omega^{2}\eta$
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から $\psi^{*}h=\omega h$ が導かれる $|$

よって $h$ は $z$ と $w$ による多項式で構或さ
れ, $\eta$ の候補は $w\omega_{0},$ $zw\omega_{0},$ ( となる. $z=\infty$ での挙動をみると各々

$-y \frac{dx}{y^{2}},$ $- \frac{1}{x}\frac{dx}{y^{2}}$ ,

$dz$

となる 1
よって $\overline{w}\in H0$ (M, $K$). 以上より

$H^{0}(M, K)=Span$ $\{\frac{dz}{w^{2}}$ , $z \frac{dz}{w^{2}}$ , $z^{2} \frac{dz}{u^{2}},$

,’
$\frac{dz}{w}$ }

ここで簡単のため $M$ を $w^{3}=z^{6}-1$ で定義される trigonal curve とす
る. 金. 以下の $\mathrm{R}^{3}$ への極小はめ込みを考える $|$

$f$ : $Marrow \mathrm{R}^{3}$

$p arrow\Re\int_{p0}^{p}(\frac{1-z^{2}}{w^{2}},$ $\frac{i(1+z^{2})}{w^{2}},$ $\frac{2z}{w^{2}})^{T}d$z.

このとき $f$ の周期行列 $\Omega$ は

$\Omega=\Re$ ($X$ $Y$),

$=(_{-\sqrt{3}C}^{0}0$ $\frac{}{2}C\frac{}{\sqrt{3}2}B\frac{3}{\xi}A$ $\frac{-}{2}C\frac{3}{\sqrt{3}2}B\frac{3}{2}A$ $-\sqrt{3}C00$ $- \frac{\frac{3}{2}B\sqrt{3}}{2}C-\frac{3}{2}A$ $\sqrt{3}C00$ $- \frac{\frac{3}{2}A}{2}C-\frac{3}{\sqrt{3}\underline{9}}B$

$- \frac{}{\mathit{2}}.C-\frac{}{\sqrt{3}2}B$)$- \frac{3}{\S}A$

とをる は

$A:= \int_{1}^{2}\frac{1}{((t^{2}-1)^{2}(4-t^{2}))^{\frac{1}{3}}}dt$ ,

$B:= \int_{0}^{\sqrt{3}}\frac{2^{\frac{1}{3}}}{(t^{2}(3-t^{2})^{2})^{\frac{1}{3}\sqrt{1+t^{2}}}}dt$

$C:= \int_{0}^{\sqrt{3}}\frac{2}{(t^{2}(3-t^{2})^{2})^{\frac{1}{3}\sqrt{4-t^{2}}}}dt$
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$X=(\begin{array}{llll}(-\omega^{2}+\omega)\mathrm{A} (\mathrm{l}-\omega)A (-\mathrm{l}+\omega^{2})A (-\omega^{2}+\omega)A(\omega^{2}-\omega)B (\mathrm{l}-\omega)B (\mathrm{l}-\omega^{2})B (-\omega^{2}+\omega)Bi(-\omega^{2}+\omega)C i(\mathrm{l}-\omega)C i(-\mathrm{l}+\omega^{2})C i(-\omega^{2}+\omega)C\end{array})$

$Y=(\begin{array}{llll}(-1+\omega^{2})A (-\omega^{2}+\omega)A (\mathrm{l}-\omega)A (-1+\omega^{2})A(1-\omega^{2})B (-\omega^{2}+\omega)B (-\mathrm{l}+\omega)B (-1+\omega^{2})Bi(\mathrm{l}-\omega^{2})C i(\omega^{2}-\omega)C i(-1+\omega)C i(1-\omega^{2})C\end{array})$

ここで次の格子変換を復習する. $\{u_{1}, \cdot , u_{m}\}(m\geq n)$ を $\mathrm{R}^{n}$ を張るベ
クトルの列とする $[$

Proposition 4.1. ([5]section 6){u1, ’ , $u_{m}$ } が格子ベクトルになるた
めの条件は, 格子ベクトル $\{v_{1}, \cdot , v_{n}\}$ で以下をみたすものが存在する事
である

$(v_{1}, v_{2}, \mathrm{t} , v\text{。})=(u_{1}, u_{2}, |" , u_{m})G_{1}$ ,
$(u_{1}, u_{2\dot{I}}. , u_{m})=(v_{1}v_{2}, , v_{n})G_{2}$ ,

ここで $G_{1},$ $G_{2}$ は各々整数係数の $(m, n)$ , (n, $m$ ) 行列である.

ノ

$\Lambda:=(_{0}^{3A}0$ $3B00$

$\frac{}{2}C\frac{}{\sqrt{3}2}B$)$\frac{3}{\S}A,$

$G_{1}:=[_{0}^{0}100001$
$-0000010$

1

$00000](0)1$ ,

$G_{2}:=$
$)$

とお $\langle$ と

$\Omega G_{1}=\Lambda$ , $\Lambda G_{2}=\Omega$
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が成り立つ. よって 3 次元平坦トーラスへの極小はめ込み

$f$ : $Marrow \mathrm{R}^{3}/\Lambda$

$p \mapsto\Re\int_{p0}^{p}(\frac{1-z^{2}}{w^{2}},$ $\frac{i(1+z^{2})}{w^{2}},$ $\frac{2z}{w^{2}})^{T}dz$ .

$(w^{3}=z^{6}-1)$

を構或できる。
次に, この極小曲面の conjugate surface $f^{*}$ を考える

$f^{*}$ : $Marrow \mathrm{R}^{3}$

$p- \Re\int_{p_{0}}^{p}$ ’ $( \frac{1-z^{2}}{w^{2}},$ $\frac{i(1+z^{2})}{w^{2}},$ $\frac{2z}{w^{2}})^{T}dz$ .

$(w^{3}=z^{6}-1)$

このとき周期行列 $\Omega’$ は

$\Omega’=\Re$ ($X’$ $Y’$),

$=$ ( $\sqrt{3}B$
$\frac B\frac{\sqrt{3}}{-\frac{3}{2}\sqrt{3}^{2}2}AC$ $- \frac{\sqrt 3\sqrt{3}2}{\frac{3}{2}C2}B\frac A$ $-\sqrt{3}B-\sqrt{3}A0$ $- \frac{\sqrt 3\sqrt{3}2}{}B\frac{}{-}A\frac{3^{9}}{2}C$ $-\sqrt{3}B-\sqrt{3}A0$ $-. \frac{\sqrt 3\sqrt{3}2}{\frac{3}{2}C2}B\frac A$

$\frac B$)$\frac{\sqrt{3}}{-\sqrt{3}^{2}2}A\frac{3}{2}C$

となる, ここで $X’,$ $Y$’は

$X’=(\begin{array}{llll}i(-\omega^{2}+\omega)A i(1-\omega)A i(-\mathrm{l}+\omega^{2})A i(-\omega^{2}+\omega)\mathrm{A}i(/\omega^{2}-\omega)B \dot{i}(\mathrm{l}-\omega)B i(1-\omega^{2})B i(-\omega^{2}+\omega)B(\omega^{2}-\omega)C (-1+\omega)(_{J}^{\gamma} (\mathrm{l}-\omega^{2})C (\omega^{2}-\omega)C\end{array})$

$Y’=(\begin{array}{llll}i(-\mathrm{l}+\omega^{2})A i(-\omega^{2}+\omega)A i(1-\omega)A i(-\mathrm{l}+\omega^{2})Ai(\mathrm{l}-\omega^{2})B \prime i(-\omega^{2}+\omega)B i(-\mathrm{l}+\omega)B i(-\mathrm{l}+\omega^{2})B(-\mathrm{l}+\omega^{2})C (-\omega^{2}+\omega)C (\mathrm{l}-\omega)C (-\mathrm{l}+\omega^{2})C\end{array})$



$arrow\emptyset\vee 4\Xi$

$\Lambda’:=(_{0}^{\sqrt{3}A}0$ $\sqrt{3}B00$ $\frac{\sqrt{3}}{\frac k_{3}}A\frac{\S}{2}CB$), $G_{1}’:=[_{0}^{1}000001$ $00000111$ $\frac{}{0,000}1]\frac{0}{0}1$ ,

$G_{2}’:=(\begin{array}{lllllll}-\mathrm{l} \mathrm{l} 0 -\mathrm{l} 1 -1 \mathrm{l}01 \mathrm{l} -1 -1 0 -1 -1 10 -\mathrm{l} \mathrm{l} 0 -1 0 -11\end{array}),$

とお $\langle$ と

$\Omega’G_{1}’=\Lambda’$ , $\Lambda’G_{2}’=\Omega’$

が成り立つ. よって conjugate surface

$f^{*}$ : $Marrow \mathrm{R}^{3}/\Lambda’$

$p- \Re\int_{p0}^{p}i(\frac{1-z^{2}}{w^{2}},$ $\frac{i(1+z^{2})}{w^{2}},$ $\frac{2z}{w^{2}})^{l}’\urcorner$ d。.

$(w^{3}=z^{6}-1)$

も構或される $\mathrm{t}$

さらに $f$ の associate surface $f_{\theta}$ を考える $\prod_{1}$

$f_{\theta}$ : $Marrow \mathrm{R}^{3}$

$p \mapsto\Re\int_{p0}^{p}e^{i\theta}$ ( $\frac{1-z^{2}}{w^{2}},$ $\frac{i(1+z^{2})}{w^{2}},$ $\frac{2z}{uJ^{2}}$) $Tdz$ .

$(w^{3}=z^{6}-1)$

$\Re \mathit{1}_{\gamma}^{e^{i\theta}\Phi=\cos\theta\Re}.\int_{\gamma}\Phi+\sin\theta\Re\int_{\gamma}i\Phi$,

なので j 周期行列 $\Omega_{\theta}$ は

$\Omega_{\theta}=\cos\theta\Omega+$ sin $\theta\Omega’$

$=(X_{1}$ $Y_{1}$ $Z_{1}$),
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となる. ここで $X_{1},$ $Y_{1},$ $Z_{1}$ は

$X_{1}=(_{-\sqrt{3}\cos\theta C}^{-\sqrt{3}\sin\theta A}\sqrt{3}\sin\theta B$ $(\begin{array}{l}\frac{3}{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta+\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta\frac{3}{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta+\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta-\frac{3}{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta\end{array}\}CBA$ $(- \frac{3}{2}\cos\theta+\frac{\sqrt{3}}{\sqrt 3,22}\sin\theta)A\{_{\frac{23\sqrt{3}}{2}\cos\theta+\frac{3}{2}\sin\theta}^{\frac\cos\theta-\frac\sin\theta})_{C}^{B]}$

$\}_{1}^{\nearrow}=[_{-\sqrt{3}\cos\theta C}^{-\sqrt{3}\sin\theta A}-\sqrt{3}\sin\theta B$ $(- \frac{\sqrt{3}}{2}\cos\theta-\frac{3}{2}\sin\theta)C(-\frac{3}{2}\cos\theta+\frac{\sqrt{3}}{\sqrt 3,22}\sin\theta)A(\frac{3}{2}\cos\theta-\frac\sin\theta)B$ $-\sqrt{3}\sin\theta B)-\sqrt{3}\mathrm{s}\mathrm{i}_{\mathrm{I}1}\theta A\sqrt{3}\cos\theta C$

’

$Z_{1}=[_{\{_{-\frac{32\sqrt{3}}{2}\cos\theta+\frac{3}{2}\sin\theta}^{-\frac\cos\theta-\frac{\sqrt 3\sqrt{3}2}{2}\sin\theta})_{C}^{B}}^{(\frac{3}{2}\cos\theta+\frac\sin\theta)A}.$ $\{\begin{array}{lll}3 \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta+\frac{\sqrt{3}}{2} \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta-- -\frac \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta+\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta-\frac{32\sqrt{3}}{2}\mathrm{c}^{\backslash }\mathrm{o}\mathrm{s}\theta-\frac{3}{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{r}\mathrm{l}\theta 2 \end{array})B)AC$

ここで $\theta$ を

(8) $2\sqrt{3}\sin\theta rn--(3\cos\theta+\sqrt{3}\sin\theta)n$

$( \mathrm{i}.\mathrm{e}.\tan\theta=\frac{\sqrt{3}}{\frac{2m}{n}-1})$

ととる ( $n,$ $m$ は互いに素な整数). $nx+my=1$ となる整数 $x,$ $y$ をとっ

ておく
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さらに

$\Omega_{\theta}’=(\Omega_{\theta 1}’$ $\Omega_{\theta 2}’$), $F_{1}=(_{0}^{0}-x-xyy00$ $-x-y-x-y-x-y0000$ $00000001$ $00000001$
$mmnn0000$

$00111111$ $-1-1-1-10001$ $m-n]m-n-nm0000\backslash$

$F_{2}=[_{0}^{-n}-10y000$ $\frac{m00}{x000}1$ $-x-yn-mm_{1}x011$ $-n-n-1yy001$
$-n-1-10y000$ $00000001$ $00000010$ $-m-x-1-1]0000$

をとる ここで $\Omega_{\theta 1}’,$ $\Omega$ ’,2 は

$\Omega_{\theta 1}’=(\begin{array}{l}\frac{1}{n}2\sqrt{3}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta A00\end{array}$

$n1$
$2\sqrt{3}\sin\theta B00$

$\Omega_{\theta 2}’=(\begin{array}{llll}0 0 0 00 0 0 00 0 0 0\end{array})$

このとき

$-\sqrt{3}\sin\theta A$
$\underline{m}$

$\sqrt{3}\sin\theta A$

$-\sqrt{3}\sin\theta B$ $- \frac{m}{n}$
$\sqrt{3}\mathrm{s}$ in $\theta B$

$\sqrt{3}\cos\theta C$

$(- \frac{\sqrt{3}}{2}\cos\theta+\frac{3}{2}\sin\theta)nC)$

$\Omega_{\theta}F_{1}=\Omega_{\theta}’$ , $\Omega_{\theta}’F_{2}=\Omega_{\theta}$
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が成り立つ. また, (8) より

$\Omega_{\theta 1}’=(\begin{array}{l}\underline{\mathrm{l}}2\sqrt{3}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta \mathrm{A}0n0\mathrm{l}2\sqrt{3}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta Bn00\end{array}$

$\frac{1}{n}2\sqrt{3}\sin\theta A$ 0

0 $n1$ $2\sqrt{3}\sin\theta B$

$\mathrm{n}$ 0

よって

-J $\sin\theta$ A $\underline{m}\sqrt{3}\mathrm{s}$i$\mathrm{n}\theta A$

$n$

$-\sqrt{3}\sin\theta B$
$-\underline{m}\sqrt{3}\mathrm{s}$ i $\mathrm{n}\theta B$

$n$

$\sqrt{3}\cos\theta C$ $(\begin{array}{l}\prime-\frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\theta+\frac{3}{2}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\theta J\end{array}$

$-$J $\sin\theta$ A $\frac{m}{n}\sqrt{3}\mathrm{s}$ in $\theta$ A

-J $\sin\theta B$
$-\underline{m}\sqrt{3}$ sin $\theta B$

$\sqrt{3}\cos\theta C$
$\frac{-m+^{n}2n}{2m-n}\sqrt{3}\cos\theta C$

$- \frac{\sqrt{3}}{2}\mathrm{c}\mathrm{o}$ s $\theta+\frac{3}{2}\mathrm{s}$in $\theta$$- \frac{\sqrt{3}}{2}.\cos\theta+\frac{3}{2}\sin\theta)\vee C$

$\frac{m2n-\frac{nm}{+^{n}}}{m-n}\sqrt{3}\cos\theta C\frac{m}{}\sqrt{3}\sin\theta A\sqrt{3}\sin\theta B)$

$rank_{\mathrm{Q}}\Omega_{\theta}=rank_{\mathrm{Q}}\Omega_{\theta}’=3$

となるので $\Omega_{\theta}$ は格子 $\Lambda_{\theta}$ を定める, よって $f$ の associate surface

$f$ : $Marrow \mathrm{R}^{3}/\Lambda_{\theta}$

$p\mapsto$ fe $\int_{\mathrm{P}0}^{p}e^{i\theta}$ ( $\frac{1-z^{2}}{w^{2}}$ , $\frac{i(1+z^{2})}{w^{2}},$ $\frac{2z}{w^{2}}$ ) $dz$ .

$(w^{3}=z^{6}-1)$

も構或される. しかも (8) より, こうした associate surface }よ $S^{1}$ で dense

に構或される. 即ち property $\mathrm{P}$ を満たす
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