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ブロックイデアルのコホモロジー環

愛媛大学理学部 (Ehime University)
佐々木洋城 (Sasah., 圧 roki)

1 はじめに

$G$ を有限群とする . $k$ を代数的閉体とし, その標数 $p$ は $|G|$ の素因数てあるとする.

定義 1.1 $b$ を $kG$ のブロックイデアルとし, $D$ を $b$ の defect群とする. $(D, e_{D})$ を Sylow b-
subpair とする. subpair $(P, e_{Q})\leq$ ( $D,$ $e$D) に対して, 元 $\zeta\in H^{*}(D, k)$ についての条件

$\mathrm{S}(P)$ $oe\mathrm{s}_{P}\zeta=(\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{s}_{P}\zeta)^{x}$ $l$ $x\in N_{G}(P,$ $e_{P}^{\backslash }$

,

を考える. コホモロジー環 $H^{*}(D, k)$ の部分環としてブロック $b$ のコホモロジー環を

$H^{*}(G, b)=$

{ $\zeta\in H^{*}(D,$ $k$) $|\zeta$ はとの $(P,$ $e_{P})\leq(D,$ $e$D) に対しても条件 $\mathrm{S}(P)$ を満たす}

によって定義する.

Linckelmaxm [41 における定義とは見掛け上ちょっと違うが, 同じと思ってよい.

河合氏は 2� 3 年 1 月の大阪大学におけるワークショップて, defect群が二面体群なとの
ときのブロックのコホモロジー環の計算を紹介してくれた. ここては, ます, defect群が
woeathed2-群てあるブロックのコホモロジー環を計算してみたのて紹介する. 次に, だれ
てもが疑問に思うであろうように, defect群が正規部分てある場合に, ブロックの=ホモロ
ジー環について分かることを述べる.

2deft一群が wreathed 2-群てあるブロックイデアルのコホモロジー環

2.1 wreathed 2- $IIW$

wreathed 2-ffi $W$ It

$W=\langle a,$ $b,$ $t|a^{p}=b^{2^{n}}=t^{2}=1$ , $ab=ba,$ $tat=b$ ), $n\geq 2$

と定義する. $c=ab$, $d=a^{-1}b$ とおくと, $Z(W)=(z),$ $D(W)=\langle d$ } てある. さら [こ,

$x=a_{\wedge}^{2^{n-1}}y=b_{:}^{2^{n-1}}z=c^{2^{n-1}}=$
. $xy$ ,

$e=xt,$ $f=d^{2^{n-2}}(=(a^{-1}b)^{2^{n-2}})$ ,

$U=\langle$ a, $b\rangle$ , $Q=(e, f),$ $V=(e,$ $f,$ $c\rangle$

とおく. $Q=(e,$ $f\rangle$ は位数 8 の四元数群てある. また, $V=\{x,$ $t,$ $c\rangle$ てもある.
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2.2 ブロックのコホモロジー環
$b$ を群環 $kG$ のブロックイデアルとし, $W$ は $b$ の defect群であると仮定する.

$S$ を $G$ の部分群とする. 元 g\in N。(S) がひきおこす $S$ の自己同型を $\iota_{g}$ と表す

$\iota_{\mathit{8}}$ : $Sarrow S;s\mapsto s^{g}$ .
剰余類 $gSC_{G}(S)\in N_{G}(S)/SC_{G}(S)$ は $S$ の外部自己同型 $\iota_{g}{\rm Im} S$ をひきおこす. 以下ては,
$N_{G}(S)/SC_{G}$ (S) を $S$ の外部自己同型群の部分群と同一視する.

$(W, e_{W})$ を Sylow $b$-subpair とする. $W$ の部分群の自己同型群の構造を調べることによ
り (Alpein-Brauer-Gooenstein[1]), $W$ の部分群 $P$ で, 条件 $\mathrm{S}(P)$ を調べなければならない
ものは $W,$ $U,$ $V$ のみてあることがわかる. すなわち

補題 2.1 $\zeta\in H^{*}(W, k)$ が $H^{*}(G, b)$ に属するためには

0 $\zeta g=\zeta\forall g\in N_{G}(W, e_{W})$

(U) $(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{U}\zeta)g=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{U}\zeta\forall g\in N_{G}(U, e_{U})$

$(\mathrm{V})(\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{s}_{V}\zeta)s_{=\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{s}_{V}\zeta\forall g\in N_{G}(V,e_{V})}$

が成り立つことが必要十分てある.

Sylow $b$-subp曲 ( $W$, e\leftrightarrow については, 剰余群 $N_{G}(W, e_{W})/WC$G(W) は $2’-$群てある. –

方,�止 $\mathrm{e}\mathrm{d}$ 2- 群 $W$ の自己同型群 Aut $W$ は 2- 群であるから,

$N_{G}(W, e_{W})=WC_{G}(W)$ .
特に, 任意の $\zeta\in H^{*}(W, k)$ は上記補題 2.1 の条件 (N) を満たす.

Kiilshammer [31 に従って, $N_{G}(U, e_{U})/C_{G}$ (U) と $N_{G}(V, e_{V})/VC$G(V) の構造によって,
ブロツクを分類するが, Brauer-Wong [2], $\mathrm{A}\mathrm{l}\mathrm{p}\mathrm{e}$r$\mathrm{i}\mathrm{n}-\mathrm{B}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{e}\mathrm{r}$-Gooenstein[1] の議論のまねを
して, 分類の議論をする.

23 $N_{G}(U, e_{U})/C_{G}(U)$

$U$ の自己同型 $\tau,$ $a$) を次のように定義する:

$\tau$ : $\{$

$a\mapsto b$

$b\mapsto a$

$\mathit{0}\mathrm{J}:\{$

$a\mapsto b$

$b-a^{-1}b^{-1}$

《 $\tau,$ $\omega\rangle$ $\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2, 2)$ $(\simeq S_{3})$ てある. $\Phi(U)=(a^{2},$ $b$2 $\rangle$ てある. $U$ の自己同型 $\sigma$ は $U/\langle a$ 2, $b^{2}$ }
(四元群) の自己同型 $\overline{\sigma}$ : $u\langle a^{2}, b^{2}\rangle\mapsto u^{\sigma}$ ( a2, $b^{2}\rangle$ をひきおこす. 写像

$\pi$ : Aut $Uarrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}(U/\{a^{2}, b^{2}));\sigma\mapsto\overline{\sigma}$

は split $\mathrm{e}\mathrm{p}\mathrm{i}$ てある. このとき

補題 2.2
Aut $U=\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\pi\aleph$

$\langle$

$\tau,$ $\omega\}$ .

Brauer-Wong [21 の議論を注意深く, まねして
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補題 2.3

$N_{G}(U, e_{U})/C_{G}(U)=\{\begin{array}{l}(\tau)(\tau,\omega)^{\chi}\end{array}$

$\exists\chi\in \mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\pi\cap C(\tau)$.

がわかる. さて,

補題 2.4 $\mathrm{K}\mathrm{e}\mathrm{r}\pi=$ { $\sigma\in \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}$ $U|u^{\sigma}\equiv u\mathrm{m}$od $\langle$
$a^{2},$ $b^{2})$ } に属する自己同型はコホモロジー

環 $H^{*}(U, k)$ に自明に作用する.

に上り

命題 $2\mathrm{S}$ (i) $N_{G}(U, e_{U})/C_{G}(U)\simeq \mathrm{Z}/(2)$ ならば,任意の $\zeta\in H^{*}(W, k)$ は補題 2.1 の条件
(U) を満たす.

$(\ddot{\mathrm{n}})N$G $(U, e_{U})/C_{G}(U)\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2,2)$ ならば元 $\zeta\in H^{*}(W, k)$ が補題 2.1 の条件 (U) を満た
すためには

$(\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{s}_{U}\zeta)^{\omega}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{U}\zeta$

てあることが必要十分てある.

2.4 $N_{G}(V, e_{\mathrm{V}})/VC_{G}(V)$

四元数群 $Q=\langle e,$ $f$ ) の自己同型 $\tau,$ $\omega$ を

$\tau$ : $\{$

$e\mapsto f$

$f\mapsto e$

$\omega$ : $\{$

$e\mapsto f$

$f\mapsto e^{-1}f$

と定義すると

補題 2.6
Aut $Q=\mathrm{I}\mathrm{n}\mathrm{n}$ $Q\mathrm{r}$ $\langle$

$\tau,$ $\omega)$ , $\langle$

$\tau,$ $\omega\}\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2,2)$ .

$V$ において $Q$ と $\langle c\rangle$ はともに特性部分群てある. $Q$ の自己同型 $\sigma$ に対して, 写像

$\hat{\sigma}$ : $Varrow V;x\mapsto\{$
$x^{\sigma}$ $x\in Q$ ,
$x$ $x\in\{c\}$

は, 自己同型 $\sigma$ は $Q\cap\langle c$ } $=Z$ (Q) に自明に作用するから, well-defined てあり, かつ自己
同型てある. 明らかに, 写像

$i$ : Aut $Qarrow \mathrm{A}\mathrm{u}\mathrm{t}V$ ; $\sigma\mapsto\ovalbox{\tt\small REJECT}$

は群の単射準同型てある. また, 中心 ( $c\rangle$ の自己同型 $\gamma$ に対して

$\ovalbox{\tt\small REJECT}:Varrow V;x\mapsto\{$

$x$ $x\in Q$ ,
$x^{\gamma}$ $x\in\{c\}$

は, 自己同型 $\gamma$ は $Q\cap(c\rangle$ $=Z$ (Q) に自明に作用するから, $\mathrm{w}\mathrm{e}\mathrm{U}$-defined てあり, かつ自己
同型てある. 明らかに, 写像

$j$ : Aut(c} $arrow$ Aut $V;\gamma\mapsto\hat{\gamma}$

は群の単射準同型てある.



127

補題 2.7 次が成り立つ

Aut $V=j$ (Aut $( c\rangle)\mathrm{x}i$ (Aut $Q$),

Aut(c) $\simeq j$ (Aut(c $\rangle$ ), Aut $Q\simeq i$ (Aut $Q$),

$|$ Aut $V|=2^{n-1}\cdot 4\cdot 6=2^{n+2}\cdot 3$ ,

Inn $V=i$ (Inn $Q$), Aut $V=$ Inn $V\aleph$ ($j$ (Aut(c}) $\mathrm{x}\{\hat{\tau},\hat{\omega}$)).

Alperin-Brauer-Gorenstein [11 の議論を注意深くまねして

補題 2.8

$N_{G}(V, e_{V})/VC_{G}(V)=\{$

$\{\overline{\tau\omega})$ ,
$(\hat{\tau}, \hat{\omega})$

であることがわかり,

命題 2.9 (i) $N_{G}(V, e_{V})/C_{G}(V)\simeq \mathrm{Z}/(2)$ ならば, 任意の $\zeta\in H^{*}(W, k)$ は補題 2.1 の条件
(V) を満たす.

(ii) $N_{G}(V, e_{V})/VC$G $(V)\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2,2)$ ならば元 $\zeta\in H^{*}(W, k)$ が補題 2.1 の条件 Oりを満
たすためには

$(\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{V}\zeta)^{\omega}=\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{s}_{V}\zeta$

てあることが必要十分てある.

$2\mathrm{S}$ 結論

以上により, $H^{*}(G, b)$ は $N_{G}(U, e_{U})/C_{G}$(U) と $N_{G}(V, e_{V})/VC$G(V) により完全に分類
されることがわかった.

主ブロックて考えると,

$E=(x,$ $y\rangle$ , $F=\langle z,$ $t$ 》

とおくと

$N_{G}(U)/C_{G}(U)\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2,2)\Leftrightarrow$ NG(E)/NG(E) $\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2,2)$ ,
$N_{G}(V)/VC_{G}(V)\simeq \mathrm{G}\mathrm{L}(2,2)\Leftrightarrow E\sim_{G}F$

てあるから, Okuyma-Sas&i[61 の分類により, $H^{*}(G, b)$ も記述できる.

3defed群が正規てあるブロックのコホモロジー環

3.1 defect群が正規てあるブロックのコホモロジー環

$kG$ のブロックイデアル $b$ の defect群 $D$ が $G$ て正規てあると仮定する. $(D, e_{D})$ を Sy-
low $b$-subp命とする. $(Q, e_{Q})$ を $(Q, e_{Q})\leq(D, e_{D})$ てある任意の $b$-subp砒とし, $T=$
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$N_{G}(Q, e_{Q})$ とおく. $R=N_{D}$ ( Q) は $e_{Q}^{T}$ の defect群てある. $R\triangleleft T$ てあり, $R$ は $e_{Q}^{T}$ のただ
ひとつの defect群である. $H=N_{D}$ (Q)CG(Q) とおく.

$e_{Q}^{T}$

$e_{Q}^{H}=e_{R}^{H}$

$e_{R}$

$e_{Q}$

$(Q, e_{Q})\triangleleft$ ($R,$ $e$R) てある. 以上のもとて, Frattini論法により

補題 3.1
$T=H\cdot N_{T}$ (R, $e_{R}$) $=C_{G}$ (Q).NT $(R, e_{R})$

が成り立つ. 特に, $Q\triangleleft D$ のとき, $N_{G}(Q, e_{Q})=C_{G}$ (Q)NG(D, $e_{D}$) てある.

この事実を用いて, 次が得られる.

命題 3.2 $b$ を $G$ のブロックイデアノレとする. $D$ を $b$ の defect群とし, $(D, e_{D})$ を Sylow b-
subpair とする. $D$ が $G$ て正規ならば

$H^{*}(G, b)=H^{*}(D, k)^{N_{\ovalbox{\tt\small REJECT}}(D.e_{D})}$

てある. 特に, $H=N_{G}$ (D, $e_{D}$) とおき, $c=e_{D}^{H}$ とおくと, $H^{*}(G, b)=H^{*}(H, c)$ が成り立
つ.

3.2 $\mathrm{p}_{1}\dot{\mathrm{u}}\mathrm{g}$の定理

ここては, 有限群 $G$ の部分群 $H$ のブロック $c$ のブロックベき等元 $f$ が条件

(0) 任意の $x\in G\backslash H$ に対して $f\cdot f^{x}=0$

を満たしていると仮定する.

命題 3.2 の記号の下て, $b$ のブロックベき等元を $e$ とし, $c$ のブロックベき等元を $f$ とお

くと, $f$ は上の条件を満たし, さらに
$e= \sum_{Hx\epsilon H\backslash G}f$

X てある.

Puig [71 は仮定 (O) の下て

$e= \sum_{Hx\in H\backslash G}f^{X}$
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とおくと,

命題 $3\mathrm{S}$ (i) $e$ は $kG$ のブロックベき等元てある. $b=kGe$ とおく.
(ii) ブロック $b$ と $c$ は共通の defect群 $D$ をもち,

(i\"u) ブロック $b$ と $c$ は $(b, c)-$加群 $M=ekGf$ により, Morita 同値てある: $M\otimes_{c}M^{1}\simeq b$ ,
$M^{*}\otimes_{b}M\simeq c$.

定理 34 $c$-subpair($P,$ $f$P) に対して, $b$-subpair($P,$ $f$P) がただひとつ定まり,

(i) $(Q, f_{Q})7(P, f_{P})\Rightarrow(Q, f_{Q})\neq(P, f_{P})$ ,
(ii) $N_{G}(P,\hat{f_{P}})=C_{G}(P)N_{H}(P, f_{P})$,
(iii) $(Q, \mathrm{r}_{Q})$ $\leq(P, f_{P})\Leftrightarrow(Q,\hat{f_{Q}})\leq(P,\hat{f_{P}})$ ,
(iv) $(Q, f_{Q})\sim H$ $(P, f_{P})$ ! $(Q,\hat{f_{Q}})\sim_{G}(P,\hat{f_{P}})$ ,
(v) $\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{E}\text{の}b$-subpair $(P, e_{P})\mathfrak{l}’\llcorner \text{対}1_{\vee}\text{て},$ $\text{ある}$ c-sub任意の $b$-subpair(P, $e_{P}$) に対して, ある $c$-subpair(P, $f_{P}$ ) を適当にとれば, $(P, e_{P})\sim_{G}$

$(P, f_{P})$ .

を示した. この命題により, コホモロジー環 $H^{*}(G, b)$ と $H^{*}(H, c)$ が一致することがわか
る.

しかし, Linckelmaxm [5] によっても, この事実は説明てきる. すなわち,

命題 $3\mathrm{S}$ (i) $e$ と $f$ は共通の souroe idempotent $i$ をもつ.
(\"u) $M$ =ekGf は $(G, H)-$加群 $kGi\otimes_{kD}i$kH の直和因子てある.

が成り立つ. $(\ddot{\mathrm{n}})$ の証明のために, $(b, kD)-$加群 $X=kGi$ を考える. 相対 X-射影元 $\pi_{X}=$

$\mathrm{T}\mathrm{r}_{D}^{G}(i)\in Z$ (b) は可逆てあることから, $b|kGi\otimes_{kD}i$kG, 従って, $M=bf|kGi\otimes_{kD}i$kGf
てあることがわかる. $e$ の取り方およひ条件 (O) により, $M=ekGf$ は

$M= \sum_{Ht\in H\backslash G}t(fkH)$

と表される. また, 条件 (O) [こより, $fkGf=fM= \sum_{Ht\in H\backslash G}f$\mbox{\boldmath $\alpha$}f$kH$) $=fk$H てある.

従って, $ikGf=ifkGf=ikHf=ik$H てある. すなわち, $M|kGi\otimes_{kD}i$kH.

従って, Ljncke石 Hm [51 $\mathrm{T}\mathrm{h}\omega \mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{m}3$.1 により, $H^{*}(G, b)=H^{*}(H, c)$ てある.
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