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[概要]
ヒルベルト空間 $\mathcal{H}$ 上の有界作用素 $T\in B$ (H) が $(p, k)$-quasihyponormal とは

$T^{*k}((T^{*}T)^{p}-(TT^{*})^{p})T^{k}\geq 0$

となるときをいう。ただし $0<p\leq 1,$ $k$ は正の整数とする。 この論文の目的は
$(p, k)$-quasihyponormal operator $T$ の孤立点スペクト) $\triangleright\lambda_{0}\in\sigma(T)$ に関する Riesz
idempotent を $E$ とおくと

(1) $\lambda_{0}\neq 0f_{\epsilon}\mathrm{r}\overline{\mathrm{b}}E\#\mathrm{h}$ self-adjoint $;c$ $E\mathcal{H}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda_{0})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T-\lambda_{0})^{*})$

$(2)\lambda_{0}=0\text{な}\overline{\mathrm{b}}$ $E\mathrm{n}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{k})$

が成り立つことを示すことである。

[はじめに]
$p$-hyponormal operator $T$ は $(T^{*}T)^{p}-(TT^{*})^{p}\geq 0$ となる作用素であるが、 こ

れは hyponormal operator, $T$‘T-TT” $\geq 0$ , の一 $8\#$化であり、 Aluthge によって

導入されて以来、多くの研究者によって面白い性質が解明されつつある ([1, 11,
$15])_{\text{。}}t\succ \mathrm{q}\mathrm{u}\mathrm{a}\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{h}\mathrm{y}\mathrm{p}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{l}$operator は $T((T^{*}T)^{p}-(TT^{*})^{p})T^{*}\geq 0$ となる作用素で

あるが、AC. Arora ら [2] によって導入されたもので $p$-hyponormal operator の面
白い性質のいくつかはこの作用素についても成り立っていることがわかつてきた
([2, 8, 13]) $\circ$ -\hslash 、 かなり以前から $\mathrm{B}.\mathrm{C}$ . Gupta ら [3] によって k-qusihyponormal
operator, $T^{k}(T^{*}T-TT^{*})$ $T^{*k}\geq 0$ , が導入されて、 その性質が調べられていた。
$p$-quasihyponormal operator と $k$-quasihyponormal operator は違う概念である
が、 同じ用語を使っているので、 このままでは混乱するから、 これらの作用素を

統合して調べてはどうかという提案が Il Bong Jung によってなされていた。Kim
[7] による $(p, k)$ -quasihyponorlnal operator の研究はこの提案を具体化したもの
だといえる。 L\"owner-Heinz’s inequality ([6, 9]) から $p$-hyponormal operator は
$q$-hyponormal $(0<q\leq p)$ であり、 明らかに $(p, k)$-quasihyponormal operator は

$(p, k+1)$-quasihyponormal であるが、 $(p, 1)$-quasihyponormal operator は必ずし

も $(q, 1)$ -quasihyponormal $(0<q\leq p)$ とは限らない ([14])。
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著者らは $p$-hyponormal, $\log$-hyponormal, $p$-quasihypono1mal operator の孤立点
スペクトルに関する Riesz idempotent の性質を調べてきた。一般に作用素 $T\in$

$B$ (H) の孤立点スペクトル $\lambda_{0}\in\sigma(T)$ に関する Riesz idempotent $E=E.(\lambda_{0})$ は

$E= \frac{1}{2\pi i}\int_{|\lambda-\lambda_{0}|=r}(\lambda-T)^{-1}d\lambda$

で定義される作用素で

$E^{2}=E$ ,

$ET=TE$,
$\sigma$ (T $|$ E$\mathcal{H}$ ) $=\{\lambda_{0}\}$ ,

$\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T-\lambda_{0})^{n})\subset E\mathcal{H}$ , $n=1,2,3,$ $\cdot\cdot$ .

を満たしている。筆者らは $T$ が $p$-hyponormal, $\log$-hyponormal の場合 $E$ は seff-
adjoint で

$E\mathcal{H}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda_{0})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T-\lambda_{0})^{*})$

となることを示した ([4])。更に、 $T$ が $\mathrm{p}$-quasihyponormal operator の場合、 $\lambda_{0}\neq 0$

なら $E$ は self-adjoint で

$E\mathcal{H}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda_{0})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T-\lambda_{0})^{*})$

となるが、 $\lambda_{0}=0$ なら $E$ は必すしも self-adjoint にはならないことを示した
([12])。 この論文では $(p, k)$-quasihyponormal operator の場合も $p$-hyponormal, $p$-

quasihyponormal operator 同じ.|生質が成り立つことを示す。

[主定理]
$(p, k)$-quasihyonormal operator $T\in B$ (H) の孤立点スペクト) $\triangleright\lambda_{0}$ に関する

Riesz idempotent を $E$ とおくと

(1) $\lambda_{0}\neq 0$ なら $E$ {は self-adjoint で $E\mathcal{H}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda_{0})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T-\lambda_{0})^{*})$

(2) $\lambda_{0}=0$ なら $E\mathcal{H}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{k})$

が成り立つ。

次の結果は Kim[7] による。

[補題 1(Kim[7])]
$T\in B$ (H) は $(p, k)$-quasihyponormal とする。 $T^{k}\mathcal{H}$ が dense でないなら

$T=(\begin{array}{ll}T_{1} T_{2}0 T_{3}\end{array}),$ $\mathcal{H}=[T^{k}\mathcal{H}]\oplus \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T^{*})^{k})$
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と表せる。ここで $[T^{k}\mathcal{H}]$ は $T^{k}\mathcal{H}$ のノノレム閉包である。このとき $T_{1}$ は p-hyponormal
で,

$T_{3}^{k}=0$ , $\sigma(T)=\sigma(T_{1})\cup\{0\}$

となる。

[補題 2]
$T\in B$ (H) は $(p, k)$-quasihyponormal とする。 このとき $(T-\lambda)x=0,$ $\lambda$ \neq 0 な

ら $(T-\lambda)^{*}x=0$ となる。

[証明]
$\mathcal{H}_{0}=\mathrm{s}\mathrm{p}\mathrm{a}\mathrm{n}$ {x} として

$T=$ on $\mathcal{H}=\mathcal{H}_{0}\oplus \mathcal{H}_{0}^{[perp]}$

と表すと $T_{1}=\lambda$ である。 $Q$ を $\mathcal{H}_{0}$ への直交射影とおくと Hansen の不等式から

$|\lambda|^{2p}=(T_{1}^{*}T1)^{p}=(QT^{*}TQ|_{\mathcal{H}0})^{p}=(QT^{*}TQ)^{p}|_{\mathcal{H}0}\geq Q(T^{*}T)^{p}Q|_{7t_{0}}$

となり、 一方 L\"owner-Heinz の不等式から

$|\lambda|^{2p}=(T_{1}T_{1}^{*})^{p}=(TQT^{*}|_{\mathcal{H}_{0}})^{p}=(TQT^{*})^{p}|_{H\mathrm{o}}\leq Q(TT^{*})^{p}Q|_{\mathcal{H}0}$

となる。 ここで

$x=\lambda^{-1}Tx=\lambda^{-2}T2x=$ . . . $=\lambda^{-k}$T$kx\in T^{k}\mathcal{H}$

なので、 仮定より

((Tゞ0Tl)p $00)\geq Q(T^{*}T)^{p}Q$

$\geq Q(TT^{*})^{p}Q\geq Q(TQT^{*})^{p}Q\geq(\begin{array}{ll}(T_{1}T_{1}^{*})^{p} 00 0\end{array})$

であるから
$Q(TT^{*})^{p}Q|_{\mathcal{H}0}=(TQT^{*}|_{\mathcal{H}0})^{p}=|\lambda|^{2p}$

となる。 さて $(TT^{*})^{\mathrm{z}}-,=(\begin{array}{ll}X YY^{*} Z\end{array})$ とおくと

$X=Q(TT^{*})^{\epsilon}2Q|_{\mathcal{H}_{0}}\geq Q(TQT^{*})^{\mathrm{E}}2Q|_{\mathcal{H}_{0}}=(TQT^{*}|_{\mathcal{H}0})e\circ\vee=|\lambda|^{p}$
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となるが、 一方

$(TT^{*})^{p}=(\begin{array}{ll}X YY^{*} Z\end{array})$
$(\begin{array}{ll}X YY^{*} Z^{\ulcorner}\end{array})=(\begin{array}{lll}X^{2}-\vdash YY^{*} XY+YZ\backslash Y^{*}X+ZY^{*} Y^{*}Y+Z^{2}\end{array})$

なので
$|\lambda|^{2p}=X^{2}+YY^{*}\geq X^{2}\geq|\lambda|^{2p}$

となる。 よって
$Y=0$ , $X=|\lambda|^{p}$

である。 よって

$(TT^{*})^{\mathrm{z}}2=(\begin{array}{ll}|\lambda|^{p} 00 Z\end{array})$

となるので

$TT^{*}=(\begin{array}{ll}|\lambda|^{2} 00 Z^{\frac{2}{\mathrm{p}}}\end{array})$

となる。一方

ァア* $=(\begin{array}{ll}T_{1} T_{2}0 T_{3}\end{array})(\begin{array}{ll}T_{1}^{*} 0T_{2}^{*} T_{3}^{*}\end{array})=(\begin{array}{ll}|\lambda|^{2}+T_{2}T_{2}^{*} T_{2}T_{3}^{*}T_{3}T_{2}^{*} T_{3}T_{3}^{*}\end{array})$

より $T_{2}=0$ が得られるから

$(T-\lambda)^{*}x=(\begin{array}{ll}0 00 (T_{3}-\lambda)^{*}\end{array})$ $(\begin{array}{l}x0\end{array})=0$

と $\gamma_{\epsilon \mathrm{X}}$ る。
$\square$

[補題 3]
$T\in B$ (H) は $(p, k)$-quasihyponormal とするとき次が成り立つ。

(1) $||$I $x||^{2}\leq||\mathrm{I}-1$x $||||P+1_{X||}$ $(\forall||x||=1, k\leq\forall n\in \mathbb{Z}_{+})$

(2) もし $T^{n}=0$ となる $n\geq k$ があれば $T^{k}=0$ である。

(3) $||T^{?l}||’ \mathrm{z}\leq||T^{n-1}||^{n}r(T^{n})$ $(k\leq\forall n\in \mathbb{Z}_{+})$

ただし $r$ (Tn) は $T^{n}$ の spectral radius である。

[証 Hfl]

(1)(p, $k$)-quasihyponormal operator は $(p, k+1)$-quasihyponormal であるから
$n=k$ としてよい。 H\"older-McCarthy の不等式 [10] より

$\langle T*.k(TT^{*}.)^{p}T^{k}x, x\rangle=\langle$(T’T)$p+1$T$k-1Tk-x,1x\rangle$

$\geq||$ T$k-1$x $||^{-2p}\langle(T*T)Tk-1_{X},T^{k-1}x\rangle^{p+1}$

$=||$T$k-1$ x $||^{-2p}||$T$k$x $||^{2p+2}$
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となり、 $-;F$

$\langle T^{*k}(T^{*}T)^{\mathrm{p}}T^{k}x, x\rangle=\langle$(T”T)$p$T$k$x, $T^{k}x\rangle$

$\leq||$T$k$x $||^{2-2p}\langle(T*T)Tk_{X}, T^{k}x\rangle^{p}$

$=||$T$k_{X||^{2-2p}||T^{k+1}x||^{2_{\mathrm{P}}}}$

であるから、 これを整理して (1) が得られる。

(2) $T^{k+1}=0$ なら (1) から $T^{k}=0$ となる。

(3) $n=k$ としてよい。 (1) より

$\frac{||T^{k}||}{||T^{k-1}||}$ $\leq\frac{||T^{k+1}||}{||T^{k}||}\leq\frac{||T^{k+2}||}{||T^{k+1}||}\leq\cdot\cdot\tau\leq$ $\frac{||T^{mk}||}{||T^{mk-1}||}$

なので

( $\frac{||T^{k}||}{||T^{k-1}||}$) $mk-k+1 \leq\frac{||T^{k}||}{||T^{k-1}||}\cross\frac{||T^{k+1}||}{||T^{k}||}\cross\cdots\cross\frac{||T^{mk}||}{||T^{mk-1}||}.=\frac{||T^{mk}||}{||T^{k-1}||}$

よって

$( \frac{||T^{k}||}{||T^{k-1}||})^{k-\frac{k}{m}+\frac{1}{m}}\leq\frac{||T^{mk}||^{\frac{1}{m}}}{||T^{k-1}||^{\frac{1}{m}}}$.

となる。 ここで $marrow\infty$ とすればよい。 口

[注意]
$k=1$ の場合 (3) は $||T||=r$ (T) を示しているが、 これは [8] で得られている結

果である。

[補題 4]
$T\in B$ (H) は $(p, k)$-quasihyponormal で $\mathcal{Y}\subset \mathcal{H}$ は $T$ の invariant subspace と

する。 このとき $T|y$ も $(p, k)$ -quasihyponormal である。

[証明]
$Q$ を $\mathcal{Y}$ への直交射影とし $T_{1}=T|_{\mathcal{Y}}$ とおく。 このとき Hansen の不等式から

$(T_{1}^{*}T_{1})^{p}=(QT^{*}TQ|_{\mathcal{Y}})^{p}=(QT^{*}TQ)^{p}|_{\mathcal{Y}}\geq\{Q(T^{*}T)^{p}Q\}|y$

が成り立ち、一方、 L\"owner-Heinz’s([6,9]) の不等式から

$(T_{1}T_{1}^{*})^{p}=(TQT^{*}|_{\mathcal{Y}})^{p}=(TQT^{*})^{p}|y\leq\{Q(TT^{*})^{p}Q\}|y$

となる。 よって

$T_{1}^{*k}(T_{1}^{*}T_{1})^{p}T_{1}^{k}\geq T_{1}^{*k}\{Q(T^{*}T)^{p}Q\}|_{\mathcal{Y}}T_{1}^{k}$

$\geq T_{1}^{*k}\{Q(TT^{*})^{p}Q\}|_{\mathcal{Y}}T_{1}^{k^{\wedge}}\geq T_{1}^{*k}(T_{1}T_{1}^{*})^{p}T_{1}^{k}$
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となる。 さて $y\in \mathcal{Y}$ とすると

(Il*ゞ $\{(T_{1}^{*}T_{1})^{p}-(T_{1}T_{1}^{*})^{p}\}T_{1}^{k}y,$ $y\rangle$

$\geq\langle T_{1}^{*k}\{Q(T^{*}T)^{p}Q|y-Q(TT^{*})^{\mathrm{p}}Q\}|_{\mathcal{Y}}T_{1}^{k}y, y\rangle$

$=\langle Q\{(T^{*}T)^{p}-(TT^{*})^{p}\}Q|_{y}T_{1}^{k}y, T_{1}^{k}y\rangle$

$=\langle\{(T^{*}T)^{p}-(TT^{*})^{p}\}T^{k}y, T^{k}y\rangle\geq 0$

となるので $T_{1}$ は $(p, k)$-quasihyponormal である。 口

[主定理の証明]
(1) もし $T^{k}\mathcal{H}$ が dense ならば $T$ は $p$-hyponormal になるので、 この場合は [4]

で示されている。よって $T^{k}\mathcal{H}$ は dense でないとしてよい。補題 1 から

$T=(_{0}^{T_{1}}$ $\mathrm{f}:$) on $\mathcal{H}=[T^{k}\mathcal{H}]\oplus \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{*k})$

と表すと $\sigma(T)=\sigma(T_{1})\cup\{0\}$ なので $\lambda_{0}\in\sigma(T_{1})$ である。すると

$E= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(\begin{array}{ll}\lambda-T_{1} -T_{2}0 \lambda-T_{3}\end{array})d \lambda$

$= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(\begin{array}{ll}(\lambda-T_{1})^{-1} (\lambda-T_{1})^{-1}T_{2}(\lambda-T_{3})^{-1}0 (\lambda-T_{3}.)^{-1}\end{array})d \lambda$

となる。 ここで $\gamma$ は $0\not\in\Delta,$
$\Delta\cap\sigma(T)=\{\lambda_{0}\}1$ となる小さな閉円盤 $\Delta=\{\lambda\in \mathbb{C}$ :

$|\lambda-\lambda_{0}|\leq r\}$ の境界である。 さて $E_{1}= \int_{\gamma}(\lambda-T_{1})^{-1}d\lambda\overline{2\pi i}$ を $T_{1}$ の $\lambda_{0}$ に関する

Riesz idempotent とおくと、補題 1 と [4] から $E_{1}$ は self-adjoint で

$E_{1}[T^{k}\mathcal{H}]=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\lambda_{0}-T1)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((\lambda_{0}-T_{1})^{*})$

となる。 ここで

$X= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(\lambda-T_{1})^{-1}T_{2}(\lambda-T_{3})^{-1}d\lambda=0$

を示す。 $T_{3}^{k}=0$ なので

$( \lambda-T_{3})^{-1}=\frac{1}{\lambda}+\frac{T_{3}}{\lambda^{2}}+\frac{T_{3}^{2}}{\lambda^{3}}+\cdot$ . . $+ \frac{T_{3}^{k-1}}{\lambda^{k}}$

である。 よって

$X= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(\lambda-T1)-1$T2 $\int_{\gamma}(\lambda-T1)-1$T2

$+\cdot$ . . $+ \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(\lambda-T1)-1T_{2}\frac{T_{3}^{k-1}}{\lambda^{k}}$ d$\lambda$

$=X_{0}+\wedge \mathrm{Y}_{1}+\cdots+Xk-1$
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となる。 また、

$\frac{1}{\lambda}=\frac{1}{\lambda_{0}}-\frac{\lambda-\lambda_{0}}{\lambda_{0}^{2}}+\frac{(\lambda-\lambda_{0})^{2}}{\lambda_{0}^{3}}$ –. .

より

$X_{0}= \frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(\lambda-T_{1})^{-1}T_{2}\frac{1}{\lambda_{0}}d\lambda-\frac{1}{2\pi i}\int_{\gamma}(\lambda-T_{1})^{-1}T_{2}\frac{\lambda-\lambda_{0}}{\lambda_{0}^{2}}d\lambda+\cdot\cdot\Gamma$

$= \frac{1}{\lambda_{0}}E_{1}T_{2}-\frac{1}{\lambda_{0}^{2}}(T_{1}-\lambda_{0})E_{1}T_{2}+\frac{1}{\lambda_{0}^{3}}(T_{1}-\lambda_{0})^{2}E_{1}b-\cdot\cdot \mathrm{t}$

である。実は
$E_{1}T_{2}=0$

であることを示そう。任意に $x\in[T^{k}\mathcal{H}]$ をとって $y=E_{1}x$ とおく。すると [4] から

$y\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(\lambda_{0}- 71)=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((\lambda_{0}-T_{1})^{*})$

であるから

$(\lambda_{0}-T)(\begin{array}{l}y0\end{array})=(\begin{array}{ll}\lambda_{0}-T_{1} -T_{2}0 \lambda_{0}-T_{3}\end{array})(\begin{array}{l}y0\end{array})$

$=(\begin{array}{l}(\lambda_{0}-T_{1})y0\end{array})$ $=(\begin{array}{l}00\end{array})$

である。 よって

$0=(\lambda_{0}-T)^{*}$ $(\begin{array}{l}y0\end{array})=(\begin{array}{ll}(\lambda_{0}-T_{1})^{*} 0-T_{2}^{*} (\lambda_{0}-T_{3})^{*}\end{array})$ $(\begin{array}{l}y0\end{array})$

$=(\begin{array}{l}(\lambda_{0}-T_{1})^{*}y-T_{2}^{*}y\end{array})$

となる。従って $T_{2}^{*}y=T_{2}^{*}E_{1}x=0$ である。 よって T2*E1=O、従って $E_{1}T_{2}=0$

が得られる。よって $X_{0}=0$ である。 また

$\frac{1}{\lambda^{2}}=\frac{1}{\lambda_{0}^{2}}-\frac{2(\lambda-\lambda_{0})}{\lambda_{0}^{3}}+\frac{3(\lambda-\lambda_{0})^{2}}{\lambda_{0}^{4}}-\cdots$

から

$X \mathrm{J}=\frac{1}{2\pi i}\int_{7’}(\lambda-T_{1})^{-1}T_{2}\frac{T_{3}}{\lambda^{2}}d\lambda$

$= \frac{1}{\lambda_{0}^{2}}E_{1}\mathrm{b}T_{3}-\frac{2}{\lambda_{0}^{3}}‘(T_{1}-\lambda_{0})E_{1}T_{2}T_{3}+\frac{3}{\lambda_{0}^{4}}(T_{1}-\lambda_{0})^{2}E_{1}T_{2}T_{3}-\cdot$
.

$=0$
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となる。同様に $X_{2}=X_{3}=\cdots=X_{k-1}=0$ となるので $X=0$ が得られる。よって

$E=(\begin{array}{ll}E_{1} 00 0\end{array})$

であるから $E$ は selfadjoint になり

$E\mathcal{H}=E_{1}[T^{k}\mathcal{H}]\oplus\{0\}$

$=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T_{1}-\lambda_{0})\oplus\{0\}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T_{1}-\lambda_{0})^{*})\oplus\{0\}$

となる。次に、任意に $x\in E\mathcal{H}$ をとる。すると

$x=(\begin{array}{l}x_{1}0\end{array}),$ $x_{1}\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T_{1}-\lambda_{0})$

と表されるので

$(T-\lambda_{0})x=(\begin{array}{ll}T_{1}-\lambda_{0} T_{2}0 T_{3}-\lambda_{0}\end{array})$ $(\begin{array}{l}x_{1}0\end{array})=(\begin{array}{l}(T_{1}-\lambda_{0})x_{1}0\end{array})=0$

となる。 よって $E\mathcal{H}=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda_{0})$ が得られた。
次に $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda_{0})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T-\lambda_{0})^{*})$ を示す。補題 2 から $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda_{0})\subset \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T-\lambda_{0})^{*})$

は示されているので $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T-\lambda_{0})^{*})\subset \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda_{0})$ を示せばよい。任意に

$x=(\begin{array}{l}x_{1}x_{2}\end{array})$ $\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T-\lambda_{0})^{*})$

をとる。すると

$0=(T-\lambda_{0})^{*}x=(\begin{array}{llll}(T_{1}-\lambda_{0})^{*} 0 T_{2}^{*} (T_{3} - \lambda_{0})^{*}\end{array})(\begin{array}{l}x_{1}x_{2}\end{array})$

$=(\begin{array}{l}(T_{1}-\lambda_{0})^{*}x_{1}T_{2}^{*}x_{1}+(T_{3}-\lambda_{0})^{*}x_{2}\end{array})$

となるので
$x_{1}\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}((T_{1}-\lambda_{0})^{*})=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T_{1}-\lambda_{0})$

である。 また

$(T-\lambda_{0})(\begin{array}{l}x_{1}0\end{array})=(\begin{array}{ll}T_{1}-\lambda_{0} T_{2}0 T_{3}-\lambda_{0}\end{array})(\begin{array}{l}x_{1}0\end{array})=(\begin{array}{l}(T_{1}-\lambda_{0})x_{1}0\end{array})=0$

より補題 2 から

$0=(T-\lambda_{0})^{*}(\begin{array}{l}x_{1}0\end{array})=(\begin{array}{l}(T_{1}-\lambda_{0})^{*}x_{1}T_{2}^{*}x_{1}\end{array})$
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となるので $T_{2}^{*}|x_{1}=0$ である。 よって $(T_{3}-\lambda_{0})^{*}x_{2}=0$ となるが $T_{3}^{k}$

.
$=0,$ $\lambda_{0}\neq 0$ な

ので $x_{2}=0$ である。 よって

$x=(\begin{array}{l}x_{1}0\end{array})$ $\in \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T_{1}-\lambda_{0})$ ea $\{\mathrm{O}\}=Ell=\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T-\lambda_{0})$

である。

(2) $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{k})$ $\subset E\mathcal{H}$ は知られているので $E\mathcal{H}\subset$ $\mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{k})$ を示せばよい。 $E\mathcal{H}$

は $T$ の不変部分空間で $\sigma(T|_{E\mathcal{H}})=\{0\}$ となる。補題 4 より $T|_{E\mathcal{H}}$ も $(p, k)-$

quasihyponormal なので補題 3 より

$||$ (T $|_{E\mathcal{H}}$) $)^{k}||^{k}\leq||$ (T $|_{E\mathcal{H}}$)” $||^{k}$7 $((T|_{E7t})^{k})$ $=0$

となる。 よって
$(T|_{E\mathcal{H}})^{k}=Tk|7\{$ $=0$

であるから $E\mathcal{H}\subset \mathrm{k}\mathrm{e}\mathrm{r}(T^{k})$ となる。 口
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