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1 はじめに

実際の通信路には, ランダム誤りとバースト誤りが
混在して発生しているとみなせるものが多い. この

ようなランダム誤り (長さ 1 のバースト誤り) を含む
様々な長さをもつバースト誤りの任意の組合せを複合
誤りという. ランダ\Delta 誤り訂正におけるハミング距離

(重み) に代わって様々なバーストの組合わせを同時に
取り扱うための尺度として導入された Gabidulin[l]
の組合せ距離の一般化である複合距離 (重み) [2], [3],

[4] に基づいて, 複合誤り訂正符号が導入されている.
これらの符号の性能評価を行うためには複合重み

を効率的に計算する必要がある. そこで, まず, トレ
リスに基づいて任意の語に対する複合重みの計算法

を与える. 次に, ハミング重みに関して和田山等 [5]
が提案したコセット追加法を複合重みに関して拡張
することを考える. つまり, シンドロームトレリスと
重み計算トレリスの直積である 3 次元トレリスによ
り, コセット代表元とその重みを計算するアルゴリズ
ムを提案する. このアルゴリズムを用いてコセット

追加を行うことにより複合誤り訂正能力は変えすに

符号化率を上けることがてきる. また, この方法の適

用結果として得られた良い複合誤り訂正符号のいく
つかの例を示す.

最後に, 複合誤り訂正符号の復号法について述べ
る. これまでに, これらの符号に対する復号法として
順序型限界距離復号法 [3] や Step-by-step 復号法 [4]
が与えられていた. 前者は, 代数的な複合誤り訂正符
号の特別なクラスについて代数的な復号法を与えて
いる. 後者は, コセット代表元とその重みの表を利用
し, 辞書順にバースト誤りを段階的に取り除く方法
であり, その計算量は指数的である. 本研究では, コ

セット代表元計算アルゴリズムにおける 3 次元トレ
リス上の重み計算を距離計算となるように辺と重み
を修正することにより, 任意の複合誤り訂正符号に対
する復号法を提案する.

以下に, 本論分の構成を示す. 2 節では, 準備とし
て複合誤り訂正符号に対する基本的な概念と定義を
与える. 3 節ではトレリスに基づいた複合重みの計算
アルゴリズムを与え, 4 節では複合誤り訂正符号に対
する符号追加アルゴリズムを提案し, アルゴリズムに
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より得られた良い符号の例を示す. 最後に, 任意の複
合誤り訂正符号に対する復号法を提案する.

2 準備

複合距離・重みの定義は [4] とほぼ同じものを取り
扱う. 以下に概略を示す, 有限体 $F_{q}$ 上の線形符号
$C$ を考え, 符号長 $n$ に対して, $N:=\{1,2, \cdots, n\}$ と

する.

バースト長の集合 $B:=\{b_{1}, \cdots, b_{m}\}\subset N$ とバー

スト重みの集合� $:=\{\pi_{1}, \cdots, \pi_{m}\}$ の組を仮定する.
ここて, 自然数 $b_{1},$

$\cdots,$
$b_{m}$ と正実数 $\pi_{1},$ $\cdots,$ $\pi_{m}$ は以

下の条件を満たす,

$b_{1}=1$ $<$ $b_{2}$ $<$ . . . $<$ $b_{m}$

$\pi_{1}=1$ $<$ $\pi_{2}$ $<$ . . . $<$ $\pi_{m}$

$-b_{1}\pi\lrcorner.(=1)$ $>$ $\frac{\pi}{b}A2$ $>$ . . . $>$ $A\pi b_{m}$$>$

さら {こ, $b_{0}:=0,$ $\pi_{0}:=0$ とする.

任意のベクトノレ $\underline{v}=(v_{i})_{1\leq:\leq n}\in F_{q}^{n}$ に対し, バー
ストの始点と終点は, $\mathrm{i}\mathrm{n}(\underline{v}):=\min\{i\in N|v:\neq 0\}$ ,
$\mathrm{f}\mathrm{n}(\underline{v}):=\max\{i\in N|v_{i}\neq 0\}$ , そのバースト長は
$\mathrm{b}1(\underline{v}):=\mathrm{f}\mathrm{n}(\underline{v})-\mathrm{i}\mathrm{n}(\underline{v})+1$ と定義される.

$\circ b_{i}$-バースト (burst) $\underline{d}$ :
バースト長が $b_{:-1}<\mathrm{b}1(\underline{d})\leq b_{i}$ であり, 重み
が $\mathrm{w}(\underline{d}):=\pi_{i},$ $1\leq i\leq m$ を満たす語 $\underline{d}:=$

$(d_{i})_{1\leq i\leq n}\in F_{q}^{n}$ .
(単に, $b_{i}$-バーストをバーストど呼ぶ. ). $b_{i}$ -バースト $\underline{d}$ の被覆 :
集合 $\mathrm{S}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\underline{d}):=$ {$j\in N|$ in(-d) $\leq j\leq l$ },

$l:=\{$ $n\mathrm{i}\mathrm{n}(\underline{d})+b_{i}-1$

if $\mathrm{i}\mathrm{n}(\underline{d})<n-b_{i}+1$ ,
otherwise.

・語 $\underline{v}$ の被覆 (cover) :
$\underline{v}=\sum_{i=1}^{s}\underline{d}_{\dot{l} }$かつ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\underline{d}_{i})\cap \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}(\underline{d}_{j})=\emptyset$,
$i\neq j$ を満たすバースト $\underline{d}_{1},$ $\cdots,\underline{d}_{s}$ の集合 $c=$

$\{\underline{d}_{1}, \cdots,\underline{d}_{s}\}$ . $\underline{v}$ に対して取り得るすべての被覆
の集合を $\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}_{v}$ と記述する.

・語 $\underline{v}$ の被覆 $c:=\{\underline{d}_{1}, \cdots,\underline{d}_{s}\}$ の重み:
$\mathrm{w}(c):=\sum_{=1}^{s}.\cdot \mathrm{w}(\underline{d}_{1}.)$ ;

. $\underline{v}$ の複合重み (単に重み):
$\mathrm{w}(\underline{v}):=\min\{\mathrm{w}(c)|c\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}_{\underline{v}}\}$;

・符号 $C$ の最小 (複合) 重み:
$\mathrm{w}(C):=\min\{\mathrm{w}(\underline{u})|\underline{u}\in C,\underline{u}-\overline{\tau}^{\mathit{1}}0\}$;. 2 つの語 $\underline{u},\underline{v}$ $\in F_{q}^{n}$ の複合距離 (単に距離):
$\mathrm{d}(\underline{u},\underline{v}):=\mathrm{w}(\underline{u}-\underline{v})$;

・符号 $C$ の最小 (複合) 距離:
$\mathrm{d}(C):=\min\{\mathrm{d}(\underline{u},\underline{v})|\underline{u},\underline{v}\in C,\underline{u}\underline{v}\}\overline{r}^{\angle}$ ;

任意の線形符号の最小距離と最小重みは等しく, 最
小距離 $\delta:=\mathrm{d}(C)$ をもつ符号 $C$ は $\frac{\delta}{2}$ より小さい重

みを持つ任意の複合誤りを訂正できる [2], [3]. 最小
距離 $\delta$ は $B_{\mathrm{I}}\text{�}$ に依存するため, 符号の複合誤り訂正
能力, 特に, 最小複合距離 $\delta$ は, $B$ と�に依存する.

これらが固定された上で, 訂正可能な誤りパターンは
最小複合距離 $\delta$ によって一意に決まる.

$\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\downarrow 1B=\{1,3,7\},$ $\text{�}=\{1.0,1.8,3.5\},$ $\delta=10.0$

ならば, 重みが 50 より小さな複合誤リパターンの
中で極大なものは, $3\cross 1b+1\cross 3b$ (複合重み 48),
1 $\cross 1b+1\cross 7b$ (複合重み 45) の 2 種類となり, 2 $\mathrm{x}$

$1b+1\cross 2b$ や 1 $\cross 1b+1\cross 5b$ などのより小さな重

みをもつ残りのすべてのパターンは訂正可能である.
ここで, $3\cross 1b+1\mathrm{x}3b$ は, 3 個のランダム誤り (長
さ 1 のバースト誤り) と 1 個の長さ 3 のパースト誤
りを表している.

最終的な符号の複合誤り訂正能力は ($B$ と�を前

提とした上で) 最小複合距離によって定まる. 同じ符
号でも, $B$ と�の設定により訂正能力が異なること
があり, 本論文では, $B$ と�の値は試みのものに設
定し, それを前提として符号毎に定まる最小複合距離
を算出している. 実際には, 与えられた通信路に最も
適合する $B$ と�の値を採用すべきてあるがそれを

適切に決定する問題は, 符号の選択とも絡んて, 難し
い面を含んており, 本論分では取り扱わないことに
する.

本論分の残りの部分では, 2 元線形符号 $C$ , すなわ
ち, 2 元体 $F_{2}=\{0,1\}$ 上ての $F_{2}^{n}$ の線形部分空間を
考えることにする. $k,$ $d,$ $\delta$ を次元, 最小ハミング距
離, 最小複合距離とする. このとき, $C$ を $[n, k, d, \delta]$

あるいは, より詳細 [こ $[n, k, d, \delta]_{B,\Pi}$ と表記する.
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3 重み計算

複合誤り訂正符号を取り扱う上で, 任意の符号語の
高速重み計算は必要不可欠である.

$\underline{\mathrm{P}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{b}\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{m}}$ :(重み計算)

Given $\underline{v}=(v_{1}, \cdots,v_{n})\in F_{2}^{n}$ ;

Find
$\mathrm{w}(\underline{v}):=\min_{c\in \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{v}_{\underline{v}}}\sum_{\underline{d}_{j}\in \mathrm{c}}\mathrm{w}(\underline{d}_{j})$

;

この問題に対して, トレリスに基づいた任意の語 $\underline{v}\in$

$F_{2}^{n}$ に対する重み計算アルゴリズムを提案する.
各時刻 $t,$ $1\leq t\leq n$ において, $M=( \sum_{\dot{\iota}=1}^{m}b_{i})+1$

個の状態 $S_{ij},$ $j=1,$ $\cdots,$
$b_{i},$ $i=0,$ $\cdots,$ $m$ を考える.

ここで, 時刻 $t$ は語 $\underline{v}=(v_{1}, \cdots,v_{n})$ の t-番目の元

$v_{t}$ と対応している. 各ち $1\leq t\leq n$ に対して, 状態
$S_{00}$ と状態 $S_{\dot{l}j},$ $j=1,$ $\cdots,$ $b:,$ $i=1,$ $\cdots,m$ はバース

ト誤りなし, $b_{\dot{l}}$-バーストの j-番目の位置を表してい
る. このトレリスは各時亥$I\mathrm{J}$ $t$ , $1\leq t\leq n$ において, 各
状態に対応する $M$ 個の頂点 $V_{\dot{\iota}j}^{t}$ をもつ. ただし, 時
刻 $t=0$ においては状態 $S00$ に対応する 1 つの頂点

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ のみである. さらに, これらの頂点に付け加えて
時刻 $t-1$ の頂点から時刻 $t$ の頂点を結ぶ以下のよ

うな辺をもつ.

(i) $j=b:,$ $0\leq i\leq m$

(a) $(V_{ij}^{t-1}, V_{00}^{t})$ if $v_{t}=0$ ,
(b) $(V_{j}^{t-1}.\cdot, V_{k1}^{t})$ , $1\leq k\leq m$ if $v_{t}\leq 0\overline{7}$ ,

(ii) $1\leq j<b_{i},$ $1\leq i\leq m$

$(V_{ij}^{t-1}, V_{\dot{\iota},\mathrm{j}+1}^{t})$ .
(i-a) の辺はバースト外にあるといい, (i-b), (ii) の辺
は $b_{i}$-バースト内にあるという. バーストではない辺

の重みは 0 てあり, $b_{i}$-バースト内の辺の重みは $\pi_{i}/b_{:}$

である.

次に, 任意の被覆の重みを計算しやすくするため
に, 時刻 n+b。までトレリスを拡張する. ここて,
$n<t\leq n+b_{m}$ に対して, $v_{t}=0$ とし, 対応する辺
は以下の通りとなる:

(i) $(V_{i\mathrm{j}}^{t-1}, V_{00}^{t})$ , $j=b:,$ $0\leq i\leq m$

(ii) $(V_{j}^{t-1}.\cdot, V_{\dot{\iota},j+1}^{t})$ , $1\leq j<b_{\dot{\iota}},$ $1\leq i\leq m$ .

$t=n+b_{m}$ [こおいては, 時刻 $t=0$ と同様に 1 つの
頂点 $V_{00}^{n+b_{m}}$ となる.

与えられた語 $\underline{v}$ に対して, 以下のアルゴリズムは
{?}に関して再帰的に時刻 0 における状態 $S_{00}$ から時

刻 $t$ における状態 $S_{j}\dot{.}$ までの取り得るすべてのパス

に含まれる辺の重み総和の最小値である $w$ ( $t$ ,的) を

計算する. 最終的に, 語 $\underline{v}$ の重み $\mathrm{w}(\underline{v})$ が得られる.

アルゴリズ $\text{ム}$ 1(重み計算)

Input $\underline{v}=(v:)_{1\leq:\leq n}$ .

Output $\mathrm{w}(\underline{v})(=w(n+b_{m},0,0))$ .

Step 1Set $w(0,0,0):=0,$ $w(t,i,j):=\infty$

for $1\leq j\leq b_{:},$ $1\leq i\leq m,$ $0\leq t\leq n+b_{m}$ ;
$v::=0$ for $n<i\leq n+b_{m}$ ; $t:=1$ ;

Step 2Calculate

$w(t,i,j)$

$:=\{$

$\min_{0\leq k\leq m}\{w(t-1, k, b_{k})\}$

$\mathrm{i}\mathrm{f}(v_{t}=0,i=0,j=0)$ ,
$\min_{0\leq k\leq m}\{w(t-1, k, b_{k})\}+\pi_{\dot{\iota}}/b$ :

$\mathrm{i}\mathrm{f}(v_{t}0\overline{7}^{\underline{\angle}}, i\neq 0,j=1)$ ,
$w(t-1,i,j-1)+\pi:/b_{:}$ if(i $\overline{7}0,i\leq\overline{\tau}^{\angle}- 1$ ).

Step 3If $t=n+b_{m}$ , then stop else $t:=t+1$
and go to Step 2.

各時刻における状態数は $M$ てあり, 各状態に対して
高々 $m$ 回の加算, 比較が必要となるのて, 上記のアル
ゴリズムの計算量は $O(nmM)$ となる.

例 2 バースト長集合を $B=\{1,3\}$ , バースト重
み集合を II $=$ {1, 1.5} と仮定する. 語 $\underline{v}$ $=$

$(1,0,1,1,0,1,1)\in F_{2}^{7}$ に対して, アルゴリズムを適
用する. 図 1 には, これらの条件に対応するトレリス

が示されており, 図 2 には, 重み $\mathrm{w}(\underline{v})$ をもつ最小パ

スが他の生き残りパスと共に示されている. アルゴ

リズム 1 により, 語 $\underline{v}$ の重みは 40 と分かる. 図 1, 2
において, 点線は 0, 実線は 1, 鎖線は 0, 1 を表して
いる.

例 3 $B$ と�の様々な選択に対して, 我々は以下に示
す生成多項式 [7] により定義される短縮巡回符号 $C$

の最小距離 $\delta=\mathrm{d}(C)$ を計算し, 各符号の性能を調査
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$\mathrm{s}_{\infty}$

$\mathrm{s},$ ,

$\mathrm{s}_{2\prime}$

$\mathrm{S}_{\mathrm{a}}$

$\mathrm{S}_{\mathrm{a}}$

図 1: $\underline{v}$ の重み計算トレリス

$\mathrm{s}_{\infty}$

$\mathrm{s},$ ,

$\mathrm{S}_{\mathrm{a}}$ ,

$\mathrm{S}_{\mathrm{a}}$

$\mathrm{S}_{\mathrm{a}}$

図 2: $\mathrm{w}(\underline{v})$ に対応する生き残りパス

T6.

$g_{1}=x^{13}+x^{11}+x^{8}+x^{7}+x^{6}+x^{3}+1$ ,
$g_{2}=x^{13}+x^{12}+x^{11}+x^{10}+x^{7}+x^{6}+x^{5}+x^{4}+x^{2}+1$ ,
$g_{3}=x^{14}+x^{12}+x^{11}+x^{9}+x^{8}+x^{7}+x^{6}+x^{4}+x^{2}+1$ ,

$g_{4}=x^{16}+x^{13}+x^{11}+x^{8}+x^{6}+x^{4}+x^{3}+1$ ,
$g_{5}=x^{17}+x^{16}+x^{13}+x^{12}+x^{10}+x^{8}+x^{7}+x^{5}+x^{2}+1$ ,
$g_{6}=x^{17}+x^{13}+x^{10}+x^{7}+x^{3}+x^{2}+x+1$ ,

$g_{7}=x^{18}+x^{17}+x^{13}+x^{12}+x^{11}+x^{10}+x^{9}+x^{8}+x^{5}+1$.

各 $B$ と垣の組に対して, 符号長 $n=27$ で生成多
項式 $g$ をもつこれらの符号の最小距離 $\delta$ と追加複合
誤り訂正パターンを表 3 に示す. ここで, 追加複合誤
り訂正パターンとは普通のランダ\Delta 訂正以外に複合
誤りパターンとして訂正できる誤りのパターンを意
味する. 例えば, $(1\cross 5b, 1\mathrm{x}1b+1\cross 2b)$ はこの符号
が 1 個の 5-バースト誤り, あるいは, 1 個の 1-バース

ト誤り (ランダム誤り) と 1 個の 2-バースト誤りの組
合せがさらに訂正できることを示している.

例 4(列置換) $B:=\{1,3,7\},$ $\mathrm{I}\mathrm{I}:=\{1.0,1.8,3.5\}$ と

する. 以下の生成行列 $G$ により定義される [27, 9, 10]

表 1: 各巡回符号の複合誤り訂正能力 (符号長 $n=27$,
$d$ : 最小ハミング距離)

$k$ $dg$ $B$ II $\delta$ Extra
14 5 $g_{1}\{1,5\}$ {1.0, 2.0} 5.0 $1\cross 5b$

14 6 $g_{2}\{1,6\}$ {1.0, 2.9} 5.9 $1\cross 6b$

13 6 $g_{3}\{1,6\}$ {1.0, 2.9} 5.9 $1\cross 6b$

13 6 $g_{3}\{1,2,5\}\{1.0,1.9,2.9\}5.91\cross 5b$ ,
$1\mathrm{x}1b+1\cross 2b$

$11$ $6g_{4}\{1,7\}$ {1.0, 2.9} 5.91 $\mathrm{x}7b$

10 8 $g_{5}\{1,7\}$ {1.0, 3.9} 7.9 $1\cross 7b$

10 8 $g_{5}\{1,2\}$ {1.0, 1.9} 7.8 $2\cross 2b$

10 896 {1, 7} {1.0, 3.9} 7.9 $1\cross 7b$

10 896 {1, 2} {1.0, 1.9} 7.8 $2\cross 2b$

98 $g_{7}\{1,8\}$ {1.0, 3.9} 7.91 $\mathrm{x}8b$

準巡回符号 $C[8]$ は最小距離 $\delta=7.1$ をもつ.

$G=\{\begin{array}{l}100000000100010010111001011010000000010001001111\mathrm{l}00101001000000101000100111110010000100000010100010011111001000010000001010001101111\mathrm{l}00000001000100101000010111110000000100010010100001011111000000010001001010100101111000000001000100101110010111\end{array}\}$

$G$ の列置換によって得られる生成行列 $G’$ により定
義される線形符号 $C’$ は最小距離 $\delta=7.3$ をもつ (最
小ハミング距離は変化せす, $d=10$ てある). 従って,
符号 $C’$ の訂正可能な誤リパターンは $3\cross 1b,$ $2\cross 3b$ ,
$1\cross 7b$ となる.

$G’=\{\begin{array}{l}11000000010000100010110110100000010100010000011111011000000000111100011000110110001000001100011110010110000000100010100100110\alpha \mathrm{l}10100101000010111100001100001001010000001100000101110100101001010000101001001001100001110000100110000000110111001100\end{array}\}$
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このように, 生成行列の列置換は符号の最小距離を増
すことができる. $G$ の列置換は数多く存在するので,
最も大きな最小距離 $\delta$ を与える最良な置換をみつけ

ることは一般に困難である.

次の節では, 与えられた符号に対してコセット追加
によって良い符号を構成する方法について考える.

4 コセット追加と最小距離の計算

この節では, コセット追加により与えられた符号
から複合誤り訂正能力は変えすにより高い符号化率
もつ符号を構成する方法について議論する. この方
法はランダム誤り訂正符号に対する方法 [5] を拡張
したものである. $C$ は検査行列 $H=[\underline{h}_{1}, \cdots,\underline{h}_{n}]$

によって定義される最小距離 $\delta$ をもつ複合誤り訂

正符号とする. ここで, $C$ は単に $[n, k, \delta]$ B,。 と表

記する. 任意の $\underline{v}\in F_{2}^{n}$ に対して, $C$ のコセットは
$C_{\underline{v}}:=\{\underline{v}+\underline{c}|\underline{c}\in C\}$ であり, そのコセット代表元
はその重み $\mathrm{w}(\underline{w})$ が $C_{\underline{v}}$ の中で最小となる元 $\underline{w}\in C_{\underline{v}}$

である.

任意のコセット代表元 $\underline{v}\not\in c$ に対して, $\underline{v}$ を追加し

た符号 $C’$ は $C’:=C\cup C_{\underline{v}}$ と定義される. この $C$ か

ら $C’$ を生成する手続きはコセット追加と呼ばれる.
この手続きは重み $\mathrm{w}(\underline{v})\geq\delta$ をもつコセット代表元

$\underline{v}\not\in C’$ がなくなるまで適用可能てある. $s$ 回コセット

追加を行えば, $[n, k, \delta]_{B,\Pi}$ 符号 $C$ は $[n, k+s, \delta]_{B,\Pi}$

となることが以下の補題により示される.

補題 1 $\underline{v}$
$\not\in$ $C$ を $C_{\underline{v}}$ のコセット代表元とする.

$\mathrm{w}(\underline{v})\geq\delta$ ならぱ, コセット追加符号 $C’:=C\cup C_{\underline{v}}$ は

$[n, k+1, \delta]$B,�符号である.

和田山等 [5] は与えられた検査行列 $H$ によって

(通常のランダム誤り訂正符号として) 定義される線
形符号 $C$ のすべてのコセットの代表元を見つけるた
めにシンドロー\Delta トレリスを用いている. そこて, コ

セット代表元を計算するために, シンドロームトレリ
スと 3 節て述べた複合重み計算トレリスの直積であ
る 3 次元トレリスを考える. これはシンドロームト

レリスに任意の $\underline{v}\in F_{2}^{n}$ に対して, $\mathrm{w}(\underline{v})$ を計算する

ためのトレリスを組合わせることにより得られる.

このトレリスには, 各時刻 $t,$ $1\leq t\leq n$ において状

態 $s_{\underline{\sigma}\dot{\iota}j}$ を表す $M\cross 2^{n-k}$ 個の頂点 $V_{\underline{\sigma}\dot{\iota}j}^{t},$
$\underline{\sigma}\in F_{2}^{\mathfrak{n}-k}$ ,

$1\leq j\leq b_{i},$ $0\leq i\leq m$ が存在する. また, 各 $t$ ,
$1\leq t\leq n$ に対して, 状態 $s_{\underline{\sigma}00}^{t}$ と $S_{\underline{\sigma}ij}^{t},$

$\mathrm{a}\in F_{2}^{n-k}$ ,
$1\leq j\leq b_{i},$ $1\leq i\leq m$ はバースト誤りなし, bi-バー
ストの $j$-番目の位置を意味している. これらの頂点

$V_{\underline{\sigma}ij}^{t}$ は, シンドロー $\text{ム}\underline{\sigma}=(\underline{v}’|0^{n-t})H^{T},$ $\underline{v}^{\mathrm{I}}$ $\in F_{2}^{t}$

をもち, $t$ まての部分列が $\underline{v}^{l}$ に一致する任意のパス
$\underline{v}\in F_{2}^{n}$ に含まれる. ここて, $0^{l}$ は長さ $l$ の 0 のベク
トルを表すものとし, 演算子 $|$ は 2 つの系列の連結
を表している. このトレリスは時刻 $t-1$ の頂点から

時刻 $t$ の頂点への辺をもち, その重みは以下の通りで
ある.

(i) $j=b:,$ $0\leq i\leq m$

(a) $(V_{\underline{\sigma}ij}^{t-1}, V_{\underline{\sigma}00}^{t})$ ,
(b) $(V_{\underline{\sigma}ij}^{t-1}, V_{\underline{\sigma}+\underline{h}_{l},k,1}^{t})$,

(ii) $1\leq j<b_{i},$ $1\leq i\leq m$

(a) $(V_{\underline{\sigma}ij}^{t-1}, V_{\underline{\sigma}00}^{t})$ , 重み 0,
(b) $(V_{\underline{\sigma}ij}^{t-1}, V_{\underline{\sigma}+\underline{h}_{l},k,1}^{t})$, 重み $\pi\hat{b\dot{.}}$

. , $1\leq k\leq m$ ,
$1\leq j<b_{i},$ $1\leq i\leq m$

(a) $(V_{\underline{\sigma}-j}^{t-1}, V_{\underline{\sigma},i,j+1}^{t})$ , 重み $\frac{\pi}{b}ij$

’

(b) $(V_{\underline{\sigma}1j}^{t-1}., V_{\underline{\sigma}+\underline{h}_{t},:,j+1}^{t})$ , 重み $\frac{\pi}{b}\dot{.}$

. .

さらに, 3 節と同様に計算を容易にするために, 時刻

n+b。までトレリスを拡張する. ここで, $n<t\leq$

$n+b_{m}$ に対して対応する辺は以下の通りとなる:

(i) $(V_{\sigma*i}^{t-1}., V_{\sigma 00}^{t})$ , $\text{重み}0$ , $j=b:,$ $0\leq i\leq m$

(ii) (V-\sigma t誌 $V_{\underline{\sigma},i,j+1}^{l}$ ), 重み $\frac{\pi}{b}.\dot{\mathrm{A}}.$ , $1\leq j<b_{i},$ $1\leq i\leq m$ .

以下のアルゴリズムは, 3 次元トレリスにおい
て頂点 $V_{\underline{0}00}^{0}$ から $V_{\underline{\sigma}ij}^{t}$ への取り得る任意のパス
$P(t,\underline{\sigma},i,j)$ に含まれる辺の重みの和の中の最小値で
ある $w(t,\underline{\sigma}, i,j),$ $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$ を $t$ に関して再帰的に計
算する.

結果として, コセット代表元 $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}_{n}(P(n+b_{m}$ ,
$\underline{\sigma},$ $0,0))$ とその重み $w(n+b_{m},\underline{\sigma}, 0,0),$ $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$

が計算される. ここて, $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}_{n}(P)$ は系列 $P$ の長さ $n$

までを切り取った部分系列を表している.

アルゴリズム 2(コセット代表元探索)

Input $H=\llcorner h_{1},$ $\cdots,\underline{h}_{n}$].

Output $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}_{n}(P(n+b_{m},\underline{\sigma},0,0))$, $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$ ,
$w(n+b_{m},\underline{\sigma},0,0)$ , $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$ .

Step 1Set $w(0,\underline{0},0,0):=0,$ $w(t,\underline{\sigma},i,j):=\mathrm{o}\mathrm{o}$

for $0\leq t\leq n+b_{m},$ $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$ ,
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$1\leq j\leq b_{i},$ $1\leq i\leq m$ ;
$P(0,\underline{\sigma},0,0):=\emptyset$ for $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$ ; $t:=1$ ;

Step 2Calculate

$w(t,\underline{\sigma}, i,j)$ (1)

$:=\{$

1: $(i=0,j=0)$

$2 \cdot.(i_{\overline{\Gamma}}0,j=1)\min_{0\leq k\leq m_{\angle}}\{w(t-1,\underline{\sigma}, k, b_{k})\}$

;

$3 \cdot.(i_{\Gamma}^{z}0,j_{\Gamma}^{A}1)\min_{0\leq k\leq m}\{w(t-1,\underline{\sigma}-\underline{h}_{t}, k, b_{k})\}+\pi:/b_{\dot{l}}$

;

$\min_{x\in\{0,1\}}\{w(t-1,\underline{\sigma}-x\cdot\underline{h}_{t}, i,j-1)\}$

$+\pi_{i}/b_{i;}$

$i’$ $:=$
$\arg\min_{0\leq k\leq m}\{w(t-1,\underline{\sigma}, k, b_{k})\}$ ;

$i”$ $:=$
$\arg\min_{0\leq k\leq m}\{w(t-1,\underline{\sigma}-\underline{h}_{t},k, b_{k})\}$ ;

$w_{0}$ $:=$ $w(t-1,\underline{\sigma},i,j-1)$ ;
$w_{1}$ $:=$ $w(t-1,\underline{\sigma}-\underline{h}_{t},i,j-1)$ ;

$P(t,\underline{\sigma},i,j)$ (2)

$:=\{$

1: $(i=0,j=0)$
$P(t-1,\underline{\sigma}, i’, b:’)|0$ ;
2: $(i\neq 0,j=1)$

$P(t-1,\underline{\sigma}-\underline{h} i’’, bt,:\prime\prime)|1$ ;
3 : $(i\overline{\tau}^{\underline{\angle}}0,j\neq 1)$

$P(t-1,\underline{\sigma}, i,j-1)|0$ ; $\mathrm{i}\mathrm{f}(w_{0}\leq w_{1})$ ,
$P(t-1,\underline{\sigma}-\underline{h}_{t},i,j-1)|1;\mathrm{i}\mathrm{f}(w_{0}>w_{1})$.

Step 3 If $t<n+b_{m}$ , then $t:=t+1$ and go to
Step 2.

Step 4Output acoset leader $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}_{n}(P(n+$

$b_{m},\underline{\sigma},$ $0,0))$ and $w(n+b_{m},\underline{\sigma},0,0),$ $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$ .

一般に最小重みをもつパスは複数存在するが, アルゴ
リズムにおいては単純に最初にみっけたパスを選択
することにする.

このアルゴリズムの計算量は $O(2^{n-k}nmM)$ とな

る. アルゴリズム 2 を用いて, 複合誤り訂正符号を生
成するためのコセット追加アルゴリズ $\text{ム}$を与えるこ
とがてきる.

アルゴリズ $\text{ム}$ 3(コセット追加)

Input Agenerator matrix $G^{(0)}$ of the code $C$ .

Output Agenerator matrix $G^{(i)}$ of the new code
$C^{(i)}$ .

Step 1Set $i:=0$ .

Step 2Calculate the check matrix $H^{(:)}$ from $G^{(\dot{\iota})}$ .

Step 3Find aheaviest coset leader $\underline{v}^{*}$ by apply-
$\mathrm{i}\dot{\mathrm{n}}\mathrm{g}$ Algorithm 2for $H^{(:)}$ .

Step 4If $\mathrm{w}(\underline{v}^{*})\geq\delta$ then $i:=i+1$,

$G^{(i)}:=\{\begin{array}{l}G^{(-1)}\dot{l}\underline{v}^{*}\end{array}\}$

and go to Step 3else stop.

次にアルゴリズ $\text{ム}$ 2 を修正し, コセット重み計算
と同時に符号 $C$ の最小距離を求める方法を提案する.
シンドローム $\mathit{1}=\underline{0}$ をもつコセットはちょうと符
号 $C$ となる. $w(t,\underline{0},0,0)=0,0\leq t\leq n+b_{m}$ は

$\underline{v}=\underline{0}\in c$ に対応する.

一方, 各時刻 $t$ において非零語 $\underline{v}\in F_{2}^{t}\backslash \{0^{t}\}$ に対し

て, $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}_{n}(\underline{v}|0^{n+b_{m}-t})H^{T}=\underline{0}$を満たし, 状態 $s_{\underline{0}kb_{k}}$ ,
$0\leq k\leq m$ を通る任意のパスの重みの最小値 $\mathrm{m}\mathrm{w}(t)$

は $\mathrm{m}\mathrm{w}(t-1)$ あるいは $\min_{1\leq k\leq m}\{w(t,\underline{0}, k, b_{k})\},$ $0\leq$

$t\leq n+b_{m}$ , として得られる.
ここ $\text{で}$

. 前の値 $\mathrm{m}\mathrm{w}(t$ –1$)$ は

$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}_{n}(\underline{w}|0^{n+b_{m}-t+1})H^{T}$ $=$ $\underline{0}$ を満たし, 重み
$\mathrm{m}\mathrm{w}(t-1)$ をもつ非零語 $\underline{w}\in F_{2}^{t-1}\backslash \{0^{t-1}\}$ に対

応し, 全零のパス $0^{t}$ のみしか存在しない場合には
$\mathrm{m}\mathrm{w}(t):=\infty$ である.

このように, アルゴリズム 2 と同じ計算量
$O(2^{n-k}nmM)$ でコセット代表元の計算と同時に最
小距離 $\delta=mw(n+b_{m})$ を計算する以下のアルゴリ
ズムを与えることが出来る.

アルゴリズム 4(最小距離計算)

Input $H=[\underline{h}_{1}, \cdots,\underline{h}_{n}]$ .

Output The minimum distance $\delta=\mathrm{m}\mathrm{w}(n+b_{m})$ .

Step 1Set $w(0,\underline{0},0,0):=0,$ $w(t,\underline{\sigma},i,j):=0\mathrm{O}$

for $1\leq t\leq n+b_{m},$ $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$ ,
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$1\leq j\leq b_{i},$ $1\leq i\leq m$ ;
$P(0,\underline{\sigma}, 0,0):=\emptyset$ for $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$ ;
$\mathrm{m}\mathrm{w}(0):=\infty$ ; $t:=1$ ;

Step 2Calculate (1), (2) as in Step 2of AlgO-
rithm 2and

$\mathrm{m}\mathrm{w}(t):=\min\{\mathrm{m}\mathrm{w}(t-1),\min_{1\leq k\leq m}\{w(t,\underline{0}, k, b_{k})\}\}$

Step 3If $t<n+b_{m}$ , then $t:=t+1$ and go to
Step 2.

Step 4Output $\mathrm{m}\mathrm{w}(n+b_{m})$ .

コセット追加の表記を少し一般化する. ます, 与え
られた複合誤り訂正符号 $C$ の最小距離 $\delta$ 以下の定数

$\delta’$ を決める. このとき, $w(\underline{v})\geq\delta’$ を満たす任童のコ

セット代表元 $\underline{v}\not\in C$ に対し, 符号 $C’:=C\cup C_{\underline{v}}$ を得

ることが出来る. ここて, $C_{\underline{v}}$ は $\underline{v}$ を含むコセットで

ある. 明らかに符号 $C’$ の最小距離 $\geq\delta’$ てある. こ

のような構成を設計距離 $\delta’$ によるコセット追加と呼

ぶ. これにより, 複合誤り訂正能力を多少犠牲にする
が, より大きな符号化率を得ることができ, よい符号
が見つかる可能性が高まると考えられる.

例 5 コセット追加により得られたいくつかの複合
誤り訂正符号を表 2 に示す、 元の符号として符号長
$n=27$ の巡回符号を用いている. 表中の $\delta’$ は設計

距離であり, $k’$ は新しく得られた符号の次元である.
表 2 のコセット追加符号と他の巡回符号を比較した

表 2: 巡回符号とそのコセット追加符号 (符号長 $n=$

結果を表 3 にまとめる. 符号長 $n=27$ とバースト

長集合 $B$ が同じ場合 (バースト重み集合垣は異なる
場合がある) について, これらの符号の訂正可能な

複合誤りパターンを示した. 結果として, 表 3 の符号
は符号率, あるいは, 複合誤り訂正能力において優れ
ていることが分かる.

{1, 2, 6} 12 $1\cross 1b+1$ $\mathrm{x}$ $2b$ ,
$1\cross 6b$

12 $2\cross 1b$

{1, 2, 6} 11 3 $\cross 1b$ , $2\cross 2b$ ,
1 $\mathrm{x}$ $6b$

11 1 $\mathrm{x}$ $1b+1$ $\mathrm{x}$ $2b$ ,
$1\cross 6b$

{1, 3, 5} 10 $3\cross 1b$ , $1\cross 1b+$

$1$ $\mathrm{x}$ $3b$ , 1 $\mathrm{x}$ $5b$

10 $3\cross 1b$ , 1 $\mathrm{x}$ $5b$

表 3: コセット追加符号とその性能 (符号長 $n=27$)

5 複号法

任意の複合誤り訂正符号 $C$ に対する複合アルゴリ
ズ $\text{ム}$を提案する. ここで, 符号 $C$ は検査行列 $H=$

$[\underline{h}_{1}, \cdots,\underline{h}_{n}]$ により定義され, 最小距離は $\delta$ てあると

する. さらに, $\underline{v}\in F_{2}^{n}$ を受信語とする.
コセット追加の場合と同様に, 各時刻 $t,$ $1\leq t\leq$

$n$ に対して, $M\cross 2^{n-k}$ 個の状態 $S_{\underline{\sigma}ij},$
$\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-\mathrm{k}}$ ,

$1\leq j\leq b_{\dot{l}},$ $0\leq i\leq m$ に対応する頂点 $V_{\underline{\sigma}\dot{l}j}^{t}$ をもつ 3
次元トレリスを考える. このトレリスは以下に定義

される時刻 $t-1$ の頂点から時刻 $t$ の頂点への辺とそ

の重みをもつ.

(i) $j=b_{\dot{l}},$ $0\leq i\leq m$

(a) $(V_{\sigma\cdot\dot{\mathrm{n}}}^{t-1}., V_{\sigma 00}^{t})$ , 重み 0,
$(V_{\underline{\sigma}\dot{\iota}j}^{t-1}, V_{\underline{\sigma}+\underline{h}_{\ell},k,1}^{t})$ , $\text{重み}\frac{\pi}{b}\mathrm{A}k$ , $1\leq k\leq m$ ,

(b) $(V_{\underline{\sigma}j}^{t-1}, V_{\underline{\sigma}+\underline{h}_{t},0,0}^{t})$ , $\text{重み}0$ ,
$(V_{\underline{\sigma}-j}^{t-1}, V_{\underline{\sigma}k1}^{t})$, 重み $-\pi[perp] b_{h}$ , $1\leq k\leq m$ ,

(ii) $1\leq j<b_{\mathrm{i}},$ $1\leq i\leq m$

$(V_{\underline{\sigma}i\mathrm{j}}^{t-1}, V_{\underline{\sigma},i,\mathrm{j}+1}^{t})$ , 重み $\pi\vec{b.\cdot}$

. ,
(V-\sigma t� l, $V_{\underline{\sigma}+\underline{h},:,j+1}^{t}$ ), 重み $\pi\hat{b.\cdot}$

. .

さらに, 3 節と同様に計算を容易にするため, 時刻
$n+b_{m}$ までトレリスを拡張する. ここで, $n<t\leq$

n+b。に対する辺は以下の通りてある:

(i) $(V_{\sigma*\dot{r}}^{t-1}., V_{\sigma 00}^{t})$ , $\text{重み}0$ , $j=b_{\dot{l}},$ $0\leq i\leq m$ ,
(ii) (V-\sigma t� l, $V_{\underline{\sigma}}^{t},:,j+1$ ), 重み $\pi\vec{b\dot{.}}$

. , $1\leq j<b:,$ $1\leq i\leq m$ .

以下のアルゴリズムは, 3次元トレリスにおいて頂
点 $V_{\underline{0}00}^{0}$ から $V_{\underline{\sigma}i\mathrm{j}}^{t}$ への任意のパス $P(t,\underline{\sigma},i,j)$ に含

まれる辺の重みの和の中の最小値である $w(t,\underline{\sigma},i,j)$ ,
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$\mathit{1}\in F_{2}^{n-k}$ を $t$ に関して再帰的に計算する. 最終的に,
受信語から最小距離にある符号語と $0^{b_{m}}$ を連結した
系列である $P(n+b_{m},\underline{0},0,0)$ を得る.

$\rho(x_{1}, x_{2})=\{$
0if $x_{1}=x_{2}$

1if $x_{1}\neq x_{2}$

とする.

アルゴリズ $\text{ム}$ 5(復号)

Input Check matrix: $H=\llcorner h_{1},$ $\cdots,\underline{h}_{n}$];
Areceived word: $\underline{v}=(v_{i})_{1\leq i\leq n}$ ;

Output $\underline{\hat{c}}=\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}_{n}(P(n+b_{m},\underline{0},0,0))$;

Step 1Initialization:
$\delta(0,\underline{0},0,0):=0,$ $\delta(t,\underline{\sigma},i,j):=\infty$

for $0\leq t\leq n+b_{m},$ $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n-k}$ ,
$1\leq j\leq b_{i},$ $1\leq i\leq m$ ;

$P(0,\underline{\sigma}, 0,0):=\emptyset$ for $\mathrm{a}\in F_{2}^{n-k}$ ;
$t:=1$ ;

Step 2 For $\underline{\sigma}\in F_{2}^{n},$ $1\leq j\leq b.\cdot,$ $0\leq i\leq m$ ,
caJculate the following values.

$\delta(t,\underline{\sigma}, i,j)$

$:=\{$

1: $(i=0,j=0)$
$\min\{\delta(t-1,\underline{\sigma}-\rho(0, v_{t})\cdot\underline{h}_{t}, k, b_{k})\}$ ;

$2\cdot.(i_{\overline{\tau}}\leq 0,j=1)0\leq k\leq m$

$\min_{0\leq k\leq m}\{\delta(t-1,\underline{\sigma}-\rho(1, v_{t})\cdot\underline{h}_{t}, k, b_{k})\}$

$+\pi_{i}/b_{i;}$

3 : $(i\overline{7}^{-}0\angle,j\neq 1)$

$\min_{x\in\{0,1\}}\{\delta(t-1,\underline{\sigma}-x\cdot\underline{h}_{t},i,j-1)\}$

$+\pi_{i}/b_{i}$ ;

$i’:= \arg\min_{0\leq k\leq m}$ { $\delta$ ($t-1$ ,cr-p(0, $v_{t}$ ) $\cdot\underline{h}_{t},$ $k,$ $b_{k}$ )};

$i”:= \arg\min_{0\leq k\leq m}\{\delta(t-1,\underline{\sigma}-\rho(1,v_{t})\cdot\underline{h}_{t}, k,b_{k})\}$;

$\delta_{0}:=\delta(t-1,\underline{\sigma},i,j-1)$ ;
$\delta_{1}:=\delta(t-1,\underline{\sigma}-\underline{h}_{t}, i,j-1)$ ;

$P(t,\underline{\sigma},i,j)$

$:=\{$

1: $(i=0,j=0)$
$P(t-1,\underline{\sigma}-\rho(0, v_{t})\cdot\underline{h}_{t}, i’, b_{i’})|0$;

2: $(i\neq 0,j=1)$

$P(t-1,\underline{\sigma}-\rho(1, v_{t})\cdot\underline{h}_{t}, i’’, b_{i’’})|1$ ;
3: $(iA0\tau^{-}’ j\overline{\tau}- 1\angle)$

$P(t-1,\underline{\sigma}, i,j-1)|0$ ; $\mathrm{i}\mathrm{f}(\delta_{0}\leq\delta_{1})$ ,
$P(t-1,\underline{\sigma}-\underline{h}_{t}, i,j-1)|1$ ; $\mathrm{i}\mathrm{f}(\delta_{0}>\delta_{1})$ .

Step 3If $t<n+b_{m}$ , then $t:=t+1$ and go to
Step 2.

Step 4Output the estimated codeword
$\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{c}_{n}(P(n+b_{m},\underline{0},0,0))$ .

各時刻 $t$ , l\leq t\leq n+b。において, $M\mathrm{x}2^{n-k}$ 個の

頂点に対して $m$ 回の比較と加算を行うので, 上記の
復号アルゴリズムの計算量は $O(2^{n-k}nmM)$ となる.

例 6 バースト長と重みを $B$ $=$ {1, 2, 6}, $\text{�}$ $=$

$\{1.0,1.4,3.0\}$ として得られる $[27, 11, 8, 6.2]_{B,\Pi}$ 符号
を考える. これは, [27, 9, 10] 準巡回符号からコセッ
ト追加により構成した符号 [6] であり, 訂正可能な誤

りパターンは, $(3\cross 1b, 2\cross 2b, 1\cross 6b)$ である. すな

わち, 3個のランダム誤り, 2 個の長さ 2 バースト誤
り, 1 個の長さ 6 バースト誤りが訂正可能てある. こ

れは, 通常のハミング距離に基づいた最小距離復号て
は, 3 ランダ\Delta 誤り訂正符号てあり, バースト誤り訂
正符号としては長さ 6 のバースト誤りを 1 つ訂正可
能である. 上記のアルゴリズ $\text{ム}$を用いて, ランダ\Delta 誤

り訂正符号, バースト誤り訂正符号, およひ, 複合誤
り訂正符号とみなして復号を行い, 複合誤り訂正の特
徴を調べる. 通信路として, 下記の Gilbed-Elliot通
信路を仮定する.

$p$ 状態 $G$ から状態 $B$ ^\emptyset 遷移確率

$q$ 状態 $B$ から状態 $G$ への遷移確率
$P_{B}$ 状態 $G$ における誤り発生率
$P_{G}$ 状態 $B$ における誤り発生率

表 4 に示された条件の下ての復号後のビット誤り
率のシミュレーション結果を表 5 に示す r どの条件

に対しても, ランダ\Delta 誤り訂正に比べ複合誤り訂正
のビット誤り率は 1/3程度になっており, その有効性
が示されている.
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$\text{図}3$:Gilbert-Elliot channel

表 4: シミュレーション条件

Type $p$ $q$ $P_{G}$ $P_{B}$ BER
A
$\mathrm{B}$

$\mathrm{C}$

0.0080 0.65 0.0001 0.90
0.0080 0.55 0.0001 0.80
0.0105 0.72 0.0003 0.75

0.011041
0.011569
0.011076

6 まとめ

複合誤り訂正符号の性能の調査に関連して, 4 つの
アルゴリズムを提案した. ます, 任意の語に対して複
合重みを計算する方法を示し, これを拡張することに

より, 与えられた複合誤り訂正符号に対して同じ最初
距離をもち, より高い符号化率をもつ良い符号を得る
ためのコセット追加アルゴリズ$\text{ム}$を与えた. さらに,
コセット代表元とその重みの計算と同時に最小距離
を計算する方法を与えた. 最後にコセット追加アル

ゴリズムを修正し, 任童の複合誤り訂正符号の復号法
を提案した. これらのアルゴリズムの適用の産物と

して, いくつかの良い複合誤り訂正符号を示した.

表 5: 復号シミュレーション結果
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A $\mathrm{B}$ $\mathrm{C}$

Random
Burst

Compound

0.000500 0.001056 0.000241
0.000519 0.000370 0.000315
0.000167 0.000241 0.000074


