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自動微分法とシンプレクティック積分法を用いた
グラフィックス描画法

独立行政法人通信総合研究所佐藤哲 (Tetsu R. Satoii)

Communications Research Laboratory

1 はじめに

「計算機による計算結果には, 人間が行う手計算

のように単純なミスは混入しないが, なんらかの誤

差が含まれる」 というのが昔からの計算機利用者の

認識であった. しかし近年では, 計算機による計算の

品質を高め, 信頼できる結果を出力するための研究

が盛んである. 本論文では, そのような研究の応用と 図 1: 曲がる光線により歪んだ映像が観測されるこ
して, 信頼できる数値計算法を利用したコンピュ– との概念図

タグラフィックス (CG) の描画手法を紹介する.
$\mathrm{C}\mathrm{G}$ の描画手法として古くから知られている光線

追跡法は, 曲進する光線も扱えるように拡張されて

いる. しかし, 曲進する光線の軌道を計算するため

の数値計算手法の精度について, 深く議論した研究

は少なかった. そこで本論文では, 光線の軌跡を表

す方程式としてハミルトンの正準方程式を採用する

ことで従来の非線形光線追跡法で用いられてきた多

くの方程式を統一的に扱い; 自動微分法により正準

方程式を自動的に導出し, シンプレクティック積分

法により信頼性のある正準方程式の解を求める手法

について述べる.

2 非線形光線追跡法によるコンピュータ
グラフイツクス

光線追跡法は, 視線と配置オブジェクトの交点を

線追跡法も, 概念的には古典的な光線追跡法と同様

であり, 以下のような処理で $\mathrm{C}\mathrm{G}$ を描画する.

(1) 観測者の視点の座標と視野スクリーンを設定

する. そして視野スクリーンの全ての画素に対

し, 以下の処理を繰り返す.

(1) 視点と画素を結ぶ視線ベクトルを構成し,

視線ベクトル方向に光線を発射する. そ

して光線がオブジェクトと交差するまて

光線を延ばす,

(2) オブジェクトと光線の交差点の色情報を,

画素に与える.

光線が曲がる場合, 観測者が観測している映像が歪

むことは次のように説明される. 図 1 のように, 右端

に観測者, 左端に宇宙の銀河が存在するとする. もし
検出し, 交点の配置オブジェクトの色を描画するこ

とで $\mathrm{C}\mathrm{G}$ を描画する手法である [1]. 通常, 光線は直

進すると仮定されているが, 非線形光線追跡法では

その仮定が取り払われている [2]. 物理法則を忠実に

計算し, 非線形な光線追跡法に基づき $\mathrm{C}\mathrm{G}$ を作成し

観測者と銀河の間にブラックホールのような重い天

体が存在すれば, 銀河から出た光は点線のような軌

道て観測者の視界に入る. しかし観測者は光線は図

中の実線のように直進してきたと認知するのて, 結

果的に中央のように銀河中心部の白い部分が大きく
た研究は, 重い天体により時空が歪む現象に対し適$\Gamma^{}.lJ\mathrm{t}\overline{\acute{J}}\overline{\iota}\mathrm{H}3\mathrm{i},$ $\mathrm{g}\mathrm{t}^{)}\mathrm{X}Wt_{}^{-}\mathrm{f}^{\gamma}$J $\mathrm{w}.\yen^{\mathrm{b}}.\acute{=}\mathrm{r}\overline{\mathrm{i}}n\backslash \cdot*\iota^{\backslash }.8^{\mathrm{f}}i\mathrm{R}\mathrm{a}\mathrm{e}\mathfrak{l}^{}.X\backslash \mathrm{I}\vee\dot{\mathrm{J}}\mathrm{E}$ 引き伸ばされた歪んだ光景を観測してしまう.
用されるものが代表的である [3] $[4][5][6]$ . 非線形光 $-*\mathrm{m}1\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}\backslash \prime x^{\backslash }*.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{1}^{\backslash }\mathrm{g}\mathfrak{W}\grave{\mathrm{x}}\star.k\mathrm{J}\mathrm{t}.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}W\acute,-\#\backslash .\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}_{1}^{\backslash }\mathrm{B}\mathfrak{W}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i}$ }$1$ .古典的な光線追跡法と非線形光線追跡法は, 光線
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の軌道を表す方程式が異なる. 古典的な光線追跡法

で使用する光線の軌道を表す方程式は, 直線である
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ので一次関数である:

$y=ax+b$ . $\cdot$

$\mathrm{r}$ . (1)

式 (1) をベクトルの媒介変数表示を用いて書き直す

と, 次のようになる :

$r=a+tv$ . (2)

式 (2) は, $a$ を基点として方向ベクトル $v$ の方向に 図 2: 古典的な光線追跡法

伸びる直線を表している. ところて式 (2) は, ベク

トルの各成分のみを書くことにすると, 次のように

表すことがてきる. $r=$ $(x_{1}, x2, x_{3})$ とすると ..........
$x_{i}=a_{1}$. $+tvi.$ (3)

そしてパラメータ $t$ で 2 回微分すると, 式 (3) の右

辺は $t$ を除いて定数なのて消えてしまい, 次式が得

られる.

$\frac{d^{2}x_{i}}{dt^{2}}=0$. (4)

これが直線の微分方程式である. 古典的光線追跡法
図 3: 非線形光線追跡法

は, 数学的には式 (4) を基礎として光線の軌跡を計

算する手法と言える.

ところで, 地球上では光線が直進しない物理現象

が多数存在する. 蚕気楼や陽炎のように温度差によっ

て媒質の屈折率が変化する場合が代表的な例て, その

場合は直線の方程式は次のように自然に拡張される.

$\frac{dn}{dt}\frac{d_{X_{1}}}{dt}$

.
$+n \frac{d^{2}x_{i}}{dt^{2}}=\frac{\partial n}{\partial_{X_{1}}}.$

’ (5)

ここで, $n$ は屈折率を表す関数である. 式 (5) は, 蚤

気楼の可視化に関連する文献 [7] や文献 [8] で用いら

れている式と形は違うが, 数学的には同等てある. 式

(5) において, もし屈折率が一様なら $n$ は定数であ

り, 式 (4) に帰着することが分かる.

通常の空間幾何学 (ユークリッド幾何学) を拡張

したものが非ユークリッド幾何学てあり, 代表的な

ものの一つがリーマン幾何学てある. そのリーマン

幾何学の中て, ユークリッド幾何学の直線に相当す

る概念は測地線と呼ばれ, 次式で表される [9].

$\frac{d^{2}x_{i}}{dt^{2}}$ 十 $\sum\Gamma_{k1}^{i}\frac{dx_{k}}{dt}$

.
$\frac{dx\iota}{dt}=0$ . (6)

$k,l$

ら $\Gamma_{kl}^{i}$ はゼロとなり, やはり式 (6) は式 (4) に帰着

し, 測地線が直線の歪んだ時空に対する自然な拡張

になっていることが分かる.

統一的なアプローチとしては, ハミルトンの正準

方程式 [10]

$\{$

$\frac{dp}{dt}$ $=$ $- \frac{\partial H}{\partial q}$

$\frac{dq}{dt}$ $=$ $\frac{\partial H}{\partial p}$

(7)

を用いることが考えられる. ここで, $q$ は位置座標

成分, $p$ は $q$ に対応した運動量である. $H$ はハミル

トニアンと呼ばれるスカラー関数である. このアプ

ローチでは, 式 (7) に対し適切はハミルトニアンを

与えることで, 式 (4) \sim 式 (6) を用いた場合と理

論的に同値な計算が可能てある.

光線とオブジェクトとの交差点の計算は, 古典的

な光線追跡法ては, 図 2 て示すように直線てある視

線とオブジェクトの交差点を, 代数方程式を解くこ

とにより求める. 一方, 非線形光線追跡法ては光線

の軌道が曲線になるのて, 図 3 て示すように局所的
ここて $\Gamma_{kl}^{1}$ はクリストッフエル記号と呼ばれ, 時空 に直線近似をし, その線分とオブジェクトの交差点

の歪み具合と関係している量てある. 時空が平坦な を, 代数方程式を解くことにより求める. 古典的な
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光線追跡法では光線一本に対し代数方程式を計算す

ればよいのに対し, 非線形光線追跡法では区分ごと

の計算が必要となるので, 非線形光線追跡法の方が

大幅に計算コストが高くなる.
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実装するためにはハミルトニアンを準備し, ハミル

トニアンを式 ( $7\rangle$ に従って偏微分した方程式を書き

下し, サブルーチンなどの形でプログラミングしな

図 4: 豐気楼が発生している状況て光線追跡を行っ
た場合のエネルギー値

ければならない. しかしそれては理論的には形式的

に統一的に扱えても, 実装としては別々に扱わなけ (7) の方程式が自動的に導かれる. 従って自動微分

ればならす, 真に統一的に扱えるとは言えない. そ 法により局所的な光線の軌道を計算する方程式が自

こて, 偏微分して方程式を書き下すという部分を自 動的に導出されることになる.

動化するための技術が自動微分法 [11][12] てある. 自

動微分法では, ある演算を実行する際に演算の微分

も同時に計算し, レジスターに蓄積していく. 例え

ば, 乗算という演算を自動微分法として実装する場

合, 次のように乗算の計算と同時に乗算の微分であ

るライプニッツ則を計算する. C+十言語ては, 例え

ば次のような実装になる.

autodiff autodiff:: $\mathrm{o}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{r}*(\mathrm{a}\mathrm{u}\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{a})$

$\{$

3.2 シンプレクテイック数値解法

自動導出された方程式は, 解を求めなければなら

ない. そのために数値積分法を用いれば, 数値計算

の誤差の範囲で微分方程式の解を人手による式変形

を必要とせすに解を求めることがてきる. オイラー

法や Runge-Kutta 法といった有名な数値積分法は,

計算結果に打切り誤差を含むために誤差の蓄積に注

意しなければならない. ここて, 非線形光線追跡法

においては, オブジエクトと光線の交差点を正確に
autodiff $\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}$ : 求めることが大切てあり, その過程の光線の軌道が
$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}$ .value $=$ value $*\mathrm{a}$ .value; 正確かどうかは重要でないという点に着目する. 表
$\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{t}$ .diff $=\mathrm{v}\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{u}\mathrm{e}*\mathrm{a}$.diff $+\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{f}\mathrm{f}*\mathrm{a}$ .value;

return(ret) ;
現を変えると, 局所的な数値誤差よりも大域的な数

値誤差を小さくすれば良いと言える. このような目
$\}$ 的に対して開発された数値解析法の一つに, 幾何的

このような演算を再帰的に実行することで, 出力レ

ジスタには演算結果と共に導関数の値が格納される.

乗算の実装例からも分かるように, 微分の計算規則

をプログラム中に内蔵させるのて微分を正確に計算

することになり, 数値微分のような打切り誤差は発

数値解析法 [13] がある. 幾何的数値解析法の中て,

ハミルトンの正準方程式を扱う場合に適するシンプ

レクティック数値積分法 [14][15] がある. シンプレ

クティック数値積分法は, 正確には次のように定義

されるシンプレクティック性を保存量として持つ.

生しない.

自動微分法を導入することて, 式 (7) を採用して 定義 1(p(t0), $q(t_{0})$ ) を $t=t_{0}$ ての光子の座標てあ

非線形光線追跡法を実行するためには, ハミルトニ るとする. $(p(t0+\Delta t), q(t0+\Delta t))$ は $t=t0+\Delta t$

アンの値を計算するサブルーチンを実装すれば, ハ ての座標てあるとする. 任意の実数 to に対し, 写像

ミルトニアンの導関数の値も自動的に計算され, 式 $(p(t_{0}), q(t_{0}))|arrow(p(t_{0}+\Delta t), q(t_{0}+\Delta t))$ がシンプレ
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クティック性を保存するのは, と定義される定数である. ただし式 (I3) を用いる

$dq(t\mathrm{o})\Lambda dp(t_{0})=dq(t0+\cdot \Delta t)\wedge dp$)$(t_{0}+\Delta t)$ (3)

カ城り S\gamma つ時およびその時に限る. ここで, $dp,$ $\ovalbox{\tt\small REJECT}$

は各変数の L形式であり, $\Lambda$ は微分形式の外積を表

している.

この手法は長期間の数値積分に強い特徴があり, 安

定性が高い. 図 4 に, 非線形光線追跡法を用いて質

気楼のシミュレーションを実行した場合の, 光線の軌

道上でのエネルギーの値を示す 1 縦軸がエネルギー

の値で, 横軸が光線を発射してからの光線の経路長

を表すパラメータである. 破線が Runge-Kutta 法を

用いて正準方程式を解いたものであり, 実線がシン

プレクティック法を用いたものである. 打切り誤差

の精度はどちらも 4 次である. 数値計算の刻み幅も

打切り誤差の精度も同じであるにも関わらず, シン

プレクティック法の方がエネルギーを良好に保存し

ていることが分かる. ここではシンブレクティック

法として, 半陰的オイラー法

$\{$

$p_{k+1}$ $=$ $p_{k}- \tau\frac{\partial’H(p_{k+1},q_{k})}{\partial’q_{k}}$

$q_{k+1}$ $=$ $q_{k}+ \tau\frac{\partial H(p_{k+1\dot{r}}q_{k})}{\partial_{I^{)}k+1}}$

.
(9)

に対し対称分解法 [16][17] を用いて精度を高めたも

のを使った. 具体的には, 光線の運動に対するハミ

ルトニアンは多くの場合に運動量成分について分離

可能となるので, それを $H_{A},$ $H$B とおく :

と, 結果的に数値計算の刻み幅 $\tau$ が $d_{1}$ 倍, $d_{2}$ 倍さ

れることになるため, $\tau$ として大き目の値を使いた

い場合は解法 (12) (13) では精度や安定度が落ち

る場合がある, その場合は例えば

$S_{4}(\tau)$ $\equiv$ $S_{2}(d_{1}\tau)S_{2}(\mathfrak{c}l_{1}\tau)S_{2}(d_{1}\tau)S_{2}(d_{1}\tau)S_{2}(rl_{2}\tau)$

$\mathrm{x}S_{2}(d_{1}\tau)S_{2}(d_{1}\tau)S_{2}(d_{1}\tau)S_{2}(d_{1}\tau)$ (14)

$\{$

$d_{1}$ $=$ $\frac{1}{6}=0.16666\cdots$

$d_{2}$ $=$ $- \frac{1}{3}=-0.33333\cdots$

(15)

のようなスキームを構成する. ただし $S_{2}$ の評価回数

が増えるので計算速度は低下する. また, 陰的な解

法なので処理中で連 $\overline{\backslash }^{1}\mathit{1}_{-}^{\cdot}$方程式を解く必要がある. 本

研究では連 \mbox{\boldmath $\alpha$}方程式の解法はニュートン法を用いて

いる.

以上述べたように, 自動微分法と数値積分法を用

いることにより, スカラー関数としてハミルトニア

ンの計算ルーチンを与えることにより光線追跡が可

能となるシステ\Delta が実現する. ハミルトンカ学で扱

えるいかなる現象もハミルトニアンを与えるだけで

実行できるため, 多数の現象を統 $—arrow$的に扱えるよう

になると言える.

4 シンプレクティック・レイトレーシング
の実装

4.1 画像生成例

$H(p, q)=H_{A}(p, q)+H_{B}(p, q)$ (10)

そして刻み幅 $\tau$ て式 (9) を用いて $H_{A},$ $H_{B}$ をハミル

トニアンとする正準方程式を解く)–チンを $S_{\mathrm{a}}4$ (\mbox{\boldmath $\tau$}),

$S_{B}$ (\mbox{\boldmath $\tau$}) とすると, 2 次の精度を持つ解法が次のよう
に構或される :

シンプレクティック・レイトレーシング [18][19][20]

とは, 非線形光線追跡法に対し自動微分法とシンプ

レクティック積分法を導入したものである. 本研究で

は, この手法を $\mathrm{c}++$を用いて実装しており, Linux
$\mathrm{P}\mathrm{C}$ , NEC SX-6, SGI Onyx と多くのプラットフォ–

ム上で動作している. 以下, 実行例を紹介する.
$S_{2}(\tau)\equiv S_{A}(1/2\tau)S_{B}(\tau)S_{A}(1/2\tau)$ (11) 図 5 は球対称ブラックホール時空内て光線追跡を

同様に,

$S_{4}(\tau)\equiv S_{2}(d_{1}\tau)S_{2}(d_{2}‘\tau)S_{2}(d_{1}\tau)$ (12)

が 4 次の精度を持つ解法となる. ここで, $d_{1},$ $d_{2}$ は

$\{$

$d_{1}$ $=$ $\frac{4+2^{2/3}+2^{4/3}}{6}=1.35121\cdots$

$d_{2}$ $=$
$- \frac{(1+2^{1/3})^{2}}{3}=-1.70241\cdots$

(13)

した例て, ハミルトニアンは次のように表される :

$H$ $=$ $- \frac{1}{2}(1+\cdot\frac{r_{g}}{r})p_{t}^{2}+\frac{1}{2}\{(1-\frac{r_{g}x^{2}}{r^{3}})p_{x}^{2}$

$+(1- \frac{r_{g}y^{2}}{r^{3}})p_{y}^{2}+(1-\cdot\frac{r_{g}z^{2}}{r^{3}})p_{z}^{2}\}$

$- \cdot\frac{r_{g}p_{t}}{r^{2}}(xp_{x}+yp_{y}+zp_{\vee}\sim)$

$- \frac{1r_{\mathit{9}}}{r^{3}}(xyp_{x}p_{y}+xzp_{x}p_{z}+yzp_{y}p_{\approx})$ (16)
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(a) (b)

図 5: (a) 球対称ブラックホールの可視化例. 銀河の画像がブラックホールによる重力で歪んでいる. (b) 重力
凹 1/ ンズ効果の可視化例. ブラックホールの近傍でブラックホールに背を向けると, このように宇雷全体が前
$r_{J}-$に集まって見える.

いる, この場合, ハミルトニアンは次のようになる.

$H= \frac{1}{2}n(x.y_{i}z)(p^{\frac{.)}{x}}.+I_{v-}^{)^{2}+p_{\wedge}^{2})}$ (17)

ここで $r\iota(x_{:}y, z)$ は, 座標 $(x, \tau \mathrm{J}[] z)$ での屈折率を与え

る関数で, 図 6 の作成時は

$n=0.85-0.3z^{3}+0.03$ $\cos(3\pi x)$ (18)

と定義されている. なお, 高さ方向 $\mathrm{z}$ 軸の原点はカメ

ラの位置に設定されているので, 地表付近では $z<0$

となる.

実際のプログラミング例は次のようになる. 例と

図 6: 蚕気楼現象としての逃げ水のシミュレーショ して, ハミルトニアンとして式 (5) を用いる場合を

ン例 考える. 屈折率は少なくとも座標の関数であるよう

にモデル化するのが普通であるが, 今回は簡単のた

ここで, $(t, x.y” z)$ は 4 次元カーテシアン座標系
の成分, ($p_{t},$ $p_{x},$ $p_{y}$ ,p。) は対応する運動量成分, $r=$

$\sqrt{x^{2}+y^{2}+z^{2}|},$ $r$9 はブラックホール半径と呼ばれ

めに $\overline{7}$ 冫.ダムなゆらぎで与えられるとする. このハ

ミ) $\mathrm{s}\dagger\backslash$ ニアンを $\mathrm{C}$ 言語のサブルーチンにすると, 例

えば次のようになる :

るブラックホールの質量に対応する量である. 図 $5\mathrm{a}$ . autodiff hamiltonian-A (double $*$x)

と図 $5\mathrm{b}$ の違いは光線の発射方向, すなわち観測者の

視線方向で, 図 $5\mathrm{a}$ では観測者はブラックホールの方

向を見ており, 図 $5\mathrm{b}$ では観測者は逆にブラックホー

{ autodiff $\mathrm{p}\mathrm{x}(\mathrm{x}[0])$ ;

return $(1.0/2.0*\mathrm{n}()*\mathrm{p}\mathrm{x}*\mathrm{p}\mathrm{x})$ ;

$\}$

ルに背を向けている. autodiff hamiltonian-B (double $*$x)

図 6 は, 公園の石畳が極端に熱された状況で光線 { autodiff $\mathrm{p}\mathrm{y}(\mathrm{x}[1])$ :
追跡を実行した例である. 温度の F昇に伴い地表面 return $(1.0/2.0*\mathrm{n}()*\mathrm{p}\mathrm{y}*\mathrm{p}\mathrm{y})j$

付近の空気の屈折率が変化し, 逃け水現象が発生して $\}$
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ただし, autodiff は 3 章で述べたような C+十言語

のクラスとして実装されている自動微分型を表す. こ

の簡単なモデルでは通常のオイラー法を適用すれは

シンプレクティック数値解法になるので, 例えば次

.-

$\vee-\sim’-arrow$ .-. $.$$f1_{:}^{-}..----$. $\cdot.\cdot.\backslash$. $\sim\prime\prime\backslash$.
$.\backslash \backslash .\cdot...\cdot\backslash \wedge\dot{\mathrm{k}}_{\vee\prime}-\cdot.\backslash ’,$

.’fi $..\mathrm{J}_{\backslash \cdot\backslash }^{\backslash }\prec\backslash .\cdot \mathrm{i}\backslash$ :$..\cdot.\cdot.\backslash \sim.’$

.
$.’.\cdot/’$

,

$-\wedge-\cdot.\sim\backslash ..\cdot..\cdot.\cdot.\cdot.\cdot.-\backslash .-,\cdot--\backslash -------\sim\backslash .\cdot.-\backslash ’\backslash \cdot.\cdot\backslash \prime^{t}(--\cdot-.\mathrm{J}.-\cdot.\backslash ---\dot{\mathrm{t}}.\prime\prime|.-/.\cdot.$

$.\wedge-.\wedge\cdot-arrow...\cdot\cdot\backslash ’-\wedge \mathrm{t}..\cdot\cdot.\cdot\cdot.\cdot.t^{\backslash }’\backslash _{\backslash \backslash \backslash \backslash }[searrow]_{\backslash }^{-}-\cdot,\cdot$

, $’\acute{.}i’$

., $\backslash -\sim.’\backslash ^{\backslash }’\sim...\cdot\backslash -\nearrow j’-\cdot.\cdot$..$\cdot.--,$

.,

$.\cdot$

.
$\cdot$

.
$\cdot.\cdot.\backslash ^{\backslash }\cdot.\cdot\backslash ,\cdot\underline{.}‘\sim\backslash \cdot\prime^{\sim}\wedge\cdot’$

.

”/,
’

$:’$
. $!.\cdot.\backslash ..\cdot.\neg=\cdot\backslash$

’ –.
$\cdot$

. $\wedge|_{-}$

}
$\overline{\mathrm{J}}\{..\cdot.-\backslash --\cdot\backslash \backslash$

$-\cdot.\backslash .’.\cdot\grave{-}.\cdot|.\cdot.-\forall^{-/,i}t\tau.\wedge\backslash \underline{r}$
.

のようなサプルーチンを用意すれば良い : (a) (b) (c)

euler-A (double $*$x,double $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}$ )
図 7: 作成画像例

{ $\mathrm{x}[0]=\mathrm{x}[0]+\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}*\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}1\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}_{-}\mathrm{A}(\mathrm{x}\rangle$
$.$ diff;

$\mathrm{x}[1]=\mathrm{X}[1]+\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}*\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}1\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}_{-}\mathrm{A}(\mathrm{x})$ .diff;

$\}$

euler-B(double $*$x,double $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}$ )

{ $\mathrm{x}[0]=\mathrm{x}[0]+\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}*\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}1\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}_{-}\mathrm{B}(\mathrm{x})$ .diff;

$\mathrm{x}[11=\mathrm{x}[1]+\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}*\mathrm{h}\mathrm{a}\mathrm{m}\mathrm{i}1\mathrm{t}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{i}\mathrm{a}\mathrm{n}_{-}\mathrm{B}(\mathrm{x}\rangle$ .diff;

$\}$

精度を 2 次に上けるには, 次のようなサブルーチン

を用いる :

のデュア] $\mathrm{s}\mathrm{C}\mathrm{P}\mathrm{U}$ マシン, Intel $\mathrm{X}\infty \mathrm{n}2$.8GHz のデュ
アノレ CPU マシン, MIPS RlOOOO(250MHz) の SGI
Onyx2, NEC SX-6てある. $\mathrm{O}\mathrm{S}$ はいすれも UNIX 系
で, コンパイラは Intel のプロセッサに対しては Intel
$\mathrm{C}++$ , Onyx2 に対しては MIPSpro $\mathrm{C}++$ , SX-6 に

対しては $\mathrm{C}++/\mathrm{S}\mathrm{X}$ を用いた. SX-6 ては, 横方向の

光線の計算をベクトル化し, その計算を縦方向に繰

り返すことて画像を生成した. 生成画像は図 7 のよ

#define Dl 0.5
second(double $*$x , double $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}$ )

$\{$

$\mathrm{e}\mathrm{u}1\mathrm{e}\mathrm{r}_{-}\mathrm{A}$ ( $\mathrm{x}$ , Dietau);

$\mathrm{e}\mathrm{u}1\mathrm{e}\mathrm{r}_{-}\mathrm{B}(\mathrm{x}, \mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u})$ ;

euler-A(x, $\mathrm{D}\mathrm{l}*\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}$) $j$

$\}$

さらに, 精度を 4次に上けるには次のサブルーチン

を使う :

うなもので, 立方体状に壁て閉じられた空間を想定

し, その中にブラックホールを発生させる状況を作っ

た. ブラックホールの強さはパラメータ $r_{g}$ で表され,

(a) が $r_{g}=0.00,$ (b) が $r_{g}=0.08,$ (c) が $r_{g}=0.12$

である. $r_{g}=0$ の場合は光線は直進し, 通常の光線

追跡法と違いはない. $r_{g}>0$ ては光線が曲進し, 演

算回数が増加する. 画像の大きさは 50 画素 $\mathrm{x}50$ 画

素と 100 画素 xlOO 画素の 2 通りを作成した. 表 1
の中で, $\mathrm{P}\mathrm{C}$ A は Pentium III プロセッサのマシン

を示し, $\mathrm{P}\mathrm{C}\mathrm{B}$ は $\mathrm{X}\infty \mathrm{n}$ プロセッサのマシンを意味す

#define D2 1.351207191959657634
$\#\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{e}$ $\mathrm{D}3$ -1.7024143839193152681
$\mathrm{f}$ ourth (double $*$x, double $\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u}$ )

{ second $(\mathrm{x}. \mathrm{D}2*\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u})$ :
second $(\mathrm{X}, \mathrm{D}3*\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u})$ :
second $(\mathrm{x}, \mathrm{D}2*\mathrm{t}\mathrm{a}\mathrm{u})j$

$\}$

紙面の都合上, 簡略化した部分もあるが, この例の

ようにそれほど複雑な実装によらすとも非線形現象

のシミュレーションが可能てある.

4.2 計算時間についての考察

る. Onyx2 は古い計算機てあるが, ほぼ CPU の個
数に比例した計算速度が得られており, SGI の共有
メモリアーキテクチャの良い性能によるものと思わ

れる. SX-6 を使用した場合, 他の計算機と比べ優れ

ている結果は得られていないが, 処理のボトルネッ

クとなる連立方程式の反復解法や光線とオブジェク

トの交差判定の部分が十分にベクトル化されていす,

プログラムのチューニングにより高速化可能と思わ

れる. 十分にベクトル化されていない原因は, チュ–

ニング済みのライブラリが自動微分法に対応してい

なかったからてある. ベクトル型計算機への実装戦

略としては図 $8\mathrm{a}$のように光線の一本一本をベクトル

アーキテクチャの異なるマシンでの計算時間を比較 演算によって計算していく手法も考えられるが, 図

する. 使用した計算機は, Intel Pentium III $800\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z}$ $8\mathrm{b}$ のように複数の光線の計算をベクトル演算によつ



77

表 1: 計算時間測定結果 (単位は分 : $\dagger \mathrm{d}j$ )

$r_{g}=0.00_{1}5$0 $\mathrm{x}50$

仮 PU1

仮 PU2

CPU $\mathrm{P}\mathrm{C}$ A $\mathrm{P}\mathrm{C}\mathrm{B}$ SX-6 $0_{\mathrm{n}\mathrm{y}\mathrm{x}\mathrm{z}}\underline{\eta}$

1 1:24 0:38 1:51 13:28
2 0:45 0:33 2:21 7:39

$\overline{r_{g}=0.01,50\mathrm{x}50}$

CPU $\mathrm{P}\mathrm{C}$ A $\mathrm{P}\mathrm{C}\mathrm{B}$ SX-6 Onyx2

(a)

$.\backslash \cdot$

. ..
CPUI –

$\vdash$

$-arrow$ ル
$’\backslash$

1 5:42 2:08 13:42 $\backslash r_{)}7:01$

$2$ 3:05 1:28 5:58 28:19
(b)

$\overline{r_{g}=0.00,100\mathrm{x}100}$

CPU PC- A $\mathrm{P}\mathrm{C}\mathrm{B}$ SX-6 Onyx2
1 5:41 2:42 8:14

図 8: ベクトル型計算機への実装方法

2 3:08 2:17 11:45
$\overline{.r_{g}=0.01,100\mathrm{x}100}$

CPU $\mathrm{P}\mathrm{C}$ A $\mathrm{P}\mathrm{C}\mathrm{B}$ $\mathrm{S}\mathrm{X}\sim 6$ Onyx2
1 22:51 8:48 34:38
2 12:26 5:49 19:52

て同時に実行する方が効率が良い. 実際, ベクトル長

を生成画像の画素数まで伸ばすことができ, チュ–

図 9: 誤差マップの作成

ニング不足とはいえベクトル化率は 99.6%を越えた.

5 おわりに

現在のところ, 生成画像中の各画素に対する光線

追跡処理は, 単純に左.Eから走査線状に下に向かっ

て処理されているが, 図 9 のように処理量は画素に
よって大きく異なり, 順番に CPU を割り当てるこ
とは効率が悪い. 図 9 は球対称ブラックホール時空
で光線追跡をした場合, プラックホールが存在する

画面中央部では光線追跡期間が長くなり, 数値誤差

の蓄積が大きくなっていることを示している. この

ような場合, 例えば横 1 ラインの単位で並列処理を
すると, 両端は計算が終 $f$ していても中央部が終了

せす, 同期処理のために次のラインの計算が始まる

まで両端の処理をした CPU にアイドル状態が発生
ずることが考えられる. 従って, 前処理として全画

本論分では, 自動微分法とシンプレクティック積

分法を用いて数値シミュレーションを行い, シミュ

レーション結果を用いて光線追跡法の概念に基づき

コンピュータ グラフィックスを生成する手法につ

いて述べた. 現在のところ, 適用対象が少ないこと,

計算コストが高いことが問題として残されているの

で, 適用てきる現象や分野を検討し, また高精細な

画像をリアルタイ $\text{ム}$に近い速度で生成することは可

能かどうか検討する必要がある.
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