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1 はじめに

$A$ を $N\mathrm{x}N$の非対称行列, $b$を $N$次元ベクトルとした大規模な非対称線形方程式

$Ax=b$ (1)

を解く数値解法としてクリロフ部分空間法がある. クリロフ部分空間法の代表として共
役勾配法 ( $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法 [5]) が挙げられるが, これは正定値対称行列用の解法であり上記のよう
な問題には適していない. 線形方程式 (1) を解くために $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法を非対称行列用に拡張した
Bi-CG 法 [4] が Fletcherにより提案されて以降, Bi-CG法の収束性の加速・安定化を図る
手法が数多く提案され, その中で最も成功した改良法の一つに積型と呼ばれる解法 (CGS
法 [10], Bi-CGSTAB法 [11], GPBi-CG 法 [12] $)$ がある.

一方, $\mathrm{C}\mathrm{G}$ 法の他に対称行列を係数行列とする線形方程式を解くためのクリロフ部分空
間法として, [6] に記述されている共役残差法 ( $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 法) がある. 最近, この $\mathrm{C}\mathrm{R}$ 法を非対称
行列用に拡張した Bi-CR法 [9]が提案され, また Bi-CG法よりも良い収束の振る舞いを示
すことが数値実験で確認されている. そこで本稿では, Bi-CR法に対して Bi-CG法と同様
に積型解法を導入し , Bi-CR法の収束性の更なる加速・安定化を試みる.
本稿の構成として: 第 2 節で Bi-CR法のアルゴリズムとその導出原理について述べる.

第 3節では, Bi-CR法の積型解法の枠組みを構築し, Bi-CG法の積型解法に対応する解法
を導出する. 第 4節で Bi-CG 法と Bi-CR法のそれぞれの積型解法の性能を数値実験で比
較・評価し , 最後に第 5節でまとめを行なう.

2 Bi-CR $\grave,\backslash 5$

非対称線形方程式 (1) を解くための Bi-CR法のアルゴリズムを以下に示す

Algorithm 1: The Bi-CR method

$x_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ is an initial guess, $r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C},\mathrm{R}}=b-Ax_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$, set $\beta_{-1}=0$ ,
$r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}$ is an arbitrary vector, such that $(A^{T}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}, r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})\neq 0$,

for $n=0,1,$ $\ldots$ until $||r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}||\leq\epsilon||b||$ do:
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begin
$p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}=r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}+\beta_{n-1}p_{n-1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ , $p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}=r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}+\beta_{n-1}p_{n-1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}$ ,
$(A^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}p_{n}=Ar_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}+\beta_{n-1}A^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}p_{n-1})$ ,

$\alpha_{n}=\frac{(r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},Ar_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}{(A^{T}p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},Ap_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}$,

$x_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}=x_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}+\alpha_{n}p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ ,
$r_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}=r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}-\alpha_{n}A^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}p_{n}$ , $r_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}=r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}-\alpha_{n}A_{\mathrm{P}_{n}}^{T\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}$,

$\beta_{n}=\frac{(r_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},Ar_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}{(r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},Ar_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}$ ,

end

Bi-CR法では, その $n$ 回目の残差ベクトル $r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ と探索方向ベクトル $p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ , そして補助ベ
クトル $r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}$ と $p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}$ がランチョス多項式 $R_{n}$ [7] と補助多項式 $P_{n}$ を用いて

$r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}=$ ! $(A)r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ , $p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}=P_{n}(A)r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ , (2)
$r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}=R_{n}(A^{T})r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}$, $p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}=P_{n}(A^{T})r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}$ (3)

のように表される. ここで, 九と $P_{n}$ は次の交代漸化式を満たす

$R_{0}(\lambda)$ $=$ 1, $P_{0}(\lambda)$ $=$ 1, (4)
$R_{n}(\lambda)$ $=$ ムー 1 $(\lambda)-\alpha_{n-1}\lambda P_{n-1}(\lambda)$ , (5)
$P_{n}$ (\lambda ) $=$ 九 $(\lambda)+\beta_{n-1}P_{n-1}$ (\lambda ), for $n=1,$ 2, . . . . (6)

式 $(5)-(6)$ のパラメータ $\alpha_{n-1},$ $\beta_{n-1}$ は, 式 (2) の残差ベクトル $r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ と探索方向ベクトル $p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$

に対して次の直交条件を課すことにより決められる [9].

$r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}[perp] A^{T}K_{n}(A^{T};r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}))$
$Ap_{n}\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}[perp] A^{T}K_{n}(A^{T};r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*})\sim$ . (7)

以上が, Bi-CR法の理論的な枠組みである.
次に, Bi-CR法の積型解法を次節で導入するために $\alpha_{n}$ と $\beta_{n}$ の計算式の変形を行なう.

式 (3) の補助ベクトル $r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}$ と pBCRゝは以下のように展開することができる.

$r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}=R_{n}(A^{T})r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}=((-1)^{n} \prod_{i=0}^{n-1}\alpha_{i})(A^{T})^{n}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}+z_{1}$ ,

$p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}=P_{n}(A^{T})r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}=((-1)^{n} \prod_{i=0}^{n-1}\alpha_{i})(A^{T})^{n}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}+z_{2}$ .

ここで $z_{1},$ $z_{2}\in K_{n}$ (AT; $r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}$ ) である. したがって
$j$
直交条件 (7) より Algorithm 1 の $\alpha_{n}$

と $\beta_{n}$ は次のように書換えることができる.

$\alpha_{n}=\frac{(r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},Ar_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}{(A^{T}p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},A\mathrm{p}_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}=\frac{((A^{T})^{n+1}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}{((A^{T})^{n+1}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},Ap_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}$ , (8)

$\beta_{n}=\frac{(r_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},Ar_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}{(r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},Ar_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}=-\alpha_{n}\frac{((A^{T})^{n+2}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},r_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}{((A^{T})^{n+1}r_{0’ n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}^{\tau}\mathrm{R}*}r^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})}$. (9)
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3 Bi-CR法の積型解法

本節では, Bi-CG法の積型解法 (CGS法, Bi-CGSTAB法, GPBi-CG法) に慣らい, Bi-CR
法の積型解法の枠組みを構築し, アルゴリズムを導出する.

3.1 定義

Bi-CR法の積型解法を設計するにあたり, 新しい残差ベクトル’を Bi-CR法の残差ベ
クトル $r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ と, 最高次項の係数がゼロでない $n$次多項式 $H_{n}$ との積で定義する.

$r_{n}=H_{n}(A)r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}=b-Ax_{n}$ . (10)

ここで, $H_{n}(\lambda)$ は次の交代漸化式を満たすように設計する.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}(\lambda)$ $=$ $1$ , $G_{0}(\lambda)=\zeta_{0}$ , (11)
$H_{n}(\lambda)$ $=$ $H_{n-1}(\lambda)-\lambda G_{n-1}(\lambda)$ , (12)
$G_{n}(\lambda)$ $=$ \mbox{\boldmath $\zeta$}nHn $(\lambda)+\eta_{n}G$。-1 $(\lambda)$ , $n$ =1,2, $\ldots$ . (13)

ここで, 特に $\zeta_{n}=\alpha_{n},$ $\eta_{n}=\frac{\beta_{n-1}}{\alpha_{n-1}}\alpha_{n}$ とおくと $H_{n}$がランチョス多項式 $R_{n}$ に帰着する.

3.2 残差多項式の計算

交代漸化式 $(4)-(6)$ および (11)-(13) から, 多項式族 $H_{n}R_{n},$ $H$n $R_{n+1},$ $\lambda G_{n-1}R_{n+1},$ $H_{n}P_{n}$ ,
$\lambda H_{n}P_{n+1},$ $\lambda G_{n}P_{n}$ , $G_{n}R_{n+1}$ に関する漸化式は次のように作ることができる.

hn+lR、+l = $H_{n}R_{n+1}-\eta_{n}\lambda G_{n-1}R_{n+1}-\zeta_{n}\lambda H_{n}R_{n+1}$ (14)

$=$ $\sim nI?-\alpha_{n}\lambda LL_{n}\mathit{1}P_{n}-\lambda G_{n}I\sim+1$ , (15)
$H_{n}R_{n+1}$ $=$ $H_{n}R_{n}-\alpha_{n}\lambda H_{n}P_{n}$ , (16)

$\lambda G_{n}R_{n+2}$ $=$ HnRn+l-Hn+lR、+l
$-\alpha_{n+1}\lambda$ H$nI\mathrm{n}+1$ $+\alpha_{n+1}\lambda$H$n+1I\mathrm{t}+1$ , (17)

$H_{n+1}P_{n+1}$ $=$ $H_{n+1}R_{n+1}+\beta_{n}H_{n}P_{n}-\beta_{n}\lambda G_{n}P_{n}$ , (18)
$\lambda$H${}_{nn+1}P$ $=$ $\lambda H_{n}R_{n+}1$ $+\beta_{n}\lambda$Hn $P_{n}$ , (19)

$\lambda$G${}_{nn}P$ $=\zeta_{n}\lambda$h $n$P,

$+\eta_{n}$(H$n-1$R-H$n$h $+\beta_{n-1}\lambda$G${}_{n-1}P_{n-}1$ ) $,$
(20)

$G_{n}R_{n+1}$ $=$ $(_{n}H_{n}R_{n}+\eta_{n}G_{n-1}R_{n}-\alpha_{n}\lambda G_{n}P_{n}.$ (21)

次に, 6つの補助ベクトル
$t_{n}=H_{n}(A)r_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$,
$p_{n}=H_{n}(A)p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ ,
$u_{n}=AG_{n}(A)p_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ ,

$y_{n}=AG_{n-1}(A)r_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ ,
$w_{n}=AH_{n}(A)p_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$ ,
$z_{n}=G_{n}(A)r_{n+1}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}$
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を導入すると, 式 (10) 及び式 (14)-(21) から Bi-CR法の積型解法の残差 $r_{n+1}$ は次の漸化式
で計算することができる.

$r_{n+1}$ $=t_{n}-\eta_{n}y_{n}-\zeta_{n}At_{n}$ (22)

$=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}-Az_{n}$ , (23)
$t_{n}$ $=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ , (24)

$y_{n+1}$ $=t_{n}-r_{n+1}-\alpha_{n+1}w_{n}+\alpha_{n+1}Ap_{n+1}$ , (25)

$p_{n+1}$ $=r_{n+1}+\beta_{n}(p_{n}-u_{n})$ , (26)

$w_{n}$ $=At_{n}+\beta_{n}Ap_{n}$ , (27)

$u_{n}$ $=$ $\zeta_{n}$Ap$n+\eta_{n}$ (t$n-1-rn+\beta_{n-}1un-1$ )
$,$

(28)

$z_{n}$ $=$ $\zeta_{n}r_{n}+\eta_{n}z_{n-1}-\alpha_{n}u_{n}$ . (29)

近似解 $x_{n+1}$ の計算は, $r_{n+1}=b-Ax_{n+1}$ の関係と式 (23) より

$x_{n+1}=x_{n}\dotplus\alpha_{n}$p$n+zn$ (30)

と $fg$る.

3.3 $\alpha_{n}$ と $\sqrt n$ の計算式

多項式 $H_{n}$ の最高次項の係数は $(-1)^{n} \prod_{i=0}^{n-1}\zeta$iであるので双直交条件 (7) より次の式が成
立する.

$(A^{T}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}}‘, r_{n})=((-1)^{n} \prod_{i=0}^{n-1}\zeta_{i}$ ) $((A^{T})^{n+1}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}, r_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})$ , (31)

$(A^{T}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*}, Ap_{n})=((-1)^{n} \prod_{i=0}^{n-1}\zeta_{i})((A^{T})^{n+1}r\mathrm{H}^{\mathrm{C}\mathrm{R}*}, Ap_{n}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}})$ . (32)

したがって, $\alpha_{n}$ と $\beta_{n}$ は式 $(8)-(9)$ より二つの内積 (31)-(32) を用いて以下のように計算す
ることができる.

$\alpha_{n}=\frac{(A^{T}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},r_{n})}{(A^{T}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},Ap_{n})}$ , $\beta_{n}=\frac{\alpha_{n}}{\zeta_{n}}\cdot\frac{(A^{T}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},r_{n+1})}{(A^{T}r_{0}^{\mathrm{B}\mathrm{C}\mathrm{R}*},r_{n})}$. (33)

3.4 Bi-CR法の積型解法

漸化式 (22)-(29) および近似解の計算式 (30), そして $\alpha_{n}$ と $\beta_{n}$ の計算式 (33) より以下の
Bi-CR法の積型解法のアルゴリズムが得られる.
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Algorithm 2: Product-type methods based on Bi-CR

$x_{0}$ is an initial guess, $r_{0}=b-Ax_{0}$ ,

set $t_{-1}=w_{-1}=0,$ $\beta_{-}1$ $=0$ ,

for $n=0,1,$ $\ldots$ until $||$ rn $||\leq\epsilon||$ b $||$ do:

begin
$p_{n}=r_{n}+\beta_{n-1}(p_{n-1}-u_{n-1})$ ,

$\alpha_{n}=\frac{(A^{T}r_{0},r_{n})}{(A^{T}r_{0},Ap_{n})}$ ,

$y_{n}=t_{n-1}-rn-\alpha_{n}$w$n-1$ $+\alpha_{n}$Ap
$n$

,
$t_{n}=r_{n}-\alpha_{n}Ap_{n}$ ,

compute $\zeta_{n},$
$\eta_{n}$ ,

$u_{n}=\zeta_{n}$Ap$n+\eta_{n}$ (t$n-1-rn+\beta n-1un-1$ )
$,$

$z_{n}=\zeta_{n}$r$n+\eta n$z$n-1$ $-\alpha_{n}$u$n$ ,
$x_{n+1}=x_{n}+\alpha_{n}$p$n+zn$ ,
$r_{n+1}=t_{n}-\eta_{n}y_{n}-\zeta_{n}At_{n}$ ,

$\beta_{n}=\frac{\alpha_{n}}{\zeta_{n}}\cdot\frac{(A^{T}r_{0},r_{n+1})}{(A^{T}r_{0},r_{n})}$ ,

$w_{n}=At_{n}+\beta_{n}$Ap
$n$

,

end

Algotirhm 2 より Bi-CR法の積型解法では, 反復を行なう前の初期ベクトルの設定時に転
置行列と初期残差ベクトルの積が必要となる. Bi-CR法の積型解法に現れるパラメータ
$\zeta_{n},$

$\eta_{n}$ の決め方を次の小節で述べる.

3.5 $\zeta_{n},$
$\eta_{n}$ の決め方

パラメータ $\zeta_{n},$
$\eta_{n}$ の決め方により様々な Bi-CR法の積型解法が得られる. 本小節では,

積型解法の導出過程から分かるように, Bi-CG法の積型解法におけるパラメータの決め方
を Bi-CR法の積型解法にそのまま利用することができるため, 代表的な Bi-CG法の積型
解法 (CGS法, Bi-CGSTAB 法, GPBi-CG 法) に対応する三つの解法を紹介する.

$\bullet$ C$ 法 : $H_{n}=R_{n}$ となるように $\zeta_{n}$ と $\eta_{n}$ を選ぶ.

$\bullet$ Bi-CRSTAB法: $\eta_{n}=0$ とし, $\zeta_{n}$ で残差ノルム $||r_{n+1}||$ を局所的に最小化する.

$\bullet$ GPBi-CG法 : $\zeta_{\mathrm{n}}$ と $\eta_{n}$ で残差ノルム $||r_{n+1}||$ を局所的に最小化する.

次に, 上記の項目に基づいた具体的な計算式を Table 1 に示す
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Table 1. The choice for the product-type methods $\mathrm{b}\mathrm{a}\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{e}\mathrm{d}$ on the Bi-CR method.

本小節の最後に, Bi-CR法とその積型解法の一反復当たりの演算量を Table 2 に示す

Table 2. Summary of operations for iteration.

Matrix-
Inner Vector

Method Product AXPY Product
Bi-CR 2 6 1+1
CRS 2 6 2
Bi-CRSTAB 4 6 2
GPBi-CR 7 12 2

ここで, “ $1+1$” は行列・ベクトル積が一回, 転置行列.ベクトル積が一回を意味する. “AXPY’
は, ベクトルのスカラー倍とベクトルとの和 $(\mathrm{a}x+y)$ の回数を意味する.

4 数値実験
本節では, Harwell-Boeing collection [3], NEP collection [1], SPARSKIT collection [8],

そして Tim Davis’s collection [2] の中から, 回路シミュレーション (ADD”, MENPLUS),
有限要素モデリング (CAVITY05), 流体力学 (CDDEI), 電気工学 (DW2048), 化学反応速
度論 (FS5414), 油層シミュレーション $(\mathrm{O}\mathrm{R}\mathrm{S}^{*}, \mathrm{S}\mathrm{H}\mathrm{E}\mathrm{R}\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{N}^{*})$ , 偏微分方程式 (PDE2961),
そして石油工学 (WATTI) の問題に対して Bi-CR法の積型解法 (CRS 法, $\mathrm{B}\mathrm{i}$-CRSTAB法,
GPBi-CR法) 及び Bi-CG法の積型解法 (CGS法, Bi-CGSTAB法, GPBi-CG法) を適用し ,
性能を評価する.
数値実験は, ALPHA STATION $(750\mathrm{M}\mathrm{H}\mathrm{z})$ において, FORTRAN コンパイラの倍精度
演算で実験を行い, 各々の係数行列に対して右辺項は乱数で生成した. また, 近似解の初
期値は $x_{0}=[0,0, \cdot. . , 0]^{T}$ とし, 収束判定条件は $11t||/||b||\leq 1.0\cross 10^{-12}$を採用した.
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Table 3. Test problems ($N=$ order of matrix, $NNZ=$ nonzeros in matrix) and Its (the
number of iterations) for the iterative methods.

—

Its
Matrix $\mathrm{N}$ $\mathrm{N}\mathrm{N}\mathrm{Z}$ $\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}$ $\mathrm{C}\mathrm{R}\mathrm{S}$ GSTA RSTA GPBCG GPBCR

ADD20 2395 17319 422 $’\langle,\acute{.}\grave{\acute{\grave{\acute{\mathfrak{W}}}}}_{\backslash }\backslash .\cdot.\grave{\acute{8}}_{\backslash }^{\grave{\mathfrak{i}}}’\backslash \backslash ’\acute{\cdot}.\grave{\cdot.}.\cdot$ 811 829 568 560
ADD32 4960 23884

$56973$ $57671$ $\backslash \backslash \backslash .\cdot\backslash \grave{}.\cdot.’^{\backslash }..\cdot.\backslash \cdot.\grave{.\cdot}.\grave{\cdot.}\backslash \mathrm{i}\backslash .\dot{9}’’\grave{\prime}\grave{\dot{\grave{6}}}_{\backslash }^{\backslash }\backslash \backslash .\cdot.\grave{\ }^{j_{\backslash }},\backslash ’\backslash .\prime\prime(\dot{8}^{\backslash }\backslash .\dot{8}_{\backslash }^{\backslash }j_{\backslash ..\prime\backslash ,\prime}\backslash \backslash \cdot\cdot..\cdot..$ $1377100$
78

$97874$

$\mathrm{C}\mathrm{A}\mathrm{V}\mathrm{I}\mathrm{T}\mathrm{Y}05$ 1182
$32_{\frac{74}{68}}741$

123 123 128 135
–

$.$

$j.\backslash \cdot.\cdot\acute{\dot{\}}_{\backslash }^{\backslash }/,.\cdot\acute{}.\acute{\acute{\grave{l}}}’,\backslash$

CDDEI 961

$\mathrm{F}\mathrm{S}5414$
$–_{\acute{\mathrm{K}}\ddot{\grave{Y}}_{\grave{J}}’.\acute{\ddot{\mathfrak{B}}}_{j_{\backslash }^{\backslash }}^{j}}\grave{i^{j\grave{\prime}}\backslash \cdot.}\mathfrak{i}\backslash ..’.’\backslash \cdot\backslash ’\langle j,\backslash \cdot.\backslash ’$ –1932

$\mathrm{D}\mathrm{W}20\underline{48}---$

$2048541$ $101144285$ $13431865$

$j_{\backslash }\grave{\acute{}}^{\backslash },,.’$

MENPLUS
$177581030$ $1261506858$ $\langle\backslash .\cdot\backslash ’\backslash \backslash \grave{\cdot}\dot{\hat{\grave{\dot{\}}}}jj^{}\ldots\grave{\ddot{\dot{\mathfrak{W}}}^{\backslash },\backslash }\ldots\grave,\dot{\theta}^{\mathfrak{i}}138,.6\backslash \cdot.\cdot/\backslash \backslash$

’

$\grave{i_{\backslash \cdot\backslash }^{}\backslash }j_{j}\grave{\dot{\mathrm{f}}}_{j’}^{\acute{j}_{\backslash }}.\backslash !^{i_{\backslash }},\backslash .,\cdot.\grave{\mathrm{g}_{\backslash }’.}.@^{\grave{j\backslash }}\backslash .\grave{j}1157\backslash l\cdot\backslash$

’

$-27422684$ $i’(^{\grave{\prime}}\backslash _{\grave{\dot{\grave{2}}}4\hat{\dot{\grave{6}}}\dot{\grave{\acute{2}}}’}..\cdot\grave{}^{\backslash }..\cdot\grave{\dot{\lambda.}}.\grave{.}\grave{\theta}^{\acute{\backslash }}..\backslash _{.}\cdot.\cdot\grave{g}_{\backslash }^{j\prime}\backslash \cdot\cdot _{\grave{\dot{\grave{\mathit{6}}}}_{}^{\grave{}}}.\cdot..\cdot.\cdot..\backslash \prime_{.}.\grave{\acute{.}}\grave{..}.$ .
1875 1973

ORSIRRI 1767 1714
ORSIRR2 886 5970 874 838 $\overline{1}969$ 1935 $\langle i_{\backslash }^{\mathfrak{i}}$138$()$E 1553
ORSREGI 2205 14133 344 325

- -603 —

573
-

537
PDE2961 2961 14585 180 174 169 167 167 171
SHERMANI 1000 3750 552 510 539 571 572 599

—

SHERMAN5 3312 -20793 $2459464$
$\grave{\grave{J}}i^{\acute{}}\dot{}_{\backslash \backslash }.\grave{.\cdot}\dot{\mathrm{A}}’’\backslash \mathfrak{i}’’.\dot{..}\dot{T}_{\backslash }’’.’\grave{\grave{9}}^{’}.?_{j}.\cdot.\mathfrak{i}47\grave{0}$

, $\grave{j_{\backslash _{\backslash }\grave{\cdot}\bigoplus_{\backslash }^{\cdot}\dot{9}’\grave{\dot{\mathrm{T}}}^{i}\underline{\dot{4^{\dot{}}}_{}}}.}\dot{\backslash ...}\backslash \cdot.\backslash ./’.\sqrt..\cdot.\grave{j}\backslash _{\backslash },\backslash \cdot’.’$

.
$5252331$ $-\backslash j.\cdot.\grave{\dot{\grave{\dot{\grave{\ovalbox{\tt\small REJECT}}}}}}’’..\cdot.\cdot.\cdot...J.\cdot i_{^{\grave{}}}^{\backslash }\backslash \cdot\backslash \backslash \dot{\grave{\dot{4}}}^{\grave{\prime}}\dot{\backslash }\grave{\dot{7}^{i}}\cdot.\dot{\grave{3}}^{\acute{}}\backslash \backslash \backslash .i\prime\prime\backslash .\cdot.\cdot..’.$

.

4030
WATTI 1856 11360 $\backslash ’\S..\cdot,\cdot 8,\cdot\prime 7_{^{\acute{}_{}}}^{j}\backslash \cdot.$. 1015

Table 4. Test prOblems( $N=\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{r}$ of matrix, $NNZ=\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{z}\mathrm{e}\mathrm{r}\mathrm{o}\mathrm{s}$ in matrix) and $\mathrm{T}\mathrm{R}\mathrm{R}$

( $\log$ of the final true relative residual 2-norm) for the iterative methods.

$\mathrm{T}\mathrm{R}\mathrm{R}$

Matrix $\mathrm{N}$ $\mathrm{N}\mathrm{N}\mathrm{Z}$ $\mathrm{C}\mathrm{G}\mathrm{S}$ $\mathrm{C}\mathrm{R}\mathrm{S}$ GSTA GPBCR
ADD20 2395 17319 11.85 1183 -11.92
ADD32 4960 23884 12.00 -12.29 -12.05 -12.18
CAVITY05 1182 32747 12.10 -12.19 -11.97 -11.58

–

CDDEI 961 4681 -12.01 -12.04 -12.01 -12.62 -12.05 -12.27

$\mathrm{F}\mathrm{S}5414$

–

$1030541$
$4\underline{28}55970$

$-.....03 \frac{- 8- 6- 6- 9}{10}99317852$ $– 11.74- 11.59- 11.77- 11.83- 9.56$
$- 12.01- 11.62- 11.79- 11.86- 9.48–$

$- 11.73- 11.57- 7.34$

$- 11.77- 8.20$

DW2048 2048 10114 -11.32 -12.09

MENPLUS 7758 126150 -9.89 j‘�藻 3$($

ORSIRRI 6858
ORSIRR2 886 -10.99
ORSREGI 2205 14133 -12.08 $- 11.\overline{\overline{9}}3-$ -12.08-11.92
PDE2961 2961 14585 -12.46 -12.11 -12.31 -12.00 -12.16 -13.06
$\mathrm{S}\mathrm{H}\mathrm{E}\mathrm{R},\mathrm{M}\mathrm{A}\mathrm{N}1$ 1000 3750 12.18 -12.01 1207 -12.07
SHERMAN5 3312 20793 -3.99 $’ \backslash \backslash ’.(\frac{j_{\backslash i_{\backslash }^{\hat{J}}}\acute\grave\prime}{_{j_{\sqrt}}},\mathrm{j}’..\backslash ’\grave{\ddot{\mathfrak{g}}}_{\grave{\acute{i}}}^{\backslash \cdot\hat{\lrcorner}}\dot{\grave{8}}_{\backslash }.’-\dot{\grave{\acute{\dot{\mathfrak{B}}}}}_{j}’..\backslash \backslash \prime\prime\backslash ,.\dot{\grave{d}}\backslash ’\backslash \cdot..$ -11.74-11.30 -9.79 $\langle_{\frac{\backslash j_{j_{\backslash }}}{_{\acute{j}_{\backslash }’}^{\backslash }}\grave{\dot{\grave{\lambda}}}^{i}\acute{\grave{\lambda}}^{\backslash \prime}\acute{\grave{\dot{\grave{x}}}}^{\acute{\backslash }}\grave{4}^{\backslash }\acute{j}}\backslash ’\backslash ’.\cdot..\cdot,\backslash ’\cdot\grave{.}J\backslash ’\backslash \cdot\backslash ’\backslash \prime j_{\backslash ,\langle^{\backslash j}}’j\wedge\backslash _{\prime}’\backslash \cdot.,\backslash ,$ .
WATTI 1856 11360 $- 1\underline{2.1}5-$ -12.15 -12.03-12.10 -9.17 -8.65
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[実験結果]
収束判定条件を満たした時点における各解法の反復回数 (Its) を Table 3 に, 対応する
真の相対残差 (TRR: $\log||b-Ax_{n}||/||b||$ ) を Table 4 に示す Table 3, 4 の記号である
“GSTA” と “RSTA” はそれぞれ “Bi-CGSTAB” と “Bi-CRSTAB” の略であり, “GPBCG”
と “GPBCR” はそれぞれ “GPBi-CG” と “GPBi-CR” の略である. Table 3 の網かけ部分

$\backslash .\cdot\backslash \backslash .\cdot.\cdot-..\cdot\cdot-_{\backslash }\wedge\backslash \backslash \backslash \cdot.i:j\backslash \cdot$ は, それぞれ CGS 法と CRS 法, Bi-CGSTAB 法と Bi-CRSTAB 法, GPBi-CG 法と
GPBi-CR法の反復回数で一方が他方の反復回数より約 10 %以上少ないことを意味する.

Table 4 の網かけ部分 $j..i’\backslash ’.\grave{i}^{-}-\cdot\cdot.\backslash i_{\backslash }\backslash \prime\prime\backslash :$

. は, それぞれ CGS 法と CRS 法, GPBi-CG 法と GPBi-CR法
の真の相対残差で一方が他方より精度が一桁以上高いこと意味する. Bi-CGSTAB 法と
Bi-CRSTAB 法の真の相対残差は, ほぼ同程度であったので網かけは行なわなかった.
実験結果を, 反復回数と真の相対残差の 2つの観点で評価する.

Table 3 \emptyset 反復回数\emptyset 観点

1. C$法は, CGS法より全体的に速く収束する傾向を示した.
2. Bi-CRSTAB法と Bi-CGSTAB法は, 同程度の収束性を示した.
3. GPBi-CR法は, GPBi-CG法に比べて収束性がやや悪くなる傾向を示した.

1. CGS法の近似解が大きく桁落ちする問題において CRS 法は, 非常に高い精度の近似
解を生成した.

2. Bi-CRSTAB法と Bi-CGSTAB 法は, ほぼ同程度の精度の近似解を生成した.
3. GPBi-CR法と GPBi-CG 法は, ほぼ同程度の精度の近似解を生成した.

5 まとめ

本稿では, 最近提案された非対称行列用の解法である Bi-CR法に対してその積型解法を
提案しアルゴリズムを導いた. 近年の優れた研究成果として知られている Bi-CG法の積
型解法は, 偏微分方程式から得られた線形方程式に対して極めて有効であることが確認さ
れているため, そのアナロジーとして積型の考え方を Bi-CR法に適用し収束の加速を試み
た. その中で特に CRS法は, CGS法に比べ高い収束性を有し , かつ高精度の近似解を生成
することから非対称線形方程式を効率良く解くための有力な解法になると期待される.
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