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ベルンシュタイン型作用素による近似精度

琉球大学理学部 西白保敏彦 (Toshihiko Nishishiraho)

Faculty of Science, University of the Ryukyus

1. $\not\in$

$\mathrm{N}$ を自然数全体の集合とし, $\mathrm{N}_{0}=\mathrm{N}\mathrm{U}\{0\}$ とおぐ また, $\mathbb{R}$ は実数直線を表す

$C[0,1]$ 上の Bernstein(多項式) 作用素は

$B_{n}(f)(x)= \sum_{k=0}^{n}f(\frac{k}{7?})(\begin{array}{l}nk\end{array})x^{k}(1-x)^{n-k}$ $(f\in C[0,1], x\in[0,1])$

によって定義される. このとき, すべての $f\in C[0,1]$ に対して {B。$(f)(x)$ } は $[0, 1]$

上で一様に $f(x)$ に $\mathrm{a}.\mathrm{c}.$ ( $\mathrm{a}\mathrm{l}\mathrm{m}\mathrm{o}\mathrm{s}\mathrm{t}$ convergent) である (cf. [3]). 即ち,

$\lim_{narrow\infty}\frac{1}{n+1}\sum_{m=k}^{n+k}B_{m}(f)(x)=f(x)$ uniformly in $k\in \mathrm{N}_{0},$ $x\in[0,1]$ .

この結果に鑑み, 次のような近似法を導入する ;

$(E, || ||)$ をノルム空間, $(X, d)$ を距離空間とする. $B$ (X, $E$) は Xから Eへの有界

な写像全体の成すノルム空間を表す また, $C$ (X, $E$) は Xから Eへの連続写像全体

の成す線形空間を表す さらに, $BC$ (X, $E$) $:=B$ (X, $E$) $\cap C$ (X, $E$) とおぐ $X_{0}$は $X$

の部分集合で, \Lambda を添字集合とする. 且 $=\{K_{n,\lambda} : n\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda\}$ を $BC(X,E)$ か

ら $B$ (X, $E$) への写像の族とする. このとき, 且が $BC$ (X, $E$) 上の同程度一様近似法

(EQU$AP$) であるとは, すべての $F\in BC$ (X, $E\rangle$ に対して

$\lim_{narrow\infty}||$K$n$ ,x $(F)(x)-F(x)||=0$ uniformly in ) $\in\Lambda,$ $x\in X_{0}$

が成立することである ([11]. cf. [4], [5], [6]).

ここでは, 次のように定義される $BC(X, E)$ 上の補間型作用素の族且を考える:

$Y$を有限集合とし, $\mathfrak{U}=$ { $\chi_{n},\lambda$ ( $\cdot;k$ ) : $n\in \mathrm{N}_{0},$ $\lambda\in\Lambda,$ $k$ \in Y} は X上の実数値関数

の族で

$\chi n,\lambda(x;\cdot)\geq 0$ ,
$\sum_{k\in Y}\chi_{n,\lambda}(x;k)=1$

$(x\in X_{0})$
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を満たすとする. $–=-\{\xi_{n,\lambda} : n\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda\}$ を Yから Xへの写像の族とする. この

とき, 補間システム $\mathfrak{U}$ と節点族 —を持つ補間型作用素を

$K_{n,\lambda}(F)(x)= \sum_{k\in Y}\chi_{n}$ , $\lambda$ (x; $k$ ) $F(\xi_{r\tau,\lambda}(k))$ $(F\in BC(X, E))$ (3)

によって定義する. これは $BC$ (X, $E$) 上の一般的な積分作用素の特別なものである

([11], [12], cf. [10]).

本講演の目的は, 適当な条件の下で $\{K_{n,\lambda}(F)(x)\}$ の $F$ (x) への収束性 (1) 及びそ

の収束速度の度合いを Fの連続率を用いて評価し, これらの結果をベルンシュタイ

ン型作用素へ応用することである. 一般的な取り扱い及び詳細については, [11], [12]

を参照.

2. 収束定理

$X_{0}$はコンパクトで, Xのある開集合 $Ox_{0}$ とコンパクト集合 Zx。が存在して,

$X_{0}$ $\underline{\subseteq}$ $O_{X_{0}}$ $\subseteq$ $Z_{X_{0}}$ (4)

とする. 当然, Xが局所コンパクトならば, この条件は常に満たされる.

以下において, $\mathrm{R}=\{K_{n,\lambda} : n\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda\}$ は (3) によって定義された補間型作用

素の族とする.
$\Phi$ : $X_{0}\cross Xarrow[0,0)$ は, すべての $\delta>0$ に対して

$\inf\{\Phi(x, t) : (x, t)\in X_{0}\cross X, d(x,t)\geq\delta\}$ $>0$ (5)

を満たす関数とする. また,

$\tau_{n,\lambda}(x;\Phi):=\sum_{k\in Y}\chi_{n}$
,\lambda (x $k$ ) $\Phi$ ( $x,$ $\xi_{n}$ ,\lambda (k))

とおき, これを $\chi n,\lambda$の $x$ における $\Phi$-モーメントと $\triangleright\backslash$ う.

定理 1.

$\lim_{narrow\infty}\tau_{n}$ , $\lambda$ (x; $\Phi$) $=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda$ , $x\in X_{0}$

関数 \Phi が次の特別な形で与えられ且つ (5) を満たす場合は, 定理 1 からコロフキ

ン型の定理を得ることができる (コロフキン型近似理論とその応用については, [1]
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(cf. [2]) を参照

$\Phi$(x, $t$ ) $= \sum_{i=1}^{r}u_{i}(x)w_{i}(t)\geq 0$ $((x, t)\in X_{0}\cross X)$ , $\Phi$ (x, $x$ ) $=0$ $(x\in X_{0})$ .

但し, 各関数 $u_{i}$は $X_{0}$で有界で, 各関数 $w_{i}$は $X$で連続である. 特に, $s$ を正の偶数と

し, $h_{1},$ $h_{2}$ , . . $\mathrm{I}$ , $h_{r}$は X上の実数値連続関数で

$\Phi$(x, $t$) $= \sum_{i=1}^{r}(h_{i}(x)-h_{i}(t))^{s}$ $((x,t)\in X_{0}\mathrm{x}X)$

の場合は応用上重要である ([7], [8], [9]).

また, $\varphi$ : $[0, \infty)arrow[0,0)$ を狭義の単調増加関数で, $\varphi(0)=0$ とし,

$\Phi$ (x, $t$) $=\varphi$ (d(x, $t$ )) $((x,t)\in X_{0}\cross X)$

と定めれば条件 (5) が満たされる. 特に,

$q>0$ , $\varphi(u)=u^{q}$ $(u\geq 0)$

のとき, $\tau_{n,\lambda}$ ($x;d$q) を $\chi n,\lambda$の $x$ における q次のモーメントという. これを用 $\mathrm{A}\backslash$ると,

定理 1 によって, ある $q>0$ に対して

$\lim_{narrow\infty}\tau_{n,\lambda}(x;d^{q})=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda$ , $x\in X_{0}$

ならば, 且は $BC$ (X, $E$) 上の EQUAPである.

3. 収束速度の評価

$F\in B$ (X, $E$ ), $\delta\geq 0$ に対して

($v$ (F, $\delta$ ) -up{ $||$ F(x)-F(t) $||$ : $x,t\in X,$ $d(x,t)\leq\delta$}

と定義する. これは Fの連続率と呼ばれ, $\delta$ の関数として $[0, \infty)$ 上の単調増加で且

つ有界である. 更に,

$F$ : X上で一様連続 $\Leftrightarrow$ $\lim\omega(F, \delta)=0$ .
$\deltaarrow+0$

定理 1 の連続率による量的バージョンを与えるために次の (6) 及び (7) を仮定する :
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ある定数 $C/\geq 1,$ $K$ >0 が存在して

$\omega$ (F, $\xi\delta$) $\leq(C+K\xi)\omega(F, \delta)$ $(\forall F\in B(X, E),$ $\forall\xi$ , $\delta\geq 0)$ (6)

が成り立つ

ある定数 $q\geq 1,$ $M$ >0 が存在して

$d^{q}(x,t)\leq M\Phi(x, t)$ $(\forall(x,t)\in X_{0}\cross X)$ (7)

が成り立つ.
$d$ が凸であると (は,

$d(x, y)=\alpha+\beta$ , $\alpha$ , $\beta>0$ $\Rightarrow$ $\exists z\in X$ : $d(x, z)=a,$ $d(z, y)=b$

が成り立つことである. この条件の下では, (6) が $C=K=1$ として満たされる. ま

た, Xが線形距離空間 $(V, d)$ の凸部分集合で, $d$ は移動不変, $\mathrm{i}.\mathrm{e}.$ ,

$d(x+z, y+z)=d(x, y)$ $(\forall x, y, z\in V)$ ,

$d(\cdot, 0)$ は星型, i.e. ,

$d(\alpha x, 0)\leq\alpha$d(x, 0) $(\forall x\in V, \forall\alpha\in[0,1])$

ならば, (6) が $C=K=1$ として満たされる. 特に, Xがノルム空間 Vの凸部分集合

ならば, $C=K=1$ として (6) が成り立つ (cf. [7]). 更に, 条件 (7) の下では, (5) が

常に成立する.

以下, $\{\epsilon_{n}\}_{n\in \mathrm{N}_{0}}$は正の実数列とする. また, 各 $n\in \mathrm{N}_{0}$に対して

$E_{n}(F):= \sup\{||K_{n,\lambda}(F)(x)-F(x)|| : \lambda\in\Lambda, x\in X_{0}\}$ $(F\in BC(X, E))$

とおく このとき,

$\mathrm{R}:BC$(X, $E$) 上の EQU$AP$ $\Leftrightarrow$ $\forall F\in BC$ (X, $E$), $\lim_{narrow\infty}E_{n}(F)=0$ .

定理 2. すべての $F\in BC$(X, $E$), $n\in \mathrm{N}_{0}$に対して

$E_{n}(F) \leq(C+K\min\{M^{1/q}\epsilon_{n}^{-1}, M\epsilon_{n}^{-q}\})\omega$( $F,$ $\epsilon$n$\tau_{n}$ ( $\Phi$))

が成り立つ. ここで,

$\tau_{n}(\Phi):=(\sup\{\tau_{n,\lambda}(x;\Phi) : \lambda\in\Lambda, x\in X_{0}\})^{1/q}$ .
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4. ベルンシュタイン型作用素

$1\leq p\leq\infty$ とし, $(\mathbb{R}^{r}, d)$ において距離関数 $d$ は次のとおり定義されるものとする :

$d(x,t)=\{$
($\sum_{i=1}^{r}|$x$i-ti$ $|^{p}$)

$1/p$

$(1\leq p<\infty)$

$1\mathrm{n}\mathrm{a}\mathrm{x}\{|x_{i}-t_{i}| : 1\leq i\leq r\}$ $(p=\infty)$ ,

$(x=(x_{1}, x_{2?}\ldots, x_{r}), t=(t_{1)}t_{2,..1},t_{r})\in \mathbb{R}^{r})$ .

このとき,

$p_{i}(x):=x_{i}$ $(x=(x_{1}, x_{2}, \ldots.x_{r})\in \mathbb{R}^{r},i=1,2, \ldots, r)$

と定義すれば,

$d^{q}(x, t) \leq c(p, q, r)\sum_{i=1}^{r}|$ pi $(x)-p_{i}(t)|^{q}$ $(x,t\in \mathbb{R}^{r}, q>0)$

が成立する. 但し,

$c(p, q, r):=\{$

$r$
q/p $(1\leq p<\infty,p\neq. q)$

1 $(1\leq p<\infty,p=q)$

1 $(p=\infty)$ .

ここでは, Xは $\mathbb{R}^{r}$の局所閉凸集合とする. 従って, (4) 及び (6), が $C=K=1$ とし

て成り立つ.

定理 3. $q\geq 1$ とする. このとき: すべての $F\in BC$(X, $E$), $n\in \mathrm{N}_{0}$に対して

$E_{n}(F) \leq(1+\min\{c(p, q, r)^{1/q}\epsilon_{n}^{-1}, c(p, q,r)\epsilon_{n}^{-q}\})\omega(F, \epsilon_{n}\mu_{n}(q))$

が成り立つ. ここで,

$\mu_{n}$ (q) $:=(\mathrm{s}$up $\{$ $\sum_{i=1}^{r}$ ($\sum_{k\in Y}\chi_{n}$ , $\lambda$ (x; $k$ ) $|p_{i}(x)-p_{i}(\xi_{n,\lambda}(k))|^{q}$ ) : $\lambda\in\Lambda$ , $x\in_{-}X_{0}\})^{1/q}$

各 $n\in \mathrm{N}_{0},$ $i$ =1,2, $\ldots,$
$r$ に対して

m。,i: $\Lambdaarrow \mathrm{N}$ , a、,i: $\Lambdaarrow(0, \infty)$

とし, $X:=[0, \infty)$r, $X_{0}$は閉集合で, $X_{0}\subseteq[0,1]$ r とする. $F\in BC$ (X, $E$) に対して

$B_{n,\lambda}(F)(x)= \sum_{k_{1}=0}^{m_{n,1}(\lambda)m}\sum_{k_{2}^{\wedge}=0}^{n,2(\lambda)}$ , . . $\sum_{k_{r}=0}^{m_{n,r}(\lambda)}\mathrm{n}(\begin{array}{l}m_{n,\mathrm{i}}(\lambda)k_{i}\end{array})x_{i}^{k}(:1-x_{i})^{m_{n}.:(\lambda)-k}$
:
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$\cross F(a_{n,1}(\lambda)k_{1}, a_{n,2}(\lambda)k_{2},$
$\ldots,$

$a_{n,r}(\lambda)f_{\acute{v}}r)$

$(n\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda, x\in X)$

と定義する. このとき, $K_{n,\lambda}$ :=Bn,’は (2) を満たす補間型作用素で, ベルンシュタ

イン型作用素と呼ばれる.

定理 4. 各 $i=1,2$ , . . (’ $r$ に対して

$\lim_{narrow\infty}a_{n,i}(\lambda)m_{n,i}(\lambda)=1$ uniformly in $\lambda\in\Lambda$ (8)

且つ

$narrow\infty 1\mathrm{i}\ln a_{n,i}(\lambda)^{2}m_{n,i}(\lambda)=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda$ (9)

ならば, 貝は $BC(X, E)$ 上の EQUAPである.

$\beta_{n}:=(\sup\{\sum_{i=1}^{r}b_{n,i}(\lambda,x)$ : $\lambda\in\Lambda,$ $x\in X_{0}\})^{1/2}$

とおく 但し,

$b_{n,i}(\lambda,x):=(a_{n,i}(\lambda)m_{n,i}(\lambda)-1)^{2}p_{i}^{2}(x)+a_{n,i}(\lambda)^{2}m_{n_{\}}i}(\lambda)p_{i}(x)(1-p_{i}(x))$

とする.

定理 5. すべての $F\in BC$ (X, $E$), $n\in \mathrm{N}_{0}$に対して

$E_{n}(F) \leq(1+\min\{\sqrt{c(p,r)}\epsilon_{n}^{-1}, c(p, r)\epsilon_{n}^{-2}\})\omega$(F, $\epsilon$A) (10)

が成り立つ. 但し,

$c(p, r)=\{$
$r$
2/p $(1\leq p<\infty,p\neq 2)$

1 $(p=2, \infty)$ .

定理 6. すべての $\lambda\in\Lambda$ に対して

$a_{n,i}(\lambda)m_{n,i}(\lambda)=1$ $(n\in \mathrm{N}_{0}, i=1,2, . . \mathrm{r} , r)$ (11)

とする. このとき, すべての $F\in BC$(X, $E$), $n\in \mathrm{N}_{0}$に対して

$E_{n}(F) \leq(1+\min\{\sqrt{c(p,r)}\epsilon_{n}^{-1}, c(p, r)\epsilon_{n}^{-2}\})\omega$ ( $F,$ $\epsilon_{n}\gamma$n)

が成り立つ. ここで,

$\gamma_{n}:=(\sum_{i=1}^{r}($$\sup\{\frac{1}{m_{n,i}(\lambda)}$ : $\lambda\in\Lambda$ } $||$pi-pr $||x_{0}$ ))
$\mathrm{l}/2$

,
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$||pi-p_{i}^{2}||$ X0 $:= \max\{p_{i}(x)-p_{i}(x)^{2} : x\in X_{0}\}$

である.

(8) 及び (9) を満たす $\{m_{n,i}\},$ {an,i} の例は次の通りである:

$\Lambda\underline{\subseteq}[0, \infty)$ , $lJ\in \mathrm{N}_{0},$ $\mu\in[0, \infty)$ で, $\{lJ_{n}\}_{n\in \mathrm{N}_{0}}$ は狭義単調増加な自然数列とする.

このとき,

m。,i $(\lambda):=lJ_{n}+lJ+[\lambda]+i$ $(n\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda, i=1,2, \ldots, r)$ , (12)

但し, $[\cdot]$ は Gauss 記号を表す-

$a_{n,i}( \lambda):=\frac{1}{|y_{n}+\mu+\lambda+i}$ $(n\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda, i=1,2, ..\tau , r.)$ . (13)

また, (11) を満たす $\{m_{n,i}\},$ {an,i} の例は $m_{n,i}$ (\lambda ) を (12) の通りとし,

$a_{n,i}( \lambda):=\frac{1}{lJ_{n}+lJ+[\lambda]+i}$

.
$(n\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda, i=1,2, \ldots, r)$ (14)

とすればよい.

$X_{0}=[0,1]$ r とする. (12), (13) において\mbox{\boldmath $\nu$} $=\mu=0$ の場合, 定理 5 から次の評価式

が得られる:

$E_{n}(F)\leq(1+$ min $\{\frac{\sqrt{rc(p,?)}}{2},,$ $\frac{rc(p,r)}{4}\})\omega(F,$ $\frac{1}{\sqrt{l^{y_{n}}}}$ ) $(F\in BC(X, E))$ .

また, (12), (14) の場合, 定理 6 から次の評価式が得られる :

$E_{n}(F) \leq(1+\min\{\frac{\sqrt{rc(p,r)}}{2}$ , $\frac{rc(p,?\cdot)}{4}\})\omega(F,$ $\frac{1}{\sqrt{1J_{l1}+l\nearrow+1}})$ $(F\in BC(X, E))$ .

$m_{n}$ : $\Lambdaarrow \mathrm{N},$ $X_{0}\subseteq\Delta_{r}$ とする. 但し,

$\Delta_{r}:=\{x=$ $(x_{1}, x_{2}, . . , x_{r})\in \mathbb{R}^{r}$ : $x_{i}\geq 0,1\leq i\leq r,$ $\sum_{i=1}^{r}x_{i}\leq 1\}$

(the standば $\mathrm{d}$

$r$-simplex) である. $F\in BC$ (X, $E$) に対して,

$B_{n,\lambda}(F)(x)= \sum_{k:\in \mathrm{N}_{0},k_{1}+k_{2}+\cdots+k_{r}\leq m_{n}(\lambda)}q_{n,\lambda}(x;k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{r}^{\wedge})$

$\cross$ F(a$n$ , $1(\lambda)k_{1},$ $a_{n,2}(\lambda)k_{2},$
$\ldots,$

$a_{n,r}(\lambda)k_{r}$ )

$(n\in \mathrm{N}_{0}, \lambda\in\Lambda,x\in X)$
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と定義する. ここで,

$q_{n,\lambda}(x;k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{r}):=(\begin{array}{lll}m_{n}(\lambda) k_{1},k_{2}^{p} \cdots ,k_{r}\end{array})$ $\prod_{i=1}^{r}x_{i}^{k_{\mathrm{i}}}(1-\sum_{j=1}^{r}x_{j})^{m_{n}(\lambda)-\sum_{g=1}^{r}k_{j}^{\wedge}}.$,

( $m_{n},(\lambda)$

, $k_{r}$) $:= \frac{m_{n}(\lambda)!}{k_{1}!k_{2}^{X}!\cdots k_{r}!(m_{n}(\lambda)-k_{1}^{\wedge}-k_{2}^{\wedge}-1\cdot\cdot-k_{r})!}$

である.

$K_{ll,\lambda}$ :=Bn,’は (2) を満たす補間型作用素で, ベルンシュタイン型作用素と呼ば

れる.

定理 8. 各 $i=1,2$, . . . , $r$ に対して

$\lim_{narrow\infty}a_{n,i}(\lambda)m_{n}(\lambda)=1$ uniformly in $\lambda\in\Lambda$ (15)

且つ

$\lim_{narrow\infty}a_{n,i}(\lambda.)^{2}m_{n}(\lambda)=0$ uniformly in $\lambda\in\Lambda$ (16)

ならば, 貝は $BC$ (X, $E$) 上の EQUAPである.

$\beta_{n}:=(\sup\{\sum_{i=1}^{r}b_{n,i}(\lambda, x)$ : $\lambda\in\Lambda$ , $x\in X_{0}\})^{1/2}$

とおく 但し,

$b_{\mathrm{n},i}(\lambda, x):=(a_{n,i}(\lambda)m_{n}(\lambda)-1)^{2}p_{i}(x)^{2}+a_{n,i}(\lambda)^{2}m_{n}(\lambda)p_{i}(x)(1-p_{i}(x))$

とする.

定理 9. すべての $F\in BC$ (X, $E$), $n\in \mathrm{N}_{0}$に対して, 不等式 (10) が成立する.

$\theta$

n $:=\sqrt{\sup\{\frac{1}{m_{n}(\lambda)}\cdot\lambda\in\Lambda\}}$. $(n\in \mathrm{N}_{0})$ ,

$\tau$X0 $(p, r):=1+ \min\{\sqrt{c(p,r)}||\sum_{i=1}^{r}(p_{i}-p_{i}^{2})||_{X_{0}}^{1/2}$ , $c(p, r)|| \sum_{i=1}^{r}(p_{i}-p_{i}^{2})||_{X_{0}}$ },

$|| \sum_{i=1}^{r}$ (乃一 $p_{i}^{2}$ ) $||_{X_{\mathrm{O}}}:= \max\{\sum_{i=1}^{r}(p_{i}(x)-p_{i}^{2}(x))$ : $x\in X_{0}\}$

とお $<$ ,

定理 10. すべての $\lambda\in\Lambda$ に対して

$a_{n,i}(\lambda)m_{n}(\lambda)=1$ $(n\in \mathrm{N}_{0},i=1,2, \cdots, r)$ (17)
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とする. このとき, すべての $F\in BC$ (X, $E$ ) $\}n\in \mathrm{N}_{0}$に対して

$E_{n}(F)$ $\leq\tau x_{0}(p, r)\omega(F,$ $\theta_{n}$

が成立する.

$\Lambda,$ $lJ$, \mu 及び $\{l/_{n}\}_{n\in \mathrm{N}_{0}}$ は先程のとおりとする. このとき,

$m_{n}(\lambda):=|J_{n}+lJ+[\lambda]$ ( $n\in \mathrm{N}_{0}$ , A $\in\Lambda$) $(18)$

とし, $a_{n,i}$ (\lambda ) を (13) の通りとすれば, (15) 及び (16) が成り立つ. また,

$a_{n,i}( \lambda):=\frac{1}{lJ_{n}+\nu+[\lambda]}$ ($n\in \mathrm{N}_{0}$ , A $\in\Lambda$ , $i=1,2,$ $\ldots,$
$r$) (19)

とすれば, (17) が成り立つ.

$X_{0}=\Delta_{r}$ とする. (13), (18) において $\mu=|J=0$ の場合, 定理 5 から次の評価式

が得られる:

$E(F)\leq(1+(r+1)\sqrt{rc(p,r)})$u $(F,$ $\frac{1}{\sqrt{\nu_{n}+1}}$ ) $(F\in BC(X, E))$ .

また, (18), (19) の場合, 定理 6 から次の評価式が得られる :

$E_{n}(F) \leq(1+\min\{\frac{\sqrt{rc(p,r)}}{2},$ $\frac{rc(p,r)}{4}\})\omega(F,$ $\frac{1}{\sqrt{\}J+nlJ}})$ $(F\in BC(X, E))$ .
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