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1. ff
次の特異楕円型方程式の正値解の多重存在について論じる。

(1.1) $\{$

$-\Delta u=\lambda u^{-q}+u^{p}$ in $\Omega$ ,
$u=0$ on $\partial\Omega$ .

ただし、 $\Omega$ は $\mathbb{R}^{N}$ の有界集合で、 $\lambda>0,$ $q$ >0, $p>1$ とする。 $\partial\Omega$ が $C^{3}$ 級のとき. Coclite-
Palmieri [2] は、 $0<\lambda<\tilde{\lambda}$ ならば (1.1) は少なくとも 1 つの正値解を持ち、 $\lambda>\tilde{\lambda}$ ならば
(1.1) は正値解をもたないということを満たす $\tilde{\lambda}>0$ が存在することを示した。一方、

(1.2) $\{$

$-\Delta u=\lambda u^{q}+u^{p}$ in $\Omega$ ,
$u=0$ on $\partial\Omega$

に対して、 $\partial\Omega$ が滑らかで $0<q<1<p\leq 2^{*}-1$ のとき、 Ambrosetti-Brezis-Cerami [1]
は、 $\lambda^{*}=\sup$ { $\lambda>0$ :(1.2) は正値解を持つ } は正数であり、 各 $\lambda\in(0, \lambda*)$ に対して (1.2)
は少なくとも 2 つの正値解が存在することを示した。それぞれの問題に付随する汎関数を
眺めると、 $\lambda>0$が小さいとき, 問題 (1.1) に 2つの正値解が存在すると予想するのは自然
なことである。 ここでは、 この予想が正しいこと、すなわち、 $\lambda>0$が小さいとき、 (1.1)
は少なくとも 2 つの正値弱解を持つことを示す。 さらに、 得られた正値弱解がある条件の
下で古典解てあることを示す。正値弱解の存在については、 Sun-Wu-Long[4] が既に結果
を得ているが、我々の結果の方が、 2つの正値弱解が存在を保証する $\lambda>0$の範囲が広く、
� $\Omega$ の正則性の仮定を必要とせす、$p=2^{*}-1$ の場合を扱っているなどの優越性がある。 ま

た、 この中では述べないが、 我々は $0<p<2^{*}-1,$ $q$ =1 の場合についても結果がある
[3]。我々は、 この問題に対して変分法を用いたアプローチを行なう。付随する汎関数がフ
レッシエ微分可能でないことや、解の正値性を示すために強最大値原理を使えないなどの
難点があるが、 これらを克服して 2 つの正値弱解の存在を導く。さらに、 適当な条件の下
で、 得られた正値弱解が古典解になることを示す。

2. 結果

$u$が (1.1) の正値弱解であるとは、 $\Omega$ において $u>0$てあり、 $u\in H_{0}^{1}$ (\Omega ) であり、すべて
の $\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ に対して

$/$ ($\nabla u\nabla\psi-\lambda u^{-q}$Q $-u^{p_{t}}\psi$)$)dx=0$
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を満たすこととする。

(2.1) $I_{p,q,\lambda}u= \frac{1}{2}\int_{\Omega}|\nabla$u $|^{2}dx- \frac{\lambda}{1-q}\int_{\Omega}|$u $|^{1-q}dx- \frac{1}{p+1}\int_{\Omega}|$ u $|^{\mathrm{p}+1}dx$ , $u\in H_{0}^{1}(\Omega)$

により、 $I_{p,q,\lambda}$ : $H_{0}^{1}(\Omega)arrow \mathbb{R}$ を定める。

$H_{+}=\{u\in H_{0}^{1}(\Omega) : u\geq 0\}\backslash \{0\}$

と置 $\text{く}$

。

ます、 2 つの正値弱解の存在についての結果を述べる。

定理 1(subcritical の場合). $0<q<1,1<p<2^{*}-1$ とする。

$\mathrm{A}=\sup\{\lambda>0$ : 各 $u\in H_{+}$ に対し

$t\mapsto I_{p,q,\lambda}(tu):(0, \infty)arrow \mathbb{R}$ は 2つの臨界点を $(0, \infty)$ に持つ}
と置く。 このとき、 各 $\lambda\in$ $(0, \Lambda)$ に対して、 $C^{\infty}(\Omega)\cap L^{\infty}(\Omega)$ に属する少なくとも 2っの
(1.1) の正値弱解が存在する。

註 1. 次節の補助定理 1 で示すように、 $\Lambda>0$である。

註 2. この中では述べないが、 $1<p<2^{*}-1$ のときは、 $q=1$ の場合につぃても結果があ
る。 詳しくは、 [3] を参照のこと。

定理 2(critical の場合). $0<q<1$ かつ $p=2^{*}-1$ とする。

$\Lambda_{*}=\sup\{\lambda>0$ : 各 $u\in H_{+}$ に対して $I_{p,q,\lambda}(tu)\geq 0$ を満たす $t>0$ が存在し、

$\sup\{\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}d$x: $u\in H_{+},$ $\frac{d}{dt}I_{p,q,\lambda}(t\prime u)|_{t=1}=0$ ,

$\frac{d^{2}}{dt^{2}}I_{p,q,\lambda}(tu)|_{t=1}>0\}\leq(\frac{2^{*}}{2})^{\frac{2}{2^{*}-2}}S^{\frac{2^{*}}{2^{*}-2}}\}$

と置く。 ただし、

$S= \inf\{\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx$ : $u\in H_{0}^{1}(\Omega),$ $\int_{\Omega}|$u $|^{2^{*}}dx$ $=1\}$

である。 このとき、 各 $\lambda\in(0,$ $\mathrm{A}$*] に対して、 $C^{\infty}(\Omega)\cap L^{\infty}(\Omega)$ に属する少なくとも 2っの
(1.1) の正値弱解が存在する。

次に、 得られた正値弱解が古典解であるための条件を考察する。 $d$ : $\Omegaarrow$ [0, o) を
$d(\cdot)=\mathrm{d}\mathrm{i}\mathrm{s}\mathrm{t}(\cdot, \partial\Omega)$ とし、 各 $a>0$ に対し

$\Omega_{a}=\{x\in\Omega : d(x)<a\}$

と置く。各 $a>0,$ $u\in H_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{1}(\Omega),$ $v\in L_{1\mathrm{o}\mathrm{c}}^{1}(\Omega)$ に対し、 $- \int_{\Omega}\nabla u\nabla\psi dx\leq\int_{\Omega}v$ \psi $dx$ が、 $\psi\geq 0$

及ひ $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}$ \psi \subset \Omega 。を満たすすべての $\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ につぃて成り立っとき、

$\Delta u\leq v$ in \Omega 。

と定める。
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定理 3($0<q<1$ の場合の正則性). $\lambda>0_{i}1<p\leq 2^{*}-1$ とする。

$\triangle d\leq Kd^{-\mu}$ in \Omega 。

を満たす $a>0,$ $K$ \geq 0, $\mu\in[q, 1)$ が存在すると仮定する。 このとき、 (1.1) の各正値弱解
に対して、 $u\leq Md$ を満たす正数 $M$ が存在する。

定理 4($q=1$ の場合の正則性). $\lambda>0,1<p\leq 2^{*}-1$ とする。

$\Delta d\leq Kd^{-1}(\ln(e/d))^{-\nu}$ $i$ n\Omega 。

を満たす $a>0,$ $K\geq 0_{f}\nu$ >1 が存在すると仮定する。 このとき、 (1.1) の各正値弱解 $u$ に

対して、 $\Omega_{\delta}$ において $u\leq Md\sqrt{\ln(e}/d$) を満たす $M,$ $\delta>0$ が存在する。

註 3. 定理 3, 4 の条件の下では、 正値弱解は古典解である。すなわち、 $C$“ $(\Omega)\cap C$ (\Omega ) に

含まれる。

註 4. 次の命題が成り立つので、 $\Omega$ が凸であることや� $\Omega$ が $C^{2}$ 級であることは、 定理 3,
4 の仮定に対する十分条件である。

命題 1. 各 $x\in\partial\Omega$ {こ対して $|x-y|=R$ かつ $\{z\in \mathbb{R}^{N} : |z-y|<R\}\cap\Omega=\emptyset$ を満たす
$y\in \mathbb{R}^{N}$ が必す取れる $R>0$ が存在すると仮定する。 このとき、 $\Delta d\leq(N-1)/R$ が成り
立つ。 特に、 $\Omega$ が凸であれば、 $\triangle d\leq 0$ が成り立つ。

3. 証明

定理 1 と定理 3 の証明を与える。その他については、 [3] を参照のこと。
定理 1 の証明を終えるまで、 定理 1 の条件を仮定する。 $H_{0}^{1}$ (\Omega ) のノル $\Delta$

$||$ $|$ | を

$||u||^{2}= \int_{\Omega}|\nabla$u|2 $dx$ , $u\in H_{0}^{1}(\Omega)$

と定める。 各 $\alpha>0$ に対し、

$C_{\alpha}= \sup\{\int_{\Omega}|u|^{\alpha}dx$ : $||u||=1\}$

と置 $\text{く}$

。

ます、 定理 1 に現れる A が正数であることを示しておく。

補助定理 1. A は正数。

証明. $\lambda>0$ とし、 $u\in H_{+}$ とする。

$\frac{d}{dt}I_{p,q,\lambda}(tu)=t\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx-\lambda t^{-q}\int_{\Omega}|u|^{1-q}dx-t^{p}\int_{\Omega}|u|^{p+1}dx$

$\geq t^{-q}||u||^{1-q}$ ( $(t||u||)^{1+q}-\lambda C_{1-q}-C_{p+1}($ t||u||)$p+q$)
が成り立つ。 $\tau^{1+q}-\lambda C_{1-q}-C_{p+1}\tau^{p+q}>0$ を満たす正数 $\tau$ が存在することと $(\lambda C_{1-q}/(p-$

$1))^{p-1}(C_{p+1}/(1+q))^{1+q}<(1/(p+q))^{\mathrm{p}+q}$ は同値であることが簡単にわかるので、

$\Lambda\geq(\frac{(p-1)^{p-1}(1+q)^{1+q}}{(p+q)^{p+q}C_{1-q}^{p-1}C_{p+1}^{1+q}})^{\frac{1}{p-1}}$

を得る。 $\text{口}$
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$\lambda\in$ $(0, \Lambda)$ を満たすように $\lambda$ を固定する。以下、 $I=I_{p,q,\lambda}$ と略記する。 $u\in H_{+}$ に対
し、 $J_{u}$ : $(0, \infty)arrow \mathbb{R}$ を $J_{u}(t)=I$ (tu) と定める。仮定 $\lambda\in(0, \Lambda)$ により、 $u\in H_{+}$ に対す
る $J_{u}$ のグラフは次のようになる。 すなわち、 $0<\underline{t}<\overline{t}$ 及び $J_{u}’’(\underline{t})>0,$ $J_{u}’’(\underline{t})<0$ を満た

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ のグラフ

す 2 つの臨界点 $\underline{t},$

$\overline{t}$ を $\sqrt u$ は持つ。
さで、

$U=\{u\in H_{+}:$ $\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx=\lambda\int_{\Omega}|u|^{1-q}dx+\int_{\Omega}|u|^{p+1}dx$ ,

$\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx+\lambda q\int_{\Omega}|u|^{1-q}$dx-p $\int_{\Omega}|u|^{p+1}dx>0\}$ ,

$V=\{v\in H_{+}:$ $\int_{\Omega}|\nabla v|^{2}dx=\lambda\int_{\Omega}|v|^{1-q}dx+\int_{\Omega}|v|^{p+1}dx$ ,

$\int_{\Omega}|\nabla v|^{2}dx+\lambda q\int_{\Omega}|v|^{1-q}$ dx-p $\int_{\Omega}|v|^{p+1}dx<0\}$

と $U,$ $V$ を定める。すなわち、

$U=\{u\in H_{+} : \sqrt’(u1)=0, J_{u}’’(1)>0\}=\{\underline{t}u:u\in H_{+}, \underline{t}>0, \sqrt{}’(u\underline{t})=0, \sqrt{}’’(u\underline{t})>0\}$ ,
$V=\{v\in H_{+v} : \sqrt{}’(1)=0, \sqrt{}’’(v1)<0\}=\{\overline{t}v : v\in H_{+}, \overline{t}>0, \mathrm{t}_{v}’(\overline{t})=0, \sqrt{}’’(v\overline{t})<0\}$

である。

補助定理 2. 次が成立。
(i) $\sup\{||u|| : u\in U\}<\infty$

(ii) $\inf\{||v|| : v\in V\}>0$ , 任意の正数 $M$ に対して $\sup\{||v|| : v\in V, Iv\leq M\}<\infty$

(iii) inf $I(U)>-\infty$ 及び $\inf I(V)>-\infty$

証明. (i): $u\in U$ とする。 $0<J_{u}’’(1)= \int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx+\lambda q\int_{\Omega}|u|^{1-q}dx-p(\int_{\Omega}|\nabla u|^{2}dx-$

$\lambda\int_{\Omega}|u|^{1-q}d$x) より、

(3.1) $||u||^{1+q} \leq\frac{\lambda(p+q)C_{1-q}}{p-1}$

を得る. (ii): $v\in V$ とする。 先と同様にして、 $||v||^{p-1}\geq(1+q)/((p+q)C_{p+l})$ を得る。
$Iv\leq M$ とすると、 $(1/2-1/(p+1))||v||^{2}-\lambda C_{1-q}(1/(1-q)-1/(p+1))||v||^{1-q}\leq M$ を
得る。 (iii):(i), (ii) から明らか。 口

定理 1 の証明において、 次は重要である。
命題 2. $Iu= \inf I(U),$ $Iv= \inf I(V)$ を満たす $\mathrm{c}\iota\in U_{y}v$ \in Vがそれぞれ存在する。



28

証明. まず-. $Iu= \inf I$ (U) を満たす $u\in U$ が存在することを示す。 $Iu_{n} arrow\inf I$(U) を満
たす $\{u_{n}\}$ $\subset U$ を取る。補助定理 2(i) により、 $\{u_{n}\}$ は $u\in H_{0}^{1}$ (\Omega ) に弱収束するとして
良い。 もし $u=0$ とすると、 $0=Iu\leq\varliminf Iu_{n}<0$ より矛盾を得るので、 $u\in H_{+}$ がわ
かる。 $\{u_{n}\}$ は $u$ に強収束することを示す。 このことを否定すると、 $||u_{n}-u||arrow c>0$

として良い。 $J_{u}’(1)+c^{2}=0$ が成り立つことが容易にわかる。仮定 $\lambda\in(0, \Lambda)$ により、
$\sqrt’(u\underline{s})=\sqrt{}’(u\overline{s})=0$ を満たす $0<\underline{s}<\overline{s}$ が存在する。 $\underline{s}u\in U$ に注意する。 $\sqrt{}’(u1)<0$ より、
$1<\underline{s}$ または $\overline{s}<1$ が成り立つ。 $1<\underline{s}$ とすると、

$\inf I(U)\geq J_{u}(1)+\frac{c^{2}}{2}>\sqrt u(1)>Jv(\underline{s})\geq\inf I(U)$

のように矛盾を得るので、 $\overline{s}<1$ である。 $t>0$ に対し、 $f(t)=\sqrt u(t)+c^{2}t^{2}/2$ と置く。
$0<\overline{s}<1$ 及び $f’(1)=0,$ $f’(\overline{s})=c^{2}\overline{s}>0$ から、 $[\overline{s}, 1]$ 上で $f$ は増加関数であることがわ
かる。 よって、

$\inf I(U)\geq f(1)>f(\overline{s})>\sqrt u(\overline{S})>\sqrt u(\underline{s})\geq\inf I(U)$

となり、 矛盾を得る。 したがって、 $\{u_{n}\}$ は $u$ に強収束することを得た。仮定 $\lambda\in(0, \Lambda)$

により、 $\sqrt{}’’(u1)>0$ であるから、 $u\in U$ 及び $Iu= \inf I$(U) が成り立つ。
次に、 $Iv= \inf I(V)$ を満たす $v\in V$ が存在することを示す。 $Iv_{n} arrow\inf I(V)$ を満たす

$\{v_{n}\}\subset V$ を取る。補助定理 2(ii) より $\{v_{n}\}$ は $v\in H_{0}^{1}(\Omega)$ に弱収束するとしてよい。 も
し $v=0$ とすると、 $\{v_{n}\}$ は 0 に強収束することがわかるので、補助定理 2(ii) に矛盾す
るから、 $v\in H_{+}$ がわかる。 $\{v_{n}\}$ は $v$ に強収束することを示す。 このことを否定すると、
$||v_{n}-v||arrow a>0$ として良い。

$\inf I(V)\geq Iv+\frac{a^{2}}{2}$ , $\sqrt{}’(v$ 1) $+a^{2}=0$ かつ $J_{v}’’(1)+a^{2}\leq 0$

が成り立つことがわかる。 $\sqrt’(v1)<0$ かつ $\sqrt{}’’(v1)<0$ より、 $J_{v}’(\overline{t})$ $=0$ 及び $J_{v}’’(\overline{t})<0$ を

満たす $\overline{t}\in$ $(0, 1)$ が存在することがわかる。 $\overline{t}v\in V$ に注意する。 $t>0$ に対し、 $g(t)=$
$\sqrt v(t)+a^{2}t^{2}/2$ と置く。 $0<\overline{t}<1$ 及び $g’(1)=0,$ $g’(\overline{t})=a^{2}\overline{t}>0$ より、 $[t, 1]$ 上 $g$ は増加関
数てあることがわかる。よって、

$\inf I(V)\geq g(1)>g(\overline{t})>I(\overline{t}v)\geq\inf I(V)$

のように矛盾を得る。 したがって、 $a=0$ であり、 $\{v_{n}\}$ は $v$ に強収束することがわかる。
仮定 $\lambda\in$ $(0, \Lambda)$ より、 $\sqrt{}’’(v1)<0$ であることに注意すると、 $v\in V$ 及び $Iv= \inf I$(V) が
わかる。 口

定理 1 の証明を終えるまで、命題 2 で得られた $u\in U$ 及び $v\in V$ を固定する。

補助定理 3. 各 $w\in H_{+}$ に対し、 次が成立する。

(i) $0\leq\epsilon<\epsilon_{0}$ ならば $I(u+\epsilon w)\geq Iu$ を満たす正数 $\epsilon_{0}$ が存在する。
(ii) $\epsilonarrow+0$ のとき、 $t_{\epsilon}arrow 1$ となる。 ただし、 各 $\epsilon\geq 0$ に対し、 $t_{\epsilon}$ は、 $t_{\epsilon}(v+\epsilon w)\in V$

を満たすただ一つの正数である。

証明. $w\in H_{+}$ とする。 (i):

$\sigma(\epsilon)=\int_{\Omega}|\nabla(u+\epsilon w)|^{2}dx+\lambda q\int_{\Omega}|u+\epsilon w|^{1-q}dx-p\int_{\Omega}|u+\epsilon w|^{p+1}dx$ , $\epsilon\geq 0$

と置く。 $\sigma(0)=\sqrt{}’’(u1)>0$ より、 $\epsilon\in[0, \epsilon 0)$ ならば $\sigma(\epsilon)>0$ が成り立つ正数 $\epsilon_{0}$ が存在す
る。 各 $\epsilon>0$ に対し、 $s_{\epsilon}(u+\epsilon w)\in U$ を満たす $s_{\epsilon}>0$ が取れるので、 各 $\epsilon\in[0, \epsilon 0)$ に対
し、 $I(u+\epsilon w)\geq I(s_{\epsilon}(u+\epsilon w))\geq Iu$ を得る.
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(ii): $C^{\infty}$-関数 $\alpha$ を、 $(t, a, b, c)\in(0, \infty)\cross \mathbb{R}^{3}$ に対し $\alpha(t, a, b, c)=at-\lambda bt^{-q}-ct^{p}$ と定
める。

$\frac{\partial\alpha}{\partial t}(1,$ $\int_{\Omega}|\nabla v|^{2}dx,$ $\int_{\Omega}|v|^{1-q}dx,$ $\int_{\Omega}|v|^{p+1}dx)=J_{v}’’(1)<0$ ,

$\alpha(t_{\epsilon},$ $\int_{\Omega}|\nabla(v+\epsilon w)|^{2}dx,$ $\int_{\Omega}|v+\epsilon w|^{1-q}dx,$ $\int_{\Omega}|v+\epsilon w|^{p+1}dx)=\sqrt{}’(v+_{\overline{\mathrm{C}}}wt_{\zeta})=0$ , $\epsilon\geq 0$

となるので、 陰関数定理から結論を得る。 口

補助定理 4. 各 $w\in H_{+}$ に対して、 $u^{-q}w,$ $v^{1}w\in L^{1}$ (\Omega ) 及び

$\int_{\Omega}(\nabla u\nabla w-\lambda u^{-q}w-u^{p}w)dx\geq 0$ かつ $\int_{\Omega}(\nabla v\nabla w-\lambda v^{-q}w-v^{p}w)dx\geq 0$

が成り立つ。特に、 ほとんど至るところ $u,$ $v>0$ がわかる。

証明. $w\in H_{+}$ とする。 補助定理 3(i) より、 十分小さい任意の $\epsilon>0$ に対して

$\frac{\lambda}{1-q}\int_{\Omega}\frac{|u+\epsilon w|^{1-q}-|u|^{1-q}}{\epsilon}dx$

$\leq\frac{1}{2}\int_{\Omega}\frac{|\nabla(u+\epsilon w)|^{2}-|\nabla u|^{2}}{\epsilon}dx-\frac{1}{p+1}\int_{\Omega}\frac{|u+\epsilon w|^{p+1}-|u|^{p+1}}{\epsilon}dx$

がわかる。 $\epsilon\downarrow 0$ に際して、 上の不等式の右辺は有限の極限値を持っことに注.意する。 各
$x\in\Omega$ に対し、 $\epsilon\downarrow 0$ に際して $(|u(x)+\epsilon w(x)|^{1-q}-|u(x)|^{1-q})/((1-q)\epsilon)$ は単調に増力 $\coprod$ し、

$\lim_{\epsilon\downarrow 0}\frac{|u(x)+\epsilon w(x)|^{1-q}-|u(x)|^{1-q}}{(1-q)\epsilon}=\{$

0 $w(x)=0$ のとき
$(u(x))^{-q}w$ (x) $w(x)>0$ かつ $u(x)>0$ のとき
$\infty$ $w(x)>0$ かつ $u(x)=0$ のとき

となることがわかる。 したがって、単調収束定理にょり、 $u^{-q}w\in L^{1}$ (\Omega ) 及び $\int_{\Omega}(\nabla u\nabla w-$

$\lambda u^{-q}w-u^{p}w)dx\geq 0$ を得る。
次に $v$ についての性質を示す。 各 $\epsilon>0$ に対し、 $t_{\epsilon}(v+\epsilon w)\in V$ を満たす正数 $t_{\Xi}$ が存

在する。十分小さい $\epsilon>0$ に対して $I(t_{\epsilon \mathrm{i}}(v+\epsilon w))\geq Iv\geq I(t_{\epsilon}v)$ が成り立っので、

$\lambda t1-q\int_{\Omega}\frac{|v+\epsilon w|^{1-q}-|v|^{1-q}}{(1-q)\epsilon}dx$

$\leq\frac{t_{\epsilon}^{2}}{2}\int_{\Omega}\frac{|\nabla(v+\epsilon w)|^{2}-|\nabla v|^{2}}{\epsilon}dx-\frac{t_{\epsilon}^{p+1}}{p+1}\int_{\Omega}\frac{|v+\epsilon w|^{p+1}-|v|^{p+1}}{\epsilon}dx$

を得る。補助定理 3(ii) より、 $v^{-q}w\in L^{1}$ (\Omega ) 及び $\int_{\Omega}(\nabla v\nabla w-\lambda v^{-q}w-v^{p}w)dx\geq 0$ を得
る. 口

$\varphi_{1}$ を、 ディリクレ境界条件のもとでの $-\Delta$ の正値固有関数とする。 $\partial\Omega$ に対する正則性
の仮定なしに $\varphi_{1}\in L^{\infty}(\Omega)$ が成り立つことを注意しておく。 $\varphi=\eta\varphi_{1}$ で定義される $\varphi$ が、

$\Omega$ 上 $\Delta\varphi+\lambda\varphi^{-q}+\varphi^{p}>0$ 及び $\varphi^{p+q}\leq\lambda q/p$ を満たすように $\eta>0$ を取っておく。すなゎ
ち、 $\varphi$ は、 $L^{\infty}$ ノルムの値が十分小さい (1.1) の正値劣解である。

補助定理 5. $u\geq\varphi$ 及び $v\geq\varphi$ が成り立っ。
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証明. 各 w。は $\Omega$ に含まれるコンパクトなサポートを持ち、 $0\leq w_{n}\leq(\varphi-u)^{+}$ であり、
$\{w_{n}\}$ は $(\varphi-u)^{+}$ に強収束するような $\{w_{n}\}$ $\subset H_{0}^{1}$ (\Omega ) を取る。 補助定理 4 及び $\varphi$ が劣解
であることと $0<t^{p+q}\leq\lambda q/p$ において $d/dt(\lambda t^{-q}+t^{p})\leq 0$ が成り立つことから、

0\leq $\int$\Omega (\nabla u\nabla wユー $\lambda u^{-q}w_{n}-u^{p}w_{n}$ ) $dx- \int_{\Omega}(\nabla\varphi\nabla w_{n}-\lambda\varphi^{-q}w_{n}-\varphi^{p}w_{n})dx$

$=- \int_{\Omega}\nabla(\varphi-u)^{+}\nabla w_{n}dx-\int_{\Omega}((\lambda u^{-q}+u^{p})-(\lambda\varphi^{-q}+\varphi^{p}))w_{n}dx$

$\leq-\int_{\Omega}\nabla(\varphi-u)^{+}\nabla w_{n}dx$

を得る。 $narrow\infty$ として、 $\int_{\Omega}|\nabla(\varphi-u)^{+}|^{2}dx\leq 0$ を得る. すなわち. $u\geq\varphi$ である $\text{。}$ 同様
にして、 $v\geq\varphi$ を得る。 口

補助定理 6. $u$ 及び $v$ は、 (1.1) の正値弱解である。

証明. $\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ とする。補助定理 5 より、 $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\psi$ において $u\geq\delta$ かつ $v\geq\delta$ を満
たす $\delta>0$ が存在する。補助定理 3 と同様の議論により、十分小さな $\epsilon>0$ に対して
$I(u+\epsilon\psi)\geq Iu$ が成り立ち、 $\epsilonarrow+0$ ならば $t_{\Xi}arrow 1$ となる。ただし、 $t_{\epsilon}$ は、 $t_{\epsilon}(v+\epsilon\psi)\in V$

を満たすただ一つの正数である。 したがって、

$0 \leq\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{I(u+\epsilon\psi)-Iu}{\epsilon}=\int_{\Omega}\nabla u\nabla\psi dx-\lambda\int_{\Omega}\frac{\psi}{u^{q}}dx-\int_{\Omega}u^{p}\psi dx$

及び

$0 \leq.\lim_{\Leftrightarrowarrow+0}\frac{I(t_{\epsilon}(v+\epsilon\psi))-Iv}{\epsilon}\leq\lim_{\epsilonarrow+0}\frac{I(t_{\epsilon}(v+\epsilon\psi))-I(t_{\epsilon}v)}{\epsilon}$

$= \int_{\Omega}\nabla v\nabla\psi dx-\lambda\int_{\Omega}\frac{\psi}{v^{q}}dx-\int_{\Omega}v^{p}\psi dx$

を得る。 $\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ は任意だから、 $u$ 及び $v$ は (1.1) の正値弱解であることがわかる。 口

標準的な議論により、 $u,$ $v\in C^{\infty}(\Omega)$ がわかり、 Brezis-Kato の補助定理と同様な議論と
Moser の反復法を用いて $u,$ $v\in L^{\infty}(\Omega)$ もわかる。 さらに、 $\Omega$ 上 $u<v$ もわかる。 これら
のことは、 [3] を参照のこと。以上で、 定理 1 の証明を終える。

次に、 定理 3 の証明を与える。

定理 3の証明. (1.1) の任意の正値弱解 $u$ を固定する。 $h(t)=\lambda t^{-q}+t^{p}$ と置き、 すべての
$t\in(0, |u|_{\infty}]$ に対して

$ct^{-q} \geq\max${ $h$ (s): $t\leq s\leq|u|_{\infty}$ }
を満たす $c>0$ を取る。 ここで、 $|u|_{\infty}$ は、 $u$ の $L^{\infty}$ ノルムの値を表す。 $\overline{u}>|u|_{\infty}$ を満たす

$\overline{u}$ を取り、

$\theta_{0}(s)=\{$

$\overline{u}(2s-s^{2-\mu})$ $0\leq s\leq 1\emptyset$ とき
$\overline{u}$ $s$ \geq 1 のとき

と
.
き、 $\theta(s)=\theta_{0}(\gamma s)$ と定める。 $\gamma>1/a$ とし、 $\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}\mathrm{p}\psi\subset\Omega$ となる $\psi\in C_{0}^{\infty}(\Omega)$ に対して

$- \int_{\Omega}\nabla(\theta(d))\nabla\psi dx=-\int_{\Omega}\theta’(d)\nabla d\nabla\psi dx$

$=- \int_{\Omega}\nabla d\nabla(\theta’(d)\psi)dx+\int_{\Omega}\theta’’(d)|\nabla d|^{2}\psi dx$
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$\leq\int_{\Omega}$ (K0’(d)d$-\mu+\theta’’(d)$ ) $\psi dx$

となるから、
$\triangle$ (e(d)) $\leq\theta$

” $(d)+K\theta’(d)d^{-}’$ in $\Omega_{1/\gamma}$

を得る。

-A(/?(d)) $-c(\theta(d))^{-q}\geq-y2\theta_{0}’’(\gamma d)-\gamma\theta_{0}’(\gamma d)Kd^{-\mu}-c(\theta_{0}(\gamma d))^{-q}$

$\geq(\gamma d)^{-\mu}(\gamma^{2}(2-\mu)(1-\mu)\overline{u}-2\gamma^{1+\mu}K\overline{u}-c(2\overline{u})^{-q})$ in $\Omega_{1/\gamma}$

だから、 $\gamma>1/a$ を十分大きく取ることにより
$-\Delta$(e(d)) $-c(\theta(d))^{-q}\geq 0$ in $\Omega_{1/\gamma}$

が成り立つ。 $w=u-\theta(d)$ と置くと、

$0= \int_{\Omega}(\nabla u\nabla w^{+}-h(u)w^{+})dx$

$=7$ $/w \nabla \mathrm{t}+_{dx}+\int_{\Omega}(c(\theta(d))^{-q}-h(u))w^{+}dx$

$+ \int_{\Omega}(\nabla\theta(d)\nabla w^{+}-c(\theta(d))^{-q}w^{+})dx$

$\geq 7$ $|$ vw$+|^{2}dx$

を得る。 これは、 $u\leq\theta(d)\leq\theta’(+0)d=2\gamma\overline{u}d$ を意味する。 口
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