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静止流体中における伸張液滴の運動

埼玉大学・工学部応用化学科 本間 俊司 (Shunji Homma)

Department of Applied Chemistry,
Saitama University

概要

静止流体中て一次元方向に十分伸張させた液滴 (液柱) の運動について直接数値シミュレーショ

ンによる研究を行った。 界面の非定常運動は、有限差分 $/\mathrm{R}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{t}$-Racking 法で追跡した。伸長後

流れが停止すると、液柱の先端に生じる界面張力によって、 液柱の先端から液柱の重心方向への流

れが生じる。数値実験の結果、 1) 界面張力波の成長により複数の液滴へと分裂する、 2) 液柱先

端にバルブが生じるがそのまま単一の球状液滴へと戻る、 3) 液柱先端に大きなバルプが生じるこ
となく単一の球状液滴へと戻る、 の三つのモードが観察された。 線形安定理論によって求めた界面

張力波の成長速度と液柱先端の移動速度の比によって、 1) と 2) およひ 3) のモードを分類した。

1 はじめに

液柱あるいはジエットが液滴へと分裂する現象は、 液体の微粒化における基礎的な現象として重
要てあり -. 多くの研究がなされてきた。液柱がその周りの流体の影響を受けながら分裂する現象
は、 一般に、液-液系で観察することができる。Taylor による実験 [7] は、 この現象に対する研究
の先駆けとなり、 Tomotika$[8, 9]$ は、 軸対称モードの線形安定理論を確立した。以後この理論は、
液-液系における分散液滴径の推算に広く用いられてきた [1, 3, 4]。
実際の液-液系で観察される分散液滴径は均一でなく - 分布を持つ。 これは、 現象の非線形性に
よるものて、その分布は、線形安定理論て予測することができない。代表的な非線形の分裂現象と
して、 サテライト液滴の生成、 end-pinching、などが挙けられる。

end-pinching とは、軸方向に伸張させた液滴が分裂する場合、その先端に比較的大きなバルブが
生じる現象で、 Stone も [5] によって確認された。一般に、 end-pinching の時間スケールは、界面
張力波の成長の時間スケールより小さく, 液滴の軸方向の長さが短い場合、 界面張力波が十分成長
する前に end-pinching による界面の破断 (pinch-Off) が起き、線形安定理論で予測される径より
大きな液滴が生じる。 Stone ら [6] は、低レイノルズ数領域かつ液滴とその周りの流体の粘度が等
しい場合について、境界要素法による解析を行ったが、広い条件範囲における系統的およひ定量的
な研究はこれまで行われていない。
そこで、本研究では軸方向に伸張させた液滴が分裂する現象について、直接数値シミュレーショ
ンにより分裂の様子を可視化し、バルブの移動速度と界面張力波の成長速度に注目した解析を
行う。
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図 1: 粘度比をパラメータとした分散関係

2 線形安定理論
ある流体中 (粘度 $\mu \mathrm{c}$、密度 $\rho \mathrm{c}$ ) で軸方向に伸張させた液滴 (粘度 $\mu \mathrm{C}$、密度 $\rho \mathrm{C}$ ) の表面に生じ
る界面張力波の成長速度を求めるため、Tomotika[8] の分散関係を使用する。 無次元の成長速度 $Q$

およひ波数 $x$ の関係は、

$|2\hat{\mu}I_{1}(x)xI_{0}(x)I_{1}(x)h_{1}$ $\hat{\mu}(x^{2}+’ y^{2}’)’ I_{1}(y’)yI_{0}(y)I_{1}(y’)h_{2}$ $2x_{h_{3}}^{2}K_{1}(x)-xK_{0}(x)K_{1}(x)$ $(x^{2}+y^{2})K_{1}(y)-yK_{0}(y)K_{1}(y)h_{4}|=0$ (1)

を解くことによって求められる。 ここに、 $I_{\hslash}$ およひ $K_{n}$ はそれそれ $n$ 次の第 1 種およひ第 2種の
変形ベッセル関数で、その他変数は以下のとおり :

$h_{1}=2\hat{\mu}x$
2

$i_{1}(x)- \hat{\mu}\frac{Q}{2\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}}I_{0}(x)+\frac{\hat{\mu}}{Q\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}}(x^{2}-1)xI_{1}$ (x),

$h_{2}=2 \hat{\mu}xy’ j_{1}(y’)+\frac{\hat{\mu}}{Q\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}}(x^{2}-1)xI_{1}$(y’),

$h_{3}=2x^{2}K^{\cdot}1(x)+ \frac{\hat{\mu}}{\hat{\rho}}\frac{Q}{2\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}}K$ 0(x),

$h_{4}=2xy\dot{K}_{1}(y)$ ,
$Q=q\sqrt{2\rho_{\mathrm{D}}a^{3}}/\sigma$ ; $q$ : 成長速度, $a$ : 液柱の半径, $\sigma$ : 界面張力,
$x=ka$; $k$ : 波数,
$y=k\mathrm{c}a$ , $k_{\mathrm{C}}^{2}=k^{2}+q/\nu \mathrm{c}$ , $y’=k_{\mathrm{D}}a$, $k_{\mathrm{D}}^{2}=k^{2}+q/\nu_{\mathrm{D}}$ ,

$\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}=\mu_{\mathrm{D}}/\sqrt{2\rho_{\mathrm{D}}a}$\sigma : Ohnesorge数,
$\nu \mathrm{c}=\mu \mathrm{c}/\rho \mathrm{c}$ , $\nu \mathrm{D}=\mu \mathrm{D}/\rho_{\mathrm{D}}$ : 動粘性係数,

$\hat{\mu}=\mu_{\mathrm{D}}/\mu \mathrm{c}$ : 粘度比, $\hat{\rho}=\rho_{\mathrm{D}}/\rho \mathrm{c}$ : 密度比.
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図 2: 伸長させた液滴のシミュレーションに用いた解析ドメイン

なお、 式 (1) の導出は、 Appen市 $\mathrm{x}$ に示した。
式 (1) は、 $Q$ およひ $x$ の陰関数なので、両者間の関係は数値的に求める必要がある。本研究

では、 $x$ を $0<x<1$ で離散的に変化させ、式 (1) を満たす $Q$ をそれそれ求めた。 図 (1) に、
$\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}=0.042$ の場合の粘度比をパラメータとした分散関係を示す。 図より、粘度比が小さいほど
界面張力波の成長が遅いことがわかる。 これは、液柱の周りの流体の粘度が高いほど液柱は安定て
あることを示している。

3 直接数値シミュレーション
軸方向に伸張させた液滴が分裂する現象を、 end-pinching 等の非線形現象も含めて解析するた
めには、界面の運動と流れの支配方程式を同時に解く必要がある。解析対象は、 図 2 に示すよう
に、 伸張させた液滴の重心を境に半分のみとした。 解析ドメイン内には、長さ $l$ の円柱状の液滴を
配置し、液滴先端の界面張力によって誘起された流れと、 それに伴い移動する界面を追跡すること
によって、 この現象を数値的に再現する。液滴およひ周りの流体を非圧縮性ニュートン流体とし、
界面を境に密度およひ粘度が異なる一流体と考えれば、 流れの支配方程式は、

�. $\mathrm{u}=0$ , (2)

$\frac{\partial}{\partial t}\rho \mathrm{u}+\nabla\cdot\rho \mathrm{u}\mathrm{u}$

$=- \nabla P+\nabla\cdot\mu(\nabla \mathrm{u}+\nabla \mathrm{u}^{T})+\int_{j}\sigma\kappa \mathrm{n}_{f}\delta(\mathrm{x}-\mathrm{x}_{f})dA_{f}$
, (3)

$\frac{D}{Dt}\rho=\frac{D}{Dt}\mu=0$ (4)

となる。 ここに、 $\mathrm{u}$ は速度ベクトル、 $P$ は圧力である。重力は無視した。界面張力は、界面の
曲率 $(\kappa)$ およぴ法線ベクトル $(\mathrm{n}_{f})$ を用い計算し、界面のみで値を持つように、デルタ関数
[ $\delta$ ($\mathrm{x}-\mathrm{x}_{f}$); $\mathrm{x}_{f}$ : 界面位置] を乗じて、 局所的にはたらく体積力として考慮されている。
本研究ては軸対称流れを仮定したので、支配方程式は二次元円筒座標上の有限差分近似 (空間に

ついて二次、時間について一次精度) で離散化した。 $t=0$ において、 ドメイン内に流れはなく、

$u=v=0$ を初期条件とした。 ここに、 $u$ およひ $v$ はそれぞれ、半径方向 (r) およひ軸方向 (z)

の速度成分である。境界条件は、 中心軸 (下) およひ $z=0$ (右) に対称条件、 それ以外 (上およ

ひ左) はすベリ壁の条件を与えた。
時々刻々と変化する自由界面位置の追跡には、Front-Tracking法 [11] を用いた。 Front-Tracking

法では、界面を計算格子とは独立の要素として表現する。二次元の場合、点と点を結ぶ線要素の組
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図 3: 運動の様子 :(a) $\hat{\mu}=10,$ $\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}=4.2\cross 10_{\text{、}^{}-1}$ (b) $\hat{\mu}=1,$ $\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}=4.2\cross 10_{\text{、}^{}-2}$

$(\mathrm{c})\hat{\mu}=0.1,$ $\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}=4.2\mathrm{x}10^{-3}$

を用いる。 Front-Tracking 法の詳細およひその応用例については、 文献 [10] を、 二次元軸対称フ
ロントトラッキング法は文献 $[2, 12]$ を参照されたい。

4 結果およひ考察
図 3 に、 粘度比を変化させた場合の液滴の運動の様子を示す。初期液滴の軸方向長さ $l_{0}$ は、 初

期半径の 12 倍 $(l_{0}/a_{0}=12)$ とした。 ドメインの解像度は、 128 $\mathrm{x}$ 1920 てある。液滴の粘度が高
い場合 (a)、 液滴は先端に球状のバルブが成長しながら短くなっていく。連続相と液滴の粘度が等
しい場合 (b)、液滴先端のバルブが end-pinching により分裂した後、残りの部分に表面張力波が成
長し、 複数の均一な液滴へと分裂する。液滴間には、細長いスレッドが生じ、 これも表面張力波に
より複数のサテライト液滴へと分裂している。液滴の粘度が低い場合 (c)、 液滴先端のバルブは細
長い形状を示し、全体が分裂することなく球状の液滴へと戻った。 このように、粘度比によって液
滴の運動の様子が大きく異なることがわかる。
図 4 に、液滴先端位置の時間変化を示す。 との条件においても、 ほぼ一定の速度で収縮している
ことがわかる。 なお、粘度比が 1 の場合 $[$図$3(\mathrm{b})]_{\text{、}}$ 途中から先端位置が階段状に変化しているが、
これは分裂によって液滴が生成するためである。
粘度比が 1 の場合 [図 $3(\mathrm{b})$ ] のみ複数の均一な液滴へと分裂していることから、 この場合は、 伸
長させた液滴がもとの球状に戻るまでの間に、界面張力波が十分成長する時間があると考えられ
る。 すなわち、伸長させた液滴が均一な液滴へと分裂する場合とそうでない場合を決定するのは、
液滴の収縮速度と界面張力波の成長速度との比であることが予想される。図 5 に、 いくつかの異な
る条件 $(4.2\cross 10^{-3}<\mathrm{O}\mathrm{h}_{\mathrm{D}}<4.2\mathrm{x}10^{-1},0.01<\hat{\mu}<10)$ における液滴の収縮速度 $(v_{\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}})$ と界
面張力波の戒長速度 $(v_{\sigma})$ との比を示す。 $v_{\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{p}}$ は、 特性速度 $\sqrt{\sigma}/\rho_{\mathrm{D}}(2a\mathrm{o})$ て無次元化した。 また、
v。は、 無次元の成長速度 $Q$ を $a_{0}$ で除した。すなわち、 図 5 の縦軸の値は長さの次元を持ち、擾
乱が成長し液滴の分裂に至るまての時間に液滴の先端が移動する距離を表すと考えられる。 図よ
り、‘ 伸長させた液滴が均一な液滴へと分裂するか元の球状の液滴に戻るかどうかの閾値は約 20 て
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図 4: 液滴先端位置の時間変化
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図 5: 界面張力波の成長速度に対する液滴の収縮速度

あり、 この値は初期液柱のアスペクト比の 2倍 $(2 \mathrm{x}l_{0}/a_{0}=24)$ の値に近く興味深い。現在、他
のアスペクト比の試験結果で、 閾値がアスペクト比とほぼ等しいかどうかを確認中である。

$\mathrm{A}\mathrm{p}\mathrm{p}\mathrm{e}\mathrm{n}\mathrm{d}\mathrm{i}\cross$

密度 $\rho_{\mathrm{D}}$、粘度 $\mu \mathrm{D}$ の無限に長い液柱が、それとは混じり合わない別の流体 (密度 : $\rho \mathrm{c}_{\text{、}}$ 粘度 :
$\mu \mathrm{c})$ 中に存在し、それらが軸方向に遅い速度て運動している場合を考える (図 6)。支配方程式は、

二次元軸対称の Navier-Stokes 方程式

$\frac{\partial u}{\partial t}+u\frac{\partial u}{\partial r}+v\frac{\partial u}{\partial z}=-\frac{1}{\rho}\frac{\partial p}{\partial r}+\nu(\frac{\partial^{2}u}{\partial r^{2}}+\frac{1}{r}\frac{\partial u}{\partial r}-\frac{u}{r^{2}}+\frac{\partial^{2}u}{\partial z^{2}})$ , (5)
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図 6: 液柱の初期形状

$\frac{\partial v}{\partial t}+u\frac{\partial v}{\partial r}+v\frac{\partial v}{\partial z}=-\frac{1}{\rho}\frac{\partial p}{\partial z}+\nu(\frac{\partial^{2}v}{\partial r^{2}}+\frac{1}{r}\frac{\partial v}{\partial r}+\frac{\partial^{2}v}{\partial z^{2}})$ (6)

(10)

と連続の式
$\frac{\partial u}{\partial r}+\frac{u}{r}+\frac{\partial v}{\partial z}=0$ (7)

である。 ここに、 $\nu$ は動粘性係数 $(=\mu/\rho)$ である。境界条件は、界面 ($r=a;a$ : 液柱の半径)

における運動学的条件
$u_{\mathrm{D}}=u_{\mathrm{C}}$ , $v_{\mathrm{D}}=v_{\mathrm{C}}$ , (8)

およぴ力学的条件

$\mu_{\mathrm{D}}(\frac{\partial u_{\mathrm{D}}}{\partial z}+\frac{\partial v_{\mathrm{D}}}{\partial r})=\mu \mathrm{c}(\frac{\partial u_{\mathrm{C}}}{\partial z}+\frac{\partial v_{\mathrm{C}}}{\partial r})$ , (9)

$\Delta[-p+2\mu(\frac{\partial u}{\partial r})]_{\mathrm{r}=a}=\sigma(\frac{1}{R_{1}}+\frac{1}{R_{2}})$

である。 ここに、 $R_{1}$ およひ $R_{2}$ は、 曲率半径で、 $\Delta[]$ は、 液柱と周りの流体との差を表す。
いま、連続の式 (7) を満足する流れ関数 $\psi$ を

$u= \frac{1}{r}\frac{\partial\psi}{\partial z}$ , $v=- \frac{1}{r}\frac{\partial\psi}{\partial r}$ (11)

のように定義すると式 (6) は、

$( \mathrm{D}-\frac{1}{\nu}\frac{\partial}{\partial t})\mathrm{D}\psi=0$ (12)

と変形てきる。 ここに $\mathrm{D}$ は微分演算子 $\mathrm{D}\equiv\partial^{2}/\partial r^{2}-(1/r)\partial/\partial r+\partial^{2}/\partial z^{2}$ てある。 ここて流れ関
数 $\psi$ を $\psi_{1}$ およひ $\psi_{2}$ の二つに分け、それぞれ以下の方程式

$\mathrm{D}\psi_{1}=0$ , $( \mathrm{D}-\frac{1}{\nu}\frac{\partial}{\partial t})\psi_{2}=0$ (13)

を満たすとする。 さらに、運動が $z$ 軸に対して周期的かつ時間に対して線形に変化するとし、

$\psi 1=\phi$1(r) $\exp(ikz+\alpha t)$ , $\psi 2=\phi$2(r) $\exp(ikz+\alpha t)$ (14)

とおけば、 式 (13) より、

$\frac{d^{2}\phi_{1}}{dr^{2}}-\frac{1}{r}\frac{d\phi_{1}}{dr}-k^{2}\phi_{1}=0$,

$\frac{d^{2}\phi_{2}}{dr^{2}}.-\frac{1}{r}\frac{d\phi_{2}}{dr}-k_{1}^{2}\phi_{2}=0$ (15)
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が得られる。 ここに、 $k_{1}^{2}=k^{2}+\alpha/\nu$ である。 式 (15) の解は、

$\phi_{1}=A_{1}rI_{1}(kr)+B_{1}rK_{1}(kr)$ ,
$\phi_{2}=A_{2}rI_{1}(k_{1}r)+B_{2}rK_{1}(k_{1}r)$ (16)

と容易に求められる。 ここに、 $A_{1\backslash }B_{1}\text{、}A_{2}\text{、}B$2 は任意の定数である。 よって、 式 (12) の解は、

$\psi=\psi 1+\psi$2
$=[A_{1}rI_{1}(kr)+B_{1}rK_{1}(kr)+A_{2}rI_{1}(k_{1}r)+B_{2}rK_{1}(k_{1}r)]\exp(\acute{\iota}kz+\alpha t)$ (17)

となる。
ここで、液柱の中心 $(r=0)$ およひ無限遠点 $(r=\infty)$ を考慮すると、液柱内では $r=0$ で非有界

な $K_{n}$ を、周りの流体では $r=\infty$ で非有界な $I_{n}$ をそれそれ解に含むことは適当てない。 よって、

$\psi$D $=\psi$D,1 $+\psi$D,2
$=[A_{1}rI_{1}(kr)+A_{2}rI_{1}(k_{\mathrm{D}}r)]\exp(ikz+\alpha t)$, (18)

$\psi$c $=\psi$c,1 $+\psi$c,2
$=[B_{1}rK_{1}(kr)+B_{2}rK_{1}(k\mathrm{c}r)]\exp(ikz+\alpha t)$. (19)

ここ}こ、 $k_{\mathrm{D}}=k^{2}+\alpha/\nu_{\mathrm{D}\text{、}}k_{\mathrm{C}}=k^{2}+\alpha/\nu_{\mathrm{C}}$ である。
次に、境界条件 $(8)_{\text{、}}(9)_{\text{、}}$ (10) を式 (11) を用いて流れ関数で表し、式 (18) およひ (19) を代入

すれば、

$A_{1}I_{1}(ka)+A_{2}I_{1}(k_{\mathrm{D}}a)-B_{1}K_{1}(ka)-B_{2}K_{1}(k_{\mathrm{C}}a)=0$ ,
$A_{1}kaI_{0}(ka)+A_{2}k_{\mathrm{D}}aI_{0}(k_{\mathrm{D}}a)+B_{1}kaK_{0}(ka)+B_{2}k\mathrm{c}aK_{0}(k\mathrm{c}a)=0$ ,

$\frac{\mu_{\mathrm{D}}}{\mu \mathrm{c}}[2A_{1}k^{2}I_{1}(ka)+A_{2}(k^{2}+k_{\mathrm{D}}^{2})I_{1}(k_{\mathrm{D}}a)]-$2B1k2K1 $(ka)-B_{2}(k^{2}+k_{\mathrm{C}}^{2})K_{1}(k\mathrm{c}a)=0$ ,

$A_{1}F_{1}+A_{2}F_{2}-B_{1}F_{3}-B_{2}F_{4}=0$ . (20)

こニに

$F_{1}=2 \frac{\mu_{\mathrm{D}}}{\mu \mathrm{c}}k^{2}j_{1}(ka)-\frac{\alpha\rho_{\mathrm{D}}}{\mu \mathrm{c}}I_{0}(ka)+\frac{\sigma(k^{2}a^{2}-1)}{a^{2}}\frac{k}{\alpha\mu \mathrm{c}}I_{1}(ka)$ ,

$F_{2}=2 \frac{\mu_{\mathrm{D}}}{\mu \mathrm{c}}kk_{\mathrm{D}}\dot{I}_{1}(k_{\mathrm{D}}a)+\frac{\sigma(k^{2}a^{2}-1)}{a^{2}}\frac{k}{\alpha\mu \mathrm{c}}I_{1}(k_{\mathrm{D}}a)$,

$F_{3}=2k^{2} \dot{K}_{1}(ka)+\frac{\alpha\rho\circ}{\mu \mathrm{c}}K_{0}(ka)$ ,

$F_{4}=2kk\mathrm{c}\dot{K}_{1}(k\mathrm{c}a)$ (21)

てある。 式 (20) は、 $A_{1}\sim A_{4}$ に関する斉次連立一次方程式で、ゼロ以外の解を持つためには、その
係数行列の行列式がゼロでなければならない。 よって、式 (1) が導かれる。 なお、関数 $F_{1}\sim F_{4}$ は、

本文中では無次元化された $h_{1}\sim h_{4}$ となっている。
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