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ラグランジアン系とハミルトニアン系の幾何学的構造

- 解析力学の幾何学的方法への導入一

早稲田大学理工学部 吉村浩明 (Hiroaki $\mathrm{Y}\check{\circ}\mathrm{s}\mathrm{h}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{r}\mathrm{a}$)

School of Science and Engineering, Waseda University

1 はじめに

ラグランジュカ学とハミルトンカ学を基礎とする解析力学は, 言うまてもなく, 19 世紀後半までに確立さ

れたものであるが, いわゆる, Geolnetric Mechanics と呼ばれる幾何学的方法に基つく力学理論の構築は,

比較的新し $\backslash /$ 1960 年代に始まる $[5, \overline{l}]$ . Geometric Mechanics は, 接バンドル上のラグランジアン系と余接

バンドル上のハミルトニアン系から成る多様体上の力学理論を基礎とするが $[2, 3]$ , 単なる数学的方法による

力学理論の再構成ではなく, 剛体運動, 完全流体やブラズマ物理との関連で, リダクション理論, リー. ポ

アソン構造及ひオイラー「ボアンカレ方程式といった, 従来の解析力学の体系には無かった新しい枠組みを

創出している [8]. 最近では, 宇宙ロボットや移動ロボットの制御の関連で, 幾何学的な力学理論による非ホ

ロノミック系の力学や制御への応用へ関心が集まり, これまてに多くの研究成果がもたらされている [4].

本稿では, これら Geometric Mechanics の最も基礎となる, ラグランジアン系と \acute ‘\rightarrow ‘\sim /レトニアン系の幾何

学とその基本構造について概説する.

2 ラグランジアン系

多様体上の解析力学の理論は, 配位空間 $Q$ の接バンドル $TQ$ と余接バンドル $T^{*}Q$ が主要な舞台となる. 本

稿では, 最初に, 接バンドル $TQ$ 上に生起するラグランジアン系から始め, ルジャンドル変換を介して, 余

接バンドル $T^{*}Q$ 上のハミルトニアン系へ繋げるオーソドツクスな方法をとることにする. なお, 本稿ては,

退化ラグランジアン系については扱わない.

ラグランジュカ学は, 配位空間 $Q$ の接バンドル $TQ$ , すなわち, 速度相空間上で生起する. ここては, $\mathrm{I}\backslash$

ミルトンの原理より, オイラー.. ラグランジュ方程式を導き, その上で, ラグランジュカ学の基礎となる $TQ$

上のラグランジアン形式及びラグランジアン系の定義について述べる.
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定義 2.1. 正則なラグランジアン $L$ : $TQarrow \mathrm{F}_{1}$. に対して, $Q$ の 2 点 $q_{1}$ と $q\underline{\cdot)}$ 及ひ時間の間隔 $[a, b]$ を固定する.

点 $q_{1}$ から $q_{-}$’への軌跡空間として

$\Omega$ ( $q_{1},$ $q\sim\circ,$ [a, $b]$ ) $=$ { $c:$ $[a,$ $b]arrow Q|c$ は $C^{2}$ 曲線, $c(a)=q_{1},$ $c(b)=q\underline’$ }

を定義する. さらに, 作用関数 6: $\Omega$ ( $q_{1},$ $q_{2},$ [a, $b]$ ) $arrow 1\mathrm{R}$ を

$\mathfrak{S}(c)=\int_{a}^{b}L(c(t),\dot{c}(t))dt$

と定義する.

定理 2.2 (ハミルトンの変分原理). $I_{J}$ を $TQ$ 上のラグランジアンとすると, $q_{1}=c_{0}(a)$ と $q_{2}=c_{0}$ ( b) を結ぶ

曲線 $c_{0}$ : $[a, b]arrow Q$ が, オイラー. ラグランジュ方程式

$\frac{d}{dt}(.\frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{*}}..)=\frac{\partial L}{\partial q^{i}}$

を満足するための必要かつ十分条件は, 関数 6: $\Omega$ ($q_{1},$ $q\underline{\prime’},$ [a, $b]$ ) $arrow \mathrm{R}$ が $c_{0}$ で作用関数 $\mathrm{e}$ が停留すること, す

なわも,

$\grave{\delta}\int_{a}^{b}L(c_{0}(t),\dot{c}_{0}(t))dt=0$

が成立することてある.

証明. 軌跡空間 $\Omega$( $q_{1:}$ q-n, [a, $b]$ ) において $c0=c$ なる曲線 $c_{e}\in\Omega(q_{1}, q\underline{?}, [a, b])$ の接ベクトル, すなわち, 無限

小変分を

$\iota^{\backslash }=\frac{d}{d\epsilon}c_{\epsilon}|_{\epsilon=0}$

と定義すると 1, 作用関数 6 の変分は, $v$ を用いて,

$\mathrm{d}6(\mathrm{c}.)\cdot\iota^{1}=\frac{d}{d\epsilon}|_{\epsilon=0}6(c.)$

$= \frac{d}{d\epsilon}|_{\epsilon=0}\int_{a}^{b}L(c_{\epsilon}(t),\dot{c}_{\epsilon}(t))dt$

となる. ここに, $C_{\epsilon}’(t)$ は曲線 $c(t)$ の変形てあり, $c_{\epsilon}(t)=c(t)+\epsilon v$ (t) と定義される. $Q$ の局所座標 $(q^{1}, \ldots q^{n})$

を用いると, 上式は,

$\mathrm{d}\mathfrak{S}(c)\cdot v=\int_{a}^{b}(\frac{\partial L}{\partial q^{*}}.v^{i}+\frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{}}\dot{v}^{i})dt$

と表され, $v(a)=v(b)=0$ に注意して変形すると, 次式を得る.

$\mathrm{d}6(c)\cdot v=\int_{a}^{b}(\frac{\partial L}{\partial q^{\dot{l}}}-\frac{d}{dt}\frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{*}}.)1$’;dt.

6 の停留条件は, 全ての $.v\in T_{c}\Omega$ ( $q_{1},$ $q\underline$” [a
$\rangle$

$b]$ ) に対して, $\mathrm{d}6(c)\cdot v$ =0 が成り立つことてあり, これより,

オイラー. ラグランジュ方程式

$\frac{\partial L}{\partial q^{-}}-\frac{d}{dt}(\frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{i}})=0$

を得る.
$\overline{1\#\mathrm{j}f_{\mathrm{J}\neq T_{\mathrm{t}}^{1}1.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{i},*}\grave{1}}$. $\iota\cdot.n=\sim\ \iota\Phi\#_{\backslash }K^{\backslash }|\mathbb{E}^{\mathrm{L}}arrow \mathrm{P}_{\vee^{\mathrm{K}}}’,$ $s_{\llcorner^{-}}$ と記す

口
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接バンドル上のラグランジアン 1 形式, 2形式 以下に, ラグランジュカ学の幾何学的構成について述べる.

ます, 配位空間 $Q$ の接バンドル $TQ$ 上のラグランジアン形式を余接バンドル $T^{*}Q$ 上の正準シンブレクテイツ

ク形式の引き戻しによって定義し, その上でラグランジアン系の定義を与える.

定義 2.3. $Q$ を微分多様体とする. ラグランジアン $L$ : $TQarrow[perp]- \mathrm{T}!$ を用いて, ファイバー徴分 $\mathrm{F}L$ : $TQarrow T^{*}Q$

を

$\mathrm{F}L(v)\cdot w=\frac{d}{d\epsilon}|_{\epsilon=0}L(v+\epsilon w)$

のように定義する. ここに, $v,$ $u$) $\in T_{u}Q$ であり, $\mathrm{F}L$ ( v). $w$ は, ラグランジアン $L$ の $u$} 方向のファイバーに

沿った $v$ における微分を意味する. 写像 $\mathrm{F}L$ : $TQarrow T^{*}Q$ はファイバー保存写像であり, 各点 $q\in Q$ にお

けるファイバー $T_{q}^{*}Q$ からファイバー $T_{u}Q$ への写像である. $V$ を $Q$ のモデル空間として, $TQ$ の局所座標系

$U\mathrm{x}\mathrm{I}^{r}$ を考え, 局所座標を $(u, e)$ とすると, ファイバー微分は,

$\mathrm{F}$L $(.u, e)=(u, \mathrm{D}_{2}L(u, e))$

となる. ここに, $\mathrm{D}_{\underline{?}}L$ は $L$ の第二成分 $e$ に関する微分である. 有限次元では, $L$ のファイバー微分は,

$\mathrm{F}$L $(q^{\mathrm{i}}, v^{i})=(q^{i}$ , $\frac{\partial L}{\partial\cdot v^{j}})$

で与えられる. 力学では, $p_{\dot{*}}=\partial L/\partial v^{i}$ として運動量を定義し, $\mathrm{F}L$ : $TQarrow T^{*}Q$ をルジャンドル変換と呼ぷ.

定義 2.4. ルジャンドル変換 $\mathrm{F}L$ : $TQarrow T^{*}Q$ によって, 余接バンドル $T^{*}Q$ の正準 1 形式 $\ominus$ と正準シンプ

レクティック形式 (正準 2形式) $\Omega$ を接バンドル $.TQ$ 上に引き戻すことにより $\underline{?}$ .
$\Theta_{L}=(\mathrm{F}L)^{*}\ominus$ およひ $\Omega_{L}=(\mathrm{F}L)^{*}\Omega$

が定義できる. \ominus 。をラグランジアン 1 形式, $\Omega_{L}$ をラグランジアン 2形式という. $\Omega=-\mathrm{d}\Theta$ が成立するこ

と, 及ひ外微分 $\mathrm{d}$ と引き戻し $(\mathrm{F}L)^{*}$ が可換であることから, \Omega L=-d\ominus 。を得る.

ラグランジアン形式の局所表現 ラグランジアン 1 形式 $\Theta_{L}$ とラグランジアン 2形式 $\Omega_{L}$ {こ関する局所表

現を考えてみよう. $Q$ のモデル空間を $V$ として, $V$ の開集合を $U$ とすると, 接バンドル $TQ$ の局所座標

は, $\langle$

$\cdot u,$
$\epsilon)\in U\mathrm{x}\iota.\prime\prime$ となる. さらに, $TQ$ の接バンド $/\mathrm{s}T(TQ)$ を考えると, $(.u, \epsilon)\in U\mathrm{x}V$ の接ベクト

ノレは, ( $e_{1}$ , e2), (f1, $f_{2}$ ) $\in V\mathrm{x}V$ と表すことがてきる. ノレジャンドル変換 $\mathrm{F}L$ : $TQarrow T^{*}Q$ の微分写像

$T\mathrm{F}L$ : $T(TQ)arrow T$(T”Q) は, 局所的に,

$T(u,8)$FL. $(e_{1}, e,)\sim=(u, \mathrm{D}_{\sim},L(u, e), e_{1}, \mathrm{D}_{1}(\mathrm{D},.L(u, e))\cdot e_{1}+\mathrm{D}_{2}(\mathrm{D}_{?}.L(u, e))\cdot e.’)$

と表される. ラグランジアン 1 形式 $\Theta_{L}$ : $T(TQ)arrow \mathbb{R}$ は, 局所的に,

$\ominus_{L}$ (u, $e$ ) $\cdot$ (e1, $e_{2}$ ) $=\mathrm{D}_{-},L(u, e)\cdot e_{1}$

2余接バンドル上の正準 1 形式 $\Theta$ と正準シンブレクテイック形式 $\Omega$ の内在的な定義については, $93\mathrm{r}$ で述-;る.
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と表される. また. ラグランジアン 2形式 $\Omega_{L}$ : $T$ (TQ) $\mathrm{x}T(TQ)arrow t_{-}^{\eta}|$ の局所表現は. 次式となる.

$\Omega$

L $(\cdot u_{\backslash }e)\cdot$ ( ( $\epsilon_{1}$ , e2), $(f1,$ $f_{\sim},)$ ) $=\mathrm{D}_{1}(\mathrm{D}_{\sim}" L(u.e)\cdot e_{1})\cdot fi-\mathrm{D}_{1}(\mathrm{D}_{-},L(u, e)\cdot f_{1})\cdot e_{1}$

(1)
$+\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}L(u_{\mathrm{J}}e)\cdot e_{1}\cdot f_{9}\sim-\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}L(u\grave{.}e)\cdot f_{1}$ . e2.

有限次元の多様体では, ラグランジアン 1 形式 $\ominus_{L}$ は, 局所座標を用いて,

$\Theta_{L}=.\cdot\frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{i}}$dq.i

と与えられ, ラグランジアン 2形式 \Omega 。は,

$\Omega_{L}=\frac{\partial^{\theta}\sim L}{\partial\dot{q}\partial q^{j}}.\cdot d^{j}q\Lambda d^{jij}q+\frac{\partial^{2}L}{\partial\dot{q}^{\mathrm{i}}\partial\dot{q}^{\mathrm{j}}}dq\wedge d\dot{q}$

のように表される. 以上より, $\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}L$ (u, $e$), すなわち, 有限次元ては� 2 $L/\partial\dot{q}^{\dot{*}}\partial\dot{q}^{j}$ が非退化のとき, $L$ は正則,

または, 非退化ラグランジアンとなる. 陰関数定理より, $L$ が正則ならば, ファイバー微分 $.\mathrm{r}" L..TQarrow T^{*}Q$

は局所的に可逆てある.

ラグランジアン系とオイラー ラグランジュ方程式

定義 2.5. $L:TQarrow \mathrm{P}\underline{.}$ をラグランジアンとする. 写像 $A:TQarrow \mathbb{R}$ を $A(\cdot v)=\mathrm{F}L$ ( v). t) によって定義する.

$A$ を $L$ の作用と呼ぶ. さらに, ラグランジアン $L$ に関するエネルギ $E=A-L$ として定義する. $TQ$ に関

するチャート $(.u, e)\in U\mathrm{x}$ I $\gamma$ を用いると, 局所的に,

$A(u, e)=\mathrm{D}_{2}L(u, e)\cdot\epsilon$ ,

$E(u, e)=\mathrm{D}_{2}L(u, e)\cdot e-L(u, e)$

と記述てきる. 有限次元の多様体では, 次のようになる.

$A(q^{\mathrm{i}}, \dot{q}^{i})=\dot{q}^{i}.\frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{i}}$ ,

$E(q^{:}, \dot{q}^{\dot{\mathrm{t}}})=\dot{q}^{i}\frac{\partial L}{\partial\dot{q}^{i}}-L$ (q
$\mathrm{i}$

, $\dot{q}^{i}$ ).

定義 2.6. $TQ$. 上のベクトル場 $\lambda_{E}^{r}$ が, 全ての $v\in T_{q}Q,$ $w\in T_{v}$ (TQ) に対して, ラグランジアン条件,

$\Omega$L $(v)(J\mathrm{x}_{E}’(\iota^{1}), \cdot w)=\mathrm{d}E(\mathrm{e}’)\cdot\cdot w$ (2)

を満たすとき, $X_{E}$ をラグランジアンベクトル場, または, $L$ に対するラグランジアン系という.

命題 2.7. $X_{E}$ : $TQarrow T$(TQ) を $L$ : $TQarrow \mathrm{R}$
. に関するラグランジアンベクトル場としよう. また, $\mathrm{t}’(t)\in TQ$

を $X_{B}$ の積分曲線とすると, エネルギ $E$ は時間 $t$ {こ関して一定である.

証明. エネルギを時間 $t$ で微分し, 式 (2) の条件と $\Omega_{L}$ の歪対称性を利用して, 次式を得る.

$\frac{d}{dt}F_{-\backslash }^{(}v(t))=\mathrm{d}E(\mathrm{c}:(t)\}\cdot i,(t)=\mathrm{d}E(.l^{1}(t))\cdot\wedge \mathrm{Y}_{E}(\mathrm{t}’(t))$

$=\Omega$L $(v(t))(XE(v(t)), X_{B}^{\vee}(v(t)))=0$ . (3)

$\square$



183

定義 2.8. $TQ$ 上のベクトル場 $X$ : $TQarrow T$ (TQ) は,

$T\tau_{Q}\circ X=$ id

が成立するとき, 2階のベクトル場という. ここに, $\tau q$ : $TQarrow Q$ は標準射影である. 2 階の接バンドル

$T$(TQ) の部分多様体,

$T^{(_{\sim})}’ Q=$ { $w\in TTQ|$ T$\tau_{Q}(w)=r_{TQ}$ (w)}

を定義する. $TQ$ のチャート $(.u, e)\in U\mathrm{x}l^{/}$ を用いると, $T$(TQ) は, $(U\mathrm{x}V)\mathrm{x}$ (V $\mathrm{x}V$ ) となり, 局所座標

を用いて, $w=$ $((u, e),$ (e1, $\epsilon_{\theta,\sim}$) $)\in TTQ$ とすると,

$e_{1}=e$

を満たす $T$ (TQ) の部分多様体となっている. したがって, 2階のベクトル場は $X$ : $TQarrow T^{(2)}Q$ として定

義される. $c(t)$ を $X$ の積分曲線とするとき, $(\tau q\mathrm{o}c)(t)$ を $c(t)$ のベース積分曲線という.

定理 2.9. $i\mathrm{x}_{E}$ を $L$ : $TQarrow \mathrm{R}$. のラグランジアンベクトル場としよう. $TQ$ のチャート $U\mathrm{x}V$ では, $\wedge\cdot \mathrm{Y}_{E}$ の

積分曲線 ( $u$ (t), $e(t)$ ) $\in U\mathrm{x}1^{\tau}.$
’ は, 全ての $e_{1}\in \mathrm{I}$[に対して, オイラー. ラグランジュ方程式

$\frac{du(t)}{dt}=e(t)$ .
(4)

$\frac{d}{dt}\mathrm{D}_{\wedge}\circ L$ ( $u(t),$ $\epsilon$ (t)). $e_{1}=\mathrm{D}_{1}L(u(t).e(t))\cdot\epsilon$ 1

を満たす. ラグランジアンが正則, すなわち, $\Omega_{L}$. が非退化ならば, $X_{E}$ は 2階のベクトル場となり,

$\frac{d^{0}\sim\cdot u}{dt}\underline,=\frac{d\epsilon}{dt}=[\mathrm{D}_{\underline{?}}\mathrm{D}-,L(.u.e)]^{-1}(\mathrm{D}_{1}L(u, e)-\mathrm{D}_{1}\mathrm{D}_{\sim},L(u.e)\cdot e)$

を得る. $u$ (t) は, 式 (4) のオイラー - ラグランジュ方程式を満たすとき, ラグランジアンベクトル場 $X_{E}$ の

ベース積分曲線である. 有限次元では, オイラー - ラグランジュ方程式は, 次のように表される.

$\frac{dqj}{dt}=\cdot v^{\mathrm{i}}$ ,

$\frac{d}{dt}(\frac{\partial L}{\partial\cdot v^{\dot{2}}})=.\cdot\frac{\partial L}{\partial q^{\mathrm{i}}}$ , $t=1,$ $\ldots,$
$n$ .

したがって,

$i$
. =Gり $(. \frac{\partial L}{\partial q^{i}}-\frac{\partial^{2}L}{\partial q^{j}\partial\dot{q}^{i}}\dot{q}^{j})$ : $i_{\backslash }j=1,$

$\ldots,$
$n$

を得る. ここに, ラグランジアン $L$ は正則てあり, $G^{ij}$ は次式で表される.

$[ \dot{\sigma}^{j}]=[.\frac{\partial^{2}L}{\partial q^{i}\partial\dot{q}^{j}}]^{-1}$

証明. エネノレギ $E$. は, $TQ$ に関する $(u,e)\in U\mathrm{x}V$ のチャートて,

$E(u, e)=\mathrm{D}_{-},L!u.e)\cdot e-L(u_{1}e)$
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のように表される. これより,

DE(u, $e$ ) $\cdot$ ( $e_{1}$ , e2) $=\mathrm{D}_{1}(\mathrm{D}\underline{\eta}L(n, e)\cdot\epsilon)$ . $e_{1}+\mathrm{D}_{2}(\mathrm{D}_{2}L(u, e)\cdot e)$ . $e\mathit{2}-\mathrm{D}_{1}L(\cdot u, e)\cdot e_{1}$

を得る. したがって, ラグランジアンベクトル揚 $\wedge\cdot \mathrm{x}arrow E.$ は, 局所的に,

$.\iota_{Fz}^{r}’(u, e)=(u, e, 1_{1}’(u, e), 1_{2}^{f}(u, e))$

のように記述できる. 式 (1) で表された $\Omega_{L}$ を用いると, 式 (2) のラグランジアン条件は,

$\mathrm{D}_{1}(\mathrm{D}_{2}L(u, e)\cdot 1_{1}^{r}(u, e))\cdot e_{1}-\mathrm{D}_{1}(\mathrm{D}_{-},L(u, e)\cdot e_{1})\cdot \mathrm{Y}_{1}(u, e)$

$+$ D2D$\sim$
’ $L(u, e)\cdot 1_{1}^{\cdot}(u, e)\cdot e_{\vee}?-\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}L(u, \epsilon)\cdot e_{1}\cdot\}$ e $(u, e)$ (5)

$=\mathrm{D}_{1}(\mathrm{D}_{2}L(u, e)\cdot e)\cdot e_{1}-\mathrm{D}_{1}L$(.u, $e$ ) $\cdot e_{1}+\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}L(u,e)\cdot e$ .e2

となる. $\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}L$(u, $e$ ) が非退イヒてあるとき, \Omega 。はシンプレクテイツクであり, $e_{1}=0$ と置くことで, $Y_{1}(\cdot u, \epsilon)=e$

を得るので, $\swarrow \mathrm{Y}_{E}’$ は 2 階のベクトル場である. $X_{E}$ が 2 階のベクトル場てあれば, 式 (5) は, 全ての $e\mathrm{J}\in V$

に対して,

$\mathrm{D}_{1}L(ll., e)\cdot e_{1}=\mathrm{D}_{1}(\mathrm{D}\underline,L(u, e)\cdot e_{1})\cdot e+\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}L(u, e)\cdot e_{1}\cdot Y$2 $(u, e)$

となる. さらに, $z\mathrm{Y}_{E}’$ の積分曲線を ( $u$ (t), $v($t)) とすると, $\dot{u}=\iota^{1},$ $\text{\"{u}}=\mathrm{Y}_{2}^{\cdot}(u, v)$ てあり,

$\mathrm{D}_{1}L(u, \mathit{7}J)$ . $e_{1}=\mathrm{D}_{1}$ (D2-L $(u,$ $\cdot\dot{u})\cdot e_{1}$ ) $\cdot\dot{u}+$ D $\underline{\eta}$D$\circarrow$ L(u, $\dot{u}$ ) $\cdot e_{1}\cdot$ \"u

$= \frac{d}{dt}\mathrm{D}_{\underline{?}}L(\cdot u,\dot{u})\cdot\epsilon$ 1

としてオイラー ラグランジュ方程式を得る. 口

3 ハミルトニアン系

シンブレクティック多様体とハミルトニアン系 ハミルトンカ学は, 配位空間 $Q$ の余接バンドル $T^{*}Q$ , すな

わち, 運動量相空間上で生起する. 余接バンドル $T^{*}Q$ は, いわゆる, シンブレクテイツク多様体の代表例で

ある. そこで本節では, シンブレクテイック多様体 $P$ について概説し, その上て, $P$ 上のハミルトニアン系

の定義を述べる.

定義 3.1. 多様体 $P$ 上に, 非退化の閉じた 2形式 $\Omega$ : $TP\mathrm{x}TParrow \mathbb{R}$ が与えられるとき, $(P, \Omega)$ のペアをシ

ンプレクティック多様体という.

定理 3.2(ダルブーの定理). $(P, \Omega)$ が有限次元のシンブレクテイツク多様体とすると, $P$ は偶数次元てあり,

$\mathit{2}\in P$ の近傍て. 局所座標 $(q^{1}, \ldots, q^{n},p_{1}\ldots.,p_{n})$ を用 $\mathrm{A}$ゝて.

$\Omega=\sum_{=1}^{n}dq^{:}\Lambda dp_{i}$

と表すことができる. 但し, $\dim P=2n$ である. この局所座標を正準座標と呼ぶ.
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定義 3.3. $(P_{!}\Omega)$ をシンプレクティック多様体とし, ハミルトニアン $H$ : P\rightarrow \Gamma IP\leftarrow を与えたとき,

$\Omega_{\approx}$ $(-\cdot \mathrm{Y}_{H}(\sim\sim.), \iota^{1})=\mathrm{d}H(\approx)\cdot\sqrt\iota’$ .

が, 全ての $v\in T_{z}P$ に対して成り立つとき, ベクトル場 $-\mathrm{Y}_{H}^{r}$ : $Parrow TP$ をハミルトニアンベクトル堝, また

は, ハミルトニアン系という. 上式は, 内部積を用いて, $\mathrm{i}x_{H}\Omega=\mathrm{d}H$ , $-\iota_{H}^{-}$」$\Omega=\mathrm{d}H$ と表される. さらに,

$\Omega$ に付随するバンドル写像 $\Omega^{\mathrm{b}}:.TParrow T^{*}.P$ を用いると

$\Omega^{\mathrm{b}}$ (z)X$H(z)=\mathrm{d}H(z)$

のように表される. $P$ が有限次元て $\Omega$ が非退化ならば, 各点 $\mathit{2}\in P$ で, $\Omega_{z}^{\mathrm{b}}$ : $T_{t}Parrow T_{z}^{*}P$ は同相写像であり,

$H$ に対して, $A\mathrm{X}\mathrm{i}_{H}$ が一意に定まる.

定義 3.4. $P$ 上の曲線 $\sim’(t)$ に対し, ハミルトニアンベクトル場 $arrow \mathrm{Y}^{\vee}$

’ $H$ に関する微分方程式は,

$\frac{dz(t)}{dt}=i\mathrm{Y}_{H}’(z(t))$ (6)

と表される.

正準形式と余接バンドル上のハミルトニアン系 ハミルトニアン系は, $T^{*}Q$ 上の正準 1形式 $\Theta$ 及び正準シン

プレクテイツク形式 (正準 2形式) $\Omega$ によって特徴付けられる. そこで, $T^{*}Q$ 上の正準 1 形式 $\Theta$ 及ひ正準シ

ンプレクテ,イック形式 $\Omega$ の内在的な定義を与えよう.

定義 3.5. $Q$ を微分多様体とする. 余接バンドル $T^{*}Q$. 上の正準 1 形式 $\Theta$ : $T$(T‘ $Q$ ) $arrow \mathbb{R}$ は,

$\Theta_{\alpha}(\iota’)=\langle$ a, $T\pi_{Q}\cdot v\rangle$

として定義される. ここに, $\alpha\in T^{*}Q,$ $\iota!\in T_{\alpha}(T‘ Q),$ $\pi q$ ; $T^{*}Qarrow Q$ は標準射影てあり, $T\pi q$ : $T(T^{*}Q)arrow TQ$

である. 正準シンブレクテイ.ンク形式 $\Omega$ : $T$ (T“ $Q^{\cdot}$) $\mathrm{x}T(T^{*}Q)arrow \mathrm{R}$. は, $\Omega=-\mathrm{d}\Theta$ で与えられる.

次に, 余接バンドル $T^{*}Q$ 上の正準 1形式 $\Theta$ と正準シンプレクテイツク形式 $\Omega$ の局所表現を与えよう. ま

す. 配位空間 $Q$ のモデル空間を $\mathrm{t}^{r}$ とし, $V$ の開集合を $U$ とすると, $T^{*}Q$ のチャートは $U\mathrm{x}\mathrm{t}’-*$ で与えられ

る. $U\mathrm{x}V^{*}$ 上の正準シンプレクティック形式 $\Omega$ は, 各点 $(w, \alpha)\in U\mathrm{x}V^{*}$ において,

$\Omega$

(w, $\alpha$ ) $((u,\beta)$ , $(\cdot\iota\cdot, \gamma))=\langle^{\wedge}/, u\rangle-\langle\beta,v\rangle$ (7)

と定義できる. 但し, $(u, \beta),$ (v, $\gamma$ ) $\in \mathrm{I}^{\Gamma}\cross V$
” てある. 同様に, 正準 1 形式 $\ominus$ は

$\Theta$

(w, $a$ ) $((u,\mathit{3})l)=\langle\alpha, u\rangle$

として与えられる.

ハミルトンカ学の生起する空間は, 運動量相空間, すなわち, 配位空間 $Q$ の余接バンドル $T^{*}Q$ である.

有限次元の場合, $Q$ の各点 $q$ の局所座標として $(q^{1}, \ldots, q^{n})$ を与えると, $T_{q}^{*}Q$ の基底は $(d^{1}q, \ldots, dq^{n})$ と表さ
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れるので, 余接ベクトル $cx\in T_{q}^{*}Q$ は, $a=p_{i}d$qi と表される. したがって, $z^{I}=$ ( $q^{i},p$j) が $T^{*}Q$ の誘導さ

れた局所座標てある. ダルブーの定理より, $T^{*}Q$ 上の正準シンプレクティック形式 $\Omega$ は, 局所座標によって

$\Omega=dqi$ A $dp_{i}$ と表される. ここに, 正準 1 形式は, $\ominus=$ 乃 $dq\mathrm{i}$ で与えられ, $\Omega=-\mathrm{d}\ominus$ であることは言うま

でもない.

ハミルトニアン $H$ : $T^{*}Qarrow \mathrm{P}_{\backslash }$ について, $T^{*}Q$ 上のハミルトニアンベクトル場は, 局所座標 $\approx^{J}=(q^{:}$ ,p�

(こよって, $X_{H}(_{\overline{\sim}})=$ ( $q^{:},p$i, $\dot{q}^{i},\dot{p}j$ ) と表される. また, 全ての $(\grave{\delta}q^{i},\delta p_{\dot{f}})\in T_{\vee},T$*QIこ対して,

$\mathrm{d}H(\approx)\cdot(\delta^{1}q_{!}.\delta p-)=\langle..\frac{\partial H}{\partial q^{*}}$. $,\delta q\rangle\dot{*}+\langle\tilde{\delta}.p-,$ $\frac{\partial H}{\partial p_{\mathrm{i}}}\rangle$ (8)

が成立する. 一方, 式 (7) より, 次式を得る.

$\Omega$. $(-\mathrm{Y}_{H}(q^{i},p_{\dot{r}}),$ ( $\dot{\delta}q^{i},\tilde{\delta}$p$i$ ) $)=\langle\tilde{\delta}$pi, $\dot{q}^{:}$ } $-$ { $\dot{p}_{i},\dot{\delta}$q:}.

上式が, 任意の $\delta qi,$ $\delta p_{i}$ }こ対して, 式 (8) と等価てあることより, 次のハミルトン方程式を得る.

$\frac{dqi}{dt}=.\frac{\partial H}{\partial p_{\overline{1}}}$ ,

$\frac{dp_{j}}{dt}=-\frac{\partial H}{\partial q^{j}}$ .

命題 3.6. $\dot{4}\mathrm{Y}_{H}^{\cdot}$ を $H$ に関するハミルトニアンベクトル場とする. $z(t)$ $\in T^{*}Q$ を $-\mathrm{Y}_{H}$ の積分曲線とすると,

$H$ (z(t)) は保存される.

証明. $\wedge\cdot \mathrm{Y}_{H}$ ( $z$ (t)) に沿ってのハミルトニアン $H$ の微分は, 式 (6) と $\Omega$ の歪対称性より,

$\frac{d}{dt}H(z(t))=\mathrm{d}H(\approx(t))\cdot\frac{d}{dt}z(t)=\Omega$, $(.t)(-\mathrm{x}_{H}(z(t)),$ $\frac{d}{dt}z(t))$

$=\Omega$
2 $(t\rangle(X_{H}(\approx(t)), X_{H}(z(t)))=0$

となり, ハミルトニアンは保存される. 口

ポアソン構造とハミルトニアン系 シンブレクティック多様体を $P$ とすると, ボアソン括弧 $\{$ , $\}$ : $\mathcal{F}$(P) $\mathrm{x}$

$\mathcal{F}(P)arrow \mathcal{F}(P)$ を次のように定義てきる. 但し, $\mathcal{F}(P)$ は $P$ 上の滑らかな関数の集合である.

定義 3.7. シンブレクティック多様体 $(P, \Omega)$ を考える. $P$ 上の関数 $F,G$ に対して, ポアソン括弧 $\{$ , $\}$ : $\mathcal{F}(P)\cross$

$\mathcal{F}(P)arrow \mathcal{F}(P)$ は, 各点 $\mathit{2}\in P$ において

$\{F, G\}(\approx)=\Omega$(XF $(\approx),$ $\wedge\backslash _{G}^{r}(\approx)$ )

として定義できる, ここに,

$\{F, G\}(z)=\mathrm{d}F(\approx)\cdot\wedge \mathrm{Y}_{G}(\approx)=-$dG(zl $.\cdot \mathrm{Y}_{F}(\underline{\sim})$ (9)
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である. ポアソン括弧 $\{$ , $\}$ は, 全ての関数 $F,$ $G,$ $H,$ $F_{1},$ $F_{\underline{l}}.,$ $G$1, $G_{\mathit{2}}.\in c\propto(P)$ に対して,

(i) $\{c_{1}F_{1}+c\underline’ F_{2}, G\}=c_{1}\{F_{1}, G\}+c_{\sim}’\{F." G\}$ ,

$\{F, c_{1}G_{1}+c\underline{"}G_{?}.\}=c_{1}\{F, G_{1}\}+c_{2}\{F, G_{\sim},\},$ $c_{1},$
$c_{\underline{?}}\in \mathrm{p}_{[searrow]}$ (bilineatity)

(ii) $\{F, G\}=-$ {G, $F$} (antisymmet$\Psi$)

(iii) $\{\{F, G\}_{\mathrm{J}}H\}+\{\{G, H\}, F\}+\{\{H, F\}, G\}=0$ (Jacobi identdy)

(iv) $\{FG, H\}=F\{G, H\}+G\{F, H\}=0$ ($Le.ibni_{\sim}^{f},s$ rule)

を満たす.

例. $P$ の局所座標として $\sim’\sim I$ =(qi, $p_{i}$ ) を用いると, ボアソン括弧 $\{$ , $\}$ は, $P$ 上の関数 $F,$ $G$ に対して,

$\{F., G\}=\frac{\partial F}{\partial q^{*}}..\frac{\partial G}{\partial p_{i}}-\frac{\partial G}{\partial q^{*}}$. $\frac{\partial F}{\partial p_{\dot{l}}}$ ( $i|_{arrow\supset\mathrm{A}\backslash }^{-\prime}\check{\mathrm{t}}\mathrm{U}\mathrm{I}\grave{\mathrm{X}}_{-}$る)

と表される. これを用いて, 次の基本ポアンン括弧を得る.

$\{q^{i}, q^{j}\}=0_{:}$ $\{p_{\dot{2}},p_{j}\}=0$ , 及ひ $\{q^{\dot{*}},p_{j}\}=\delta_{j}^{\mathrm{i}}$ .

定義 3.8. ポアソン括弧 $\{$ , $\}$ : $Parrow \mathbb{P}$. に付随して, 共変歪対称 2 テンソル $E$ : $T^{*}P\mathrm{x}T^{*}Parrow \mathbb{R}$ が,

$B(\approx)(\mathrm{d}F(\approx), \mathrm{d}G(\approx))=\{F, G\}(\approx)$

と定義てきる. ここに, $\mathrm{d}F$(z), $\mathrm{d}G(z)\in T_{-}^{*},P$ であり, $B$ をボアソン構造と呼ぶ. また, $B$ に付随して, バ

ンドノレ写像 $B\#$ : $T^{*}Parrow TP$ を

$B(_{\sim}^{-})(\alpha_{z},\beta_{\wedge},)=\langle\alpha_{z}, B\#(z)(\beta_{\sim},)\rangle$

のように定義できる.

ハミノレトニアン $H$ : $Parrow \mathrm{R}$ を与えると, 全ての関数 $F:Parrow \mathrm{R}$ について,

$-\lambda_{H}’[F]=\{F, H\}$ (10)

が戒立するようなベクトル場 $-\cdot \mathrm{Y}_{H}$ が唯一存在する. これを $H$ のハミルトニアンベクトル場という. ここて,

$\dot{F}(z)=\mathrm{d}F$(z).-Y’$H(z)$ とすると, 式 (9) と式 (10) より,

$\dot{F}=\{F, H\}$

と表すことができる 3. さらに, 定義 3.8 より.

$\{F, H\}(z)=B(_{\sim}\mathit{7}\rangle(\mathrm{d}F(z), \mathrm{d}H(z))=(\mathrm{d}F(z), B^{[}(z)(\mathrm{d}H(z))\rangle$ (11)

3厳密には, $P$ 上のフローを $\phi_{1}$ として, $\tau_{t}\mathrm{t}dF\wedge\vee\phi‘.$) $=- F\mathrm{r}H_{\mathrm{J}}’\cdot 0\phi_{\iota}\iota$

’
である.
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が成立するので, 式 (10) と合わせて, ポアソン形式のハミルトン系として, 次式を得る.

$X_{H}(z)=B^{\#}(z)\mathrm{d}H(_{\sim}^{\gamma})$ . (12)

局所座標 $\sim\sim.I$ により, $\{z^{IJ}, \sim.\}\sim(z)=B^{IJ}$ (\approx ) とすると, ハミノレトニアン $H$ と $P$ 上の関数 $F$ について

$\{F, H\}(z)=B^{IJ}(z).\frac{\partial F}{\partial_{\sim}^{I}\sim}.\frac{\partial H}{\partial_{\wedge}^{J}\sim}$

.

と表されるので, $\underline{\sim i}=X_{H}$ (\approx ) であることに注意すると, 式 (12) の局所座標表現として,

$\sim’$

.
$=B^{IJ} \frac{\partial H}{\partial_{\sim}^{J}},$

’
$I,$ $J=1,$ $\ldots,$

$2n$

を導くことができる.

4 ラグランジアン系とハミルトニアン系の基本構造

次に, ラグランジアン系とハミルトニアン系の基本構造について述べる. ます
$\mathrm{P}$

ラグランジアン $L$ : $TQarrow$ ]$\mathrm{R}$

を与えよう. $L$ を超正則とすると, $\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}L(\cdot u, e)$ は非退化であり, ルジャンドル変換 $\mathrm{F}L$ : $TQarrow T^{*}Q$ は微

分同相写像となる. よって, ハミルトニアン $H$ は, 余接バンドル $T^{*}Q$ 上の関数として,

$H=E\circ(\mathrm{F}L)^{-1}$

と定義される. 但し, $E:TQarrow \mathrm{R}$ は $L$ のエネルギてある.

命題 4.1. ラグランジアンベクトル場 $X_{E}$ とハミルトニアンベクトル場 $X_{H}$ の間には, ルジャンドル変換 $\mathrm{F}L$

によって,

$(\mathrm{F}L)^{*}(4\mathrm{Y}_{H}^{\vee})=\lambda_{E}^{\vee}\wedge$

が成立する. また, $X_{B}$ の積分曲線 $c(t)$ と $\swarrow \mathrm{Y}_{H}^{\vee}$ の積分曲線 $d(t)$ の間には,

$\mathrm{F}L(c(f))=d(t)$ 及ひ $(\tau Q\mathrm{o}c)(t)=(\pi Q\circ d)(t)$

なる関係が成り立つ. 但し, $\tau q$ : $TQarrow \mathrm{R}$. と $\pi Q$ : $T^{*}Qarrow \mathrm{R}$ は標準射影であり, $(\tau Q\circ c.)(t)$ は $c(t)$ のベース

積分曲線, $(\pi Q\mathrm{o}d)(t)$ は $d(t)$ のベース積分曲線である.

証明. $\iota’\in TQ$及ひ $.W\in T_{v}(TQ)$ に対して,

$\Omega$ (FL(v))(T$v\mathrm{F}$L(XE(v)), $T_{v}\mathrm{F}$L $(w)$ ) $=((\mathrm{I}\mathrm{b}^{\mathrm{Y}}L)^{*}\Omega)(\mathrm{t}’)(_{\sim}\chi_{E}^{r}(\iota.), w)$

$=\Omega_{L}(v)(\lambda_{E}’(.v), w)$

$=\mathrm{d}E(v)\cdot.1L^{\cdot}$

$=\mathrm{d}(H\circ \mathrm{F}L)(\cdot v)\cdot w$

$=\mathrm{d}H(\mathrm{F}L(\cdot v))\cdot T_{v}\mathrm{F}L(w)$

$=\Omega$ ($\mathrm{F}$L(v))(X$H(\mathrm{F}L(v)),T_{v}\mathrm{F}L(w)$)
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が成立する. $\Omega$ の非退化性と $T_{v}^{\tau}$.FL: $TTQ-\Rightarrow TT^{*}Q$ が同相写像であることから,

$T_{U}\mathrm{F}L(_{J}\mathrm{Y}_{E}^{-}(v))=X_{H}(\mathrm{F}L(v))$

となる. したがって, $T\mathrm{F}L\circ z\mathrm{Y}_{B}’=_{d}\mathrm{x}_{H}^{\vee}\mathrm{o}\mathrm{F}L$ であり,

$X_{E}=(\mathrm{F}L)_{z}^{*}\mathrm{Y}_{H}$ (13)

が成り立つ. $|l^{1}t$ を X。の流れ, $\varphi_{t}^{\wedge}$ を $-\lambda_{E}$

. の流れとすると, 式 (13) は,

$\mathrm{F}$L $\mathrm{o}\varphi t=\psi_{t}\circ \mathrm{F}$L

と等価である. いま, 初期条件 $v=c(0)$ とともに, $c(t)=\varphi_{t}$ (L’) ならば,

$\mathrm{F}L(c(t))=\cdot\psi_{t}(\mathrm{F}L(v)\dot{)}$

は, #寺刻 $t=0$ で, $\mathrm{F}L(v)=\mathrm{F}L$ (c(0)) を通る $\wedge\cdot \mathrm{Y}’$

H の積分曲線である. よって, $\varphi_{t}’(\mathrm{F}L(v.))=d$(t) であり,

$(\pi_{Q}\mathrm{o}c)(t)=$ ( $\pi_{Q}\mathrm{o}\mathrm{F}$L $\mathrm{o}c$) $(t)=(\pi_{Q}\mathrm{o}d)(t)$

を得る. 但し, $\tau Q=\pi Q\mathrm{o}\mathrm{F}L$ である. ロ

ラグランジアン $L$ の作用 -4 : $TQarrow 1\mathrm{B}_{\wedge}$ は, ラグランジアンベクトル場 $.K_{E}$ を用いて,

$A(\cdot b.)=\langle$ $\Theta$L $(\iota’),$ $-\mathrm{Y}_{E}^{r}(\iota\cdot\cdot)\rangle$ , $v\in TQ$ (14)

と定義てきる. ラグランジアンベクトル場 $Z$ は, 2 階のベクトル場てあるのて,

く $\Theta_{L}$ $(\iota’),$ $X_{E}(\iota’)\rangle=\langle((\mathrm{F}L)^{\mathrm{r}}\Theta)(\iota’), X_{E}(v)\rangle$

$=\langle$ $\Theta$(FL(v)), $T_{v}\mathrm{F}L(\swarrow \mathrm{Y}_{B}(v))\rangle$

$=\langle \mathrm{F}$L $(\iota’),$ $T\pi Q^{\cdot}T_{v}\mathrm{F}L(XE(v))\rangle$

$=\langle$
$\mathrm{F}$L(v), $T_{v}(\pi Q\mathrm{o}\mathrm{F}L)(XE(v))\rangle$

$=\langle \mathrm{F}$L(v), $T_{vQ}\tau(\wedge\cdot \mathrm{Y}_{E}’(.v)))=\langle$FL(v), $\cdot\iota\cdot\rangle$ $=A(\iota.)$

が成立する. $L$ が超正則であり, ハミルトニアン $H$ : $T^{*}Qarrow \mathrm{R}$ を $H=E\circ(\mathrm{F}L)^{-1}$ によって定義すると,

$A\circ(\mathrm{F}L)^{-1}=(\mathrm{F}L)_{*}A=(\mathrm{F}L)_{*}(\langle\Theta_{L}, -\cdot \mathrm{Y}_{E}\rangle)=\langle$($\mathrm{F}$L). $\Theta_{L},$ $(\mathrm{F}L)_{*\sim}\mathrm{X}_{E}\rangle$ $=\langle\Theta, X_{H}’\rangle$

てあることから, $A\mathrm{o}(\mathrm{F}L)^{-1}=\langle$ $\Theta,$ $X$H $\rangle$ が成立する. ここに, $G=\langle\Theta, -K_{H}\rangle$ として定義された写像 $G$ :

$T^{*}Qarrow \mathrm{R}$ を $H$ の作用という.

定義 4.2. ハミルトニアン $H$ : $T^{*}Qarrow \mathrm{R}$ は, $\alpha,$ $\beta\in T_{q}^{*}Q$ に対して,

$\mathrm{F}H(a\cdot)\cdot\beta’=\frac{d}{ds}$

. $|_{s=0}H(a+s\theta)$
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によって定義される写像 $\mathrm{F}H$ : $\prime T^{*}Qarrow TQ$ が微分同相写像であるとき, $H$ を超正則な $\mathrm{I}\backslash$ ミルトニアンとい

う. $H$ の超正則性は, $\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}H$ (u, $\alpha$ ) の非退化性による. 曲線 $s\mapstoalpha+s\beta$(は, $a(0)=\alpha,$ $\alpha’(0)=\beta$ なる余

接バンドル $T$‘ $Q$ 上の任意の曲線 $a(s)$ によって置き換えられる.

命題 4.3. (1) $H$ : $T^{*}Qarrow \mathbb{R}$ を超正則なハミルトニアンとする. ラグランジアン $L$ : $TQarrow \mathrm{R}$ を

$E=H\circ(\mathrm{F}H)^{-1}$ , $-4=G\mathrm{o}(\mathrm{F}H)^{-1}$ , 及び $L=A-E$

と定義すると, $L$ は超正則てあり, ルジャンドル変換は, $\mathrm{F}L=(\mathrm{F}H)^{-1}$ で与えられる.

(2) 逆に, $L:TQarrow \mathrm{R}$ を超正則なラグランジアンとする. ハミノレトニアンを, $H=E\circ(\mathrm{F}L)^{-1}$ と定義する

と, If は超正則てあり, F(H=(F句-I となる.

証明. (1) 超正則なハミルトニアン $H$ : $T^{*}Qarrow \mathrm{R}$ を与えよう. また, $Q$ のモデル空間を $V$ とし, $\mathrm{L}^{\acute{t}}$ の双対空

間を $\mathrm{t}^{r*}$ とする. さらに, $V$ の開集合を $U$ とすると, $T^{*}Q$ のチャートは $U\mathrm{x}\mathrm{t}^{J*}$. によって表すことがてき,

$\alpha\in V^{*}$ とすると, $H$ の作用 $G$ は, 局所的に,

$G(u, \alpha)=\langle\alpha, \mathrm{D}_{2}H(u, \alpha)\rangle$

と表される. 但し, $A\langle$ u, $\mathrm{D}_{2}H(u, a))=(A\mathrm{o}\mathrm{F}H)(u, a)=G$( u, $a$ ) $=\langle$ $a,$
$\mathrm{D}$

2 $H($u, $a)\rangle$ である. このとき.

$(L\mathrm{o}\mathrm{F}H)(u, \alpha)=L(u, \mathrm{D}_{\underline{\circ}}H(u, \alpha))=\langle\alpha, \mathrm{D}_{2}H(u, \alpha)\rangle-H(u, \alpha)$ (15)

である. いま, $e=\mathrm{D}\underline,$ ( $\mathrm{D}_{-},H$ (u, $\alpha$)) $\cdot\beta$ とし, $e(s)=\mathrm{D}_{2}H$ (u, $a+s\beta$) を $s=0$ で $e(0)=\mathrm{D}_{2}H(\cdot u, a),$ $e’(0)=e$

となる $T_{q}Q$ の曲線とする. このとき, $s=0$ における $e(s)$ の微分は,

$e’(0)=$ D2 $(\mathrm{D}_{\underline{9}}H(\cdot u, \alpha))$ .,$\theta=e$

と表される. よって, 式 (1\leftrightarrow を用いて,

$\langle$ ($\mathrm{F}L\circ \mathrm{F}$H)(u, $\alpha$ ), $\epsilon\rangle$ $=\langle$ ($\mathrm{F}(L\circ \mathrm{F}$H) $(.u,$ $a\cdot$), $e\rangle$

$=\langle$FL( $u,\mathrm{D}_{2}H$ ( $u,$ $\alpha$)), $e\rangle$

$= \frac{d}{dt}|_{s=0}L(u, e(s))=\frac{d}{dt}|_{s=0}$ L $(\cdot u, \mathrm{D}_{2}H(u,\alpha+s\beta))$

$= \frac{d}{dt}|_{s=0}[\langle a+s\beta, \mathrm{D}_{2}H(u,\alpha+s\beta)\rangle-H(u, \alpha+s\beta)]$

$=\langle$$a$ ,D2($\mathrm{D}_{\sim},H$ ( $\cdot u,a$)). $\beta\rangle$ $=\langle\alpha, e\rangle$

を得る. $\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}H(u, a)$ は非退化であり, 上式において, $e\in V$ は任意てあることから, $\mathrm{F}L\mathrm{o}\mathrm{F}H=\mathrm{i}\mathrm{d}$ を得

る. $\mathrm{F}H$ は微分同相写像てあり, $\mathrm{F}L=(\mathrm{F}H)^{-1}$ と表されるのて, ラグランジアン $L$ は超正則である. $H$ の

作用 $G$ は, $G=\langle$ $\Theta,$ $X$H $\rangle$ と表されることから,

$A=G\mathrm{o}(\mathrm{F}H)^{-1}=\langle\Theta,-\mathrm{Y}_{H}\rangle\circ \mathrm{F}$L



201

となり, $\dot{-}4$ が $L$ の作用であることがわかる. したがって, $E=A-L$ は $L$ のエネ /レギである.

(2) 逆に, 正則なラグランジアン $L$ : $TQarrow \mathrm{R}$. が与えられるとする. $\mathrm{I}\backslash$ ミノレトニアン $H$ : $T^{*}Qarrow \mathrm{J}\mathrm{R}$’を,

$H=E\circ(\mathrm{F}L)^{-1}$ と定義すると, ,ルジャンドル変換 $\overline{x|}L$ を用いて, 局所的に,

( $H\circ \mathrm{F}$L) $(u, e)=H(u, \mathrm{D}\underline,L(u, e))$

$=A(u, e)-L(u, \epsilon)$ (16)

$=$ D $\underline{\eta}$L(u, $e$ ) $\cdot e-L(u, e)$

と表すことができる. 次 (こ, $\alpha=\mathrm{D}_{2}$ ( $\mathrm{D}_{-},L($ u, $e).$) $\cdot f$ とする. 但し, $f\in E$ であり, $\alpha(s)=\mathrm{D}_{2}L$ (.u, $e+sf$)

は, $\alpha(0)=\mathrm{D}_{2}L$
」

(u, $e$ ), $\alpha’(0)=\alpha$ なる $T_{q}^{*}Q$ の曲線てあり, 式 (16) より,

($a,$ ($\mathrm{F}H\mathrm{o}$ F.$L$ ) $(u, e)\rangle=\langle$ $a$ , $\mathrm{F}(H\circ \mathrm{F}$L)( $.u$ , $e$ ) $\rangle$

$=\langle$ $\alpha$ , $\mathrm{F}$H $(u,$ $\mathrm{D}_{2}L(u,$ $e))\rangle$

$= \frac{d}{ds}|_{s=0}$ H($u,.a$ (s))

$= \frac{d}{ds}|_{s=0}$ H$(u, \mathrm{D}_{2}L(u, e+sf))$

$= \frac{d}{ds}|_{s=0}[\langle \mathrm{D}_{\underline{9}}L(u, e+sf).e+sf\rangle-L.(\cdot u.\epsilon+sf)]$

$=\langle$D2(D2L(u, $e$)) $\cdot f,$ $e\rangle$ $=\langle\alpha, e\rangle$

となる. ここに, $\mathrm{D}_{2}\mathrm{D}_{2}L$ は非退化であり, $\mathrm{v}_{\mathrm{L}H\mathrm{o}\mathrm{F}L}=\mathrm{i}\mathrm{d}$ である. さらに, $\mathrm{J}\Gamma pL$ は微分同相写像である力 1ら,

$\mathrm{F}H=(\mathrm{F}L)^{-1}$ となり, 4ハミルトニアン $H$ : $T^{*}Qarrow \mathrm{R}$ は超正則であることがわかる. 口

以上の関係から, 超正則なラグランジアン $L$ : $TQarrow \mathbb{R}$ と超正則な $\nearrow\backslash$ ミルトニアン $H$ : $T^{*}Qarrow \mathrm{I}\mathrm{R}$ の間に

は, 図 1 の可換図が成り立つ. すなわち, 超正則なラグランジアン $L$ が与えられると,

$H=E\circ(\mathrm{F}L)^{-1}=(A-L)\mathrm{o}(\mathrm{F}L)^{-1}=G-L\circ|\mathrm{I}H$

として超正則なハミルトニアン $H$ が定義てきる. さらに, この超正則な $J\backslash$ミルトニアンから

$L’=G$ $\circ(\mathrm{F}H)^{-1}-H\mathrm{o}(\mathrm{F}H)^{-1}$

$=G$ $\circ(\mathrm{F}H)^{-1}-(G-L\circ \mathrm{F}H)\circ(\mathrm{F}H)^{-1}=L$

としてラグランジアン $L’$ (=L) が再構成てきる.

逆に, 超正則なハミルトニアン $H$ が与えられると,

$L=G\circ(\mathrm{F}H)^{-1}-H\circ(\mathrm{F}H)^{-1}=A-F\mathrm{o}\mathrm{F}L$

によって超正則なラグランジアン $L$ が定義できる. さらに, この超正則なラグランジアンから,

$H^{J}=E$ $\circ(\mathrm{F}L)^{-1}=(A-L)\circ(\mathrm{F}L)^{-1}$

$=A\circ(\mathrm{F}L)^{-1}-(A-H\circ \mathrm{F}L)\mathrm{o}(\mathrm{F}L)^{-1}=H$
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として超正則なハミルトニアン $H’(=H)$ が再構成できる. 以上の関係は, 超正則なラグランジアン $L$ と超

正則なハミルトニアン $H$ が, ルジャンドル変換 $\mathrm{F}L=(.\mathrm{F}H)^{-1}$ によって, 相互に規定する関係にあることを

意味している.

$\mathbb{R}$

図 1: ラグランジアン系とハミルトニアン系の基本構造

5 おわりに

本稿では, Geometric Mechanics の基本的な考え方として, ラグランジアン系と $J\backslash$ ミルトニアン系の幾何

学的構造について解説した. ます. ハミルトンの原理からオイラー. ラグランジュ方程式を定式化し, 配位空

間 $Q$ の接バンドル $TQ$ (速度相空間) 上で与えられるラグランジアン形式から 2階のベクトル場としてラグ

ランジアン系を定義した. この際, ラグランジアンが超正則な場合, ルジャンドル変換は微分同相写像とな

ることから, 余接バンドル上の正準シンブレクテイツク形式を接バンドル上への引き戻すことによって, ラ

グランジュ形式が定義てきることを示した. ハミルトニアン系については, 余接バンドルに付随する正準シ

ンプレクティック形式からハミル $\mathrm{I}\backslash$ニアンベクトル場とハミルトユアンの微分の関係として定義した. また.

余接バンドル上の正準 $\grave{\backslash }\nearrow$’ブレクテイク形式からポアソン括弧が自然に定義できることを示した上て, ポア

ソン形式のハミルトン方程式の定式化を行った. さらに, 接バンドル $TQ$ (速度相空間) 上の超正則なラグ

ランジアンと余接バンドル $T^{*}Q$ (運動量相空間) 上の超正則なハミルトニアンが, ルジャンドル変換によっ

て, 相互に定義できることを示し, ラグランジアン系とハミルトニアン系の基本構造を明らかにした.

紙面の都合上, 拘束力学系, リダクション理論, リー.. ボアソン方程式やオイラー. ポアンカレ方程式と

いった内容については触れなかったが, 本稿で述べた内容が基礎となることは言うまてもない.

本稿は, 著者が所属する早稲田大学の特別研究期間を利用して, カリフオルニア工科大学に 1 年間滞在し



203

た際に, Jerrold Marsden 教授との議論を通して直接ご指導して頂いたことに基づ $\mathrm{V}$

$\backslash$て $\mathrm{A}$

$\backslash$ る. ここに, 同教

授に深く謝意を表します. また, 非ホロノミツク系と退化ラグランジアンに関連して, デイラツク構造と変

分原理の関係及ひ陰的ラグランジアン系の枠組みに関する最新の研究成果については, [12] を参照された $\ovalbox{\tt\small REJECT}\backslash$ .
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