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1 はじめに

変分不等式問題とは, 実 Hilbert 空間 $H$ の閉凸部分集合 $K$ から $H$ への

写像 $A$ に対して,
$\langle$ Au0, $v-u_{0}\rangle$ $\geq 0$ $(\forall v\in K)$

をみたすような $u_{0}\in K$ を見つける問題のことである. 以降, このような $u_{0}$

全体のことを�$(K, A)$ と書くことにする. 変分不等式問題は, 凸関数の最小
化問題や不動点問題の抽象化である.
変分不等式問題の解を近似する点列の構成方法として, 以前に次の結果を

考察した ([61).

定理 1. $H$ を実 Hilbe $rt$ 空間とし, $K$ を $H$ の閉凸部分集合とする. $A$ を $K$

から $H$ への $\alpha>0$ に関する逆強単調写像とし, $\mathrm{V}\mathrm{I}(K,A)\neq\emptyset$ とする. 点列
$x_{n}\text{を}$

$\{$

$x_{0}=x\in K$ ,
$j/_{n}=P_{K}(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ ,
$x_{n+1}=\alpha_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})y_{n},$ $n=0,1,2,$ $\ldots$

と構成する. ここで $\lambda_{n}\in$ [a, $b$], $a,$ $b\in$ $(0,2\alpha)$ でありまた, $\alpha_{n}\in[0,c]$ ,
$\mathrm{c}\in$ $(0, 1)$ である. このとき, 点列 $x_{n}$ はある $z\in \mathrm{V}\mathrm{I}(K, A)$ に弱収束する.

ここで $P_{K}$ は $H$ から $K$ への上への距離射影である. 距離射影の定義や性質
に関しては, 例えば [5] を見よ.

写像 $P_{K}$ のもつ性質のひとつとして, 非拡大性がある. $K$ 上の写像 $S$ が非拡
大であるとは, 任意の $x,y\in K$ に対して [$|Soe-Sy||\leq 11x-y|$ [ が成り立っと
きをいう. $S$ の不動点集合を $\mathrm{F}(S)$ と書くことにする. すると $\mathrm{F}(P_{K})=K$ で

ある. この表記を利用すると, $\mathrm{V}\mathrm{I}(K,A)$ は非拡大写像 $S$ に関する $\mathrm{V}\mathrm{I}(\mathrm{F}(S), A)$

の特別な場合と捉え直すことができる. それでは, $\mathrm{V}\mathrm{I}l_{\backslash }\mathrm{F}(S),A)$ の元に収束す
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る点列はどのように構成されるのだろうか ? 本論文では, 逆強単調写像に関
する $\mathrm{V}\mathrm{I}(\mathrm{F}(S), A)$ の元への収束定理について述べる.

2 主結果

実 Hilbert 空間 $H$ の閉凸部分集合 $K$ から $H$ への写像 $A$ が逆強単調であ

るとは, ある数 $\alpha>0$ が存在して, 任意の $u,$ $v\in K$ に対して

($Au-Av,u-v\rangle\geq\alpha$ 1 $|$Au-A$v||^{2}$

が成り立つことを言う ([1]). このとき更に $\lambda\leq 2\alpha$ ならば, $I-\lambda A$ は $K$ か

ら $H$ への非拡大写像となる. 実際, つぎの計算からそれがわかる. $u,v\in K$

に対して

$||(I-\lambda A)u-(I-\lambda A)v||^{2}$ $=$ $||(u-v)-\lambda(Au-Av)||^{2}$

$=$ $||$u-v $||’-2\lambda\langle$u-v, $Au-Av\rangle$

$+\lambda^{2}||$Au-A$v||^{2}$

$\leq$ $||$u-v $||^{2}+\lambda(\lambda- 2\alpha)||$ Au-Av $||^{2}(1)$

となる. また, $A$ は Lipschitz 連続である. すなわち

$||Au-Av|| \leq\frac{1}{\alpha}||u-v||$

が任意の $u,$ $v\in K$ に対して成り立つ. 逆強単調写像 $A$ に関して, 後に示す定

理 3 を得ることができる.
定理 3 を示す前に, 補助定理を紹介する. つぎの結果は, Schu [4] によって

一様凸な Banach 空間において示された. 本論文では Hilbert 空間で適用す
る. ここでは Hilbert 空間での命題として証明をつけておく

補助定理 2. $H$ を実 Hilbert 空間とし, 点列 $\alpha_{n}$ は $0<a\leq\alpha_{n}\leq b<$

$1$ が各 $n$ に対して成り立つものとする. また $H$ の点列 $v_{n}$ と $w_{n}$ は, あ

る $c>0$ に対して $\mathrm{h}.\mathrm{m}\mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}_{narrow\infty}||v_{n}||\leq c,$ $\lim \mathrm{s}\mathrm{u}\mathrm{p}_{narrow\infty}||w_{n}||\leq c$ であり

$\lim_{n}arrow\infty||\alpha_{n}v_{n}+(1-\alpha_{n})w_{n}||=c$ をみたすものとずる. このとき

$narrow\infty 1\dot{\mathrm{m}}||v_{n}-$ tp$n||=0$

が成り立つ.

証明. いま $1\mathrm{i}\mathrm{n}_{narrow\infty}||v_{n}-w_{n}||=0$ が成り立たないとする. このとき, ある
$\epsilon>0$ と部分列 $v_{n:},$ $w$n: が存在して

llvn:-w、: $||\geq\epsilon$
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が任意の $i$ に対して成り立つ. この部分列 $n_{i}$ に対して

$\lim_{iarrow\infty}||v_{n_{*}}.||\leq c$ , $\lim_{iarrow\infty}||w_{n_{*}}.||\leq c$ , $\lim_{\dot{\iota}arrow\infty}\alpha_{n_{i}}=\alpha\in[a,b]$

が成り立つと仮定してもよい. このとき

$a(1-b)\epsilon^{2}\leq\alpha_{n_{*}}.(1-\alpha_{n_{*}}.)||v_{n:}-w_{n_{*}}.||^{\mathit{2}}$

$=\alpha_{n}Jv_{n}|:|^{2}+(1-\alpha_{n:})||w_{n_{*}}.||^{2}-||\alpha_{n:}v_{n:}+(1-\alpha_{n:})w_{n}|:|^{2}$

である. $iarrow\infty$ とするとき

$a(1-b)\epsilon^{2}\leq\alpha$ Qm $||v_{n:}||^{2}+(1- \alpha)\lim$ $||w_{n:}||^{2}-\mathrm{c}^{2}\leq 0$

\sim \rightarrow C禾 \sim \rightarrow C\kappa コ

を得る. ところが $0<a(1-b)\epsilon^{2}$ であるから, これは矛盾である. 口

主結果を示す 1

定理 3. $H$ を実 Hilbert 空間とし, $A$ を $H$ からそれ自身への $\alpha>0$ に関

する逆強単調写像とし, $S$ を $H$ からそれ自身への非拡大写像とする. いま
$\mathrm{F}(S)\cap A^{-1}0\neq\emptyset$ とする. 点夕 $1\mathrm{J}$

$x_{n}$ を

$\{$

$x_{0}=x\in H$,
$x_{n+1}=a_{n}x_{n}+(1-\alpha_{n})S(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})$ , $n=0,1,2,$ $\ldots$

と構成する, ここで $\lambda_{n}\in[a, b]$ , $a,b\in(0, 2\alpha)$ でありまた, $\alpha_{n}\mathrm{C}-[c,d]_{1}$

$c,$ $d\in$ $(0, 1)$ である. このとき, 点列 x、はある $z\in \mathrm{V}\mathrm{I}(\mathrm{F}(S), A)$ に弱収束

する.

証明. はじめに $y_{n}=x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n}$ とお $<1$ いま $u\in \mathrm{F}(S)\cap A^{-1}0$ とする.

(1) より,

$||xn+1-u||^{2}$ $=$ $||\alpha_{n}$ (x$n-u$ ) $+$ $(1-\alpha_{n})$(Sy$n$ -1$|^{2}$

$\leq$ $\alpha$n $||$ x$n-u||^{2}+$ $(1-\alpha_{n})||$ Sy$n-u||^{2}$

$\leq$ $\alpha_{n}||$ x$n-u||^{2}+$ $(1-\alpha,)||y,$ -ul2
$\leq$ $\alpha$ n $||$ x$n-u||^{2}+(1-\alpha_{n})\{||x_{n}-u||^{2}$

$+\lambda$,$(\lambda_{n}- 2)||Ax_{n}-Au||^{2}\}$

$=$ $||$ x$n-u\mathrm{i}2+$ $(1-\alpha_{n})\lambda_{n}$ ( $\lambda$n-2$\alpha$ ) $||$ Ax$n-Au||^{2}$

$\leq$ $||$ x$n-u||^{2}+$ (1-d)a(b-2$\alpha$ ) $||$ Ax$n-Au||^{2}$

$\leq$ $||x,$ -u $||^{2}$

をみたす
$|$ よって極限値 $hm_{narrow\infty}$ llx、$-u||$ が存在し $Ax_{n}-Auarrow 0$ を得る.

これより点列 $x_{n}$ と $y_{n}$ は有界である. 写像 $I-\lambda_{n}A$ は非拡大であることと
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$u=u-\lambda_{n}A$u が成り立つことから

$||y_{n}-u||^{2}$ $=$ $\frac{1}{2}\{||y_{n}-u||^{2}+||$ (x $n-\lambda$,Ax$n$ ) $-$ ( $u$ $-\lambda_{n}$ Au)||2

$-||(y_{n}-u)-\{(x_{n}-\lambda_{n}Ax_{n})-(u-\lambda_{n}Au)\}||^{2}\}$

$\leq$ $\frac{1}{2}\{||y_{n}-u||^{2}+||x_{n}-u||^{2}$

$-||(y_{n}-x_{n})+\lambda_{n}(Ax_{n}-Au)||^{2}$ }
$=$ $\frac{1}{2}\{||y_{n}-u||^{2}+||x_{n}-u||^{2}-||$y$n-x_{n}||^{2}$

-2$\lambda_{n}$(yn-x$n$ ’
$Ax_{n}-Au\rangle$ $-\lambda_{n}^{2}||$Ax$n-Au||^{2}\}$

を得る. ゆえに

$||y_{n}-u||^{2}\leq||x_{n}-u||^{2}-||y_{n}-x_{n}||^{2}-2\lambda_{n}\langle y_{n}-x_{n},Ax_{n}-Au\rangle-\lambda_{n}^{2}||Ax_{n}-Au||^{2}$

を得る. これよりさらに

||x、+l-u||2 $\leq$ $\alpha_{n}||x_{n}-u||^{2}+(1-\alpha_{n})||Sy_{n}-u||^{2}$

$\leq$ $\alpha_{n}||$ x$n-u||^{2}+$ $(1-\alpha,)||$y$n-u||^{2}$

$\leq$ ||xユー $u||^{2}-(1-\alpha_{n})||y_{n}-x_{n}||^{2}$

$-2\lambda_{t},(1-\alpha_{n})\langle y_{n}$ -x、’ $Ax_{n}$ -Au)

$-\lambda_{n}^{2}(1-\alpha_{n})||Ax_{n}-Au||^{2}$

$\leq$ $||$ x$n-u||^{2}-$ (1-d) $||$ y$n-x,||^{2}$

-2$\lambda$

n $(1-\alpha_{n})\langle y_{n}-x_{n},Ax_{n}$ -Au)

$-\lambda_{n}^{2}(1-\alpha_{n})||Ax_{n}-Au||^{2}$

である. $^{\mathrm{a}}$ ま $\lim_{narrow\infty}$ llxユー $u||^{2}= \lim_{narrow\infty}||x_{n+1}-u||^{2}$ と $Ax_{n}-Auarrow 0$ か

ら, $y_{n}-x_{n}arrow 0$ を得る. 写像 $A$ は Lipschitz 連続であるから, Axユー $Ay_{n}arrow 0$

も戒り立つ. 点列 $x_{r\mathrm{z}}$ が有界であることから, ある部分列 $x_{n}.\cdot$ が存在してある
点 $z\in H$ に弱収束する. このとき $z\in \mathrm{F}(S)\cap A^{-1}0$ をみたす- 以下, これを

確認する.
まず $z\in A^{-1}0$ を確認する. 空間 $H$ の任意の元を $v$ とする. $y_{n}-x_{n}=$

$\lambda_{n}Ax_{n}$ であることに注意して

$\langle v-y_{n:}, Av\rangle$ $=$ $\langle v-y_{n:},$ $Av\}-\langle v-y_{n:},$ $Ax_{n:}+ \frac{y_{n-}-x_{n_{*}}}{\lambda_{n}}\dot{.}$

.
)

$=$ $\langle v-y_{n}:’ Av-Ax_{n_{*}}. -\cdot\frac{y_{n_{*}}-x_{n}}{\lambda_{n_{*}}}.\cdot. \rangle$

$=$ <v-y、*$\cdot$ , $Av-Ay_{n}:\rangle$ $+\langle$ $v-y_{n_{*}}.$ , Ay、:-Ax、: $\rangle$

$- \langle v-y_{n}\dot{.},\cdot\frac{y_{n}.-x_{n-}}{\lambda_{n-}}\rangle$

$\geq$ $\langle$v-y,:’ $Ay_{\iota}.\dot{.}-Ax_{n}.\cdot\rangle$ $- \langle v-y,:’ \frac{y_{n}-x_{n}}{\lambda_{n}}\dot{.}.\cdot\rangle$.
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を得る. よって $\langle$$v-z,$ $Av)\geq 0$ である.

空間 $H$ の任意の元を $w$ とする. そこで点列

$w_{n}=(1- \frac{1}{n})z+\frac{1}{n}w$

を構成する. すると
$\langle$ $w_{n}-z$ ,Aw、$\rangle$ $\geq 0$

である. これより
$\langle$w-z, $Aw_{n}\rangle$ $\geq 0$

を得る. $narrow\infty$ とすれば
$\langle$w-z, $Az\rangle$ $\geq 0$

を得る. ここで $w$ は任意だから $Az=0$ である. すなわち $z\in A^{-1}0$ を得る.
つぎに $z\in \mathrm{F}(S)$ を示す, 集合 $\mathrm{F}(S)\cap A^{-1}0$ の任意の元を $u$ とする. いま

$||Sy_{n}-u||\leq||$ y$n-u||=||$ ( $xn-\lambda_{n}$Ax $n$ ) $-(u$ $-\lambda_{n}Au\ovalbox{\tt\small REJECT}|\leq||x_{n}-u||$

であるから $\lim\sup_{narrow\infty}||Sy_{n}-u||\leq c$ である. ここで $c= \lim_{narrow\infty}||x_{n}-u||$

である. さらに

$n.arrow\infty \mathrm{h}\mathrm{m}||\alpha$ Jx$n-u$) $+(1-\alpha_{n})(Sy_{n}-u)||$ $=$ $\lim_{narrow\infty}||$ x $n+1$ $-u||$

$=$ $c$

である. 補助定理 2 から,

$\lim_{narrow\infty}||Sy,$ $-x,\mathrm{d}=0$

である. また

$||Sx_{\tau\iota}-x_{n}||$ $\leq$ llSx、$-Sy_{n}||+||Sy_{n}$ -x、$||$

$\leq$ $||x,$ -yn $||+||$Syn-xn $||$

である. よって

Jim $||Sx_{n}-x_{n}||=0$
n\rightarrow �

である. すると $z=Sz$ となる. いま $z\neq Sz$ とすると, ffilbert 空間は Opial
条件をみたす (例えば [5] を見よ) ことから

$1 \min_{arrow\infty}^{\cdot}\mathrm{f}||x_{\mathrm{b}}$. $-z||<$ lim $\inf_{\infty}||x_{n_{j}}-Sz||$

$\leq\lim\inf(||x_{n:}-Sx_{n:}||+||Sx_{n:}-Sz||)$
$\simarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$= \lim\inf||Sx_{n:}-Sz||$
$\simarrow\ovalbox{\tt\small REJECT}$

$\leq\lim_{iarrow}\inf_{\infty}||x_{n_{*}}$. $-z||$
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が得られ, 矛盾である. よって $z\in \mathrm{F}(S)$ を得る.
他の部分点列 x。$j$

で $z’\in H$ に弱収束するものを考える. このとき, 上記と
同様にして $z’\in \mathrm{F}(S)\cap A^{-1}0$ である. さら}こ $z=z$’が示せる. $z\neq z’$ と仮

定する. Hilbert 空間は Opial 条件をみたすことから,

$narrow\infty 1\mathrm{i}\mathrm{m}$
$||xn$ – $z||$ $=$

$\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}iarrow\infty||xn_{\dot{|}}$
– $z||$

$<$ $\lim\inf$. $||x_{n_{*}}$. $-z’||= \lim||x_{n}-z’||=\lim\inf||x_{n_{j}}-z’||$
\sim \rightarrow 科科 $narrow\infty$ \sim \rightarrow科科

$<$ $1\mathrm{i}\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{f}||x_{n}\mathrm{j}$ – $z||$ $=$ $\lim$ $||xn$ – $z||$

\sim \rightarrow科科 $narrow\infty$

である. これは矛盾である. よって $z=z’$ である. 以上から点列 $x_{n}$ は

$z\in \mathrm{F}(S)\cap A^{-1}0$ に弱収束する. いま $\mathrm{F}(S)\cap A^{-1}0\subset \mathrm{V}\mathrm{I}(\mathrm{F}(S), A)$ であるか

ら $z\in \mathrm{V}\mathrm{I}(\mathrm{F}(S), A)$ である. 口

3 おわりに

本論文においては, 変分不等式問題の解集合 $\mathrm{V}\mathrm{I}$ ( $K$, A)
$\circ$をその特別な場合と

して含む集合 $\mathrm{V}\mathrm{I}(\mathrm{F}(S), A)$ への収束定理を考えた. 集合 $\mathrm{V}\mathrm{I}(\mathrm{F}(S), A)$ を, 信号

処理等の逆問題から扱った研究が, 山田と小倉によってなされている ([7, 2, 3]).
それらと本研究との関係を調べたい.
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