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序 $S=$ {0,1} と $S^{3}$ から $S$ への写像 $g$ との組 $(S,g)$ を Elementary Cellular Automaton(ECA) と

呼ぶ. ECA $(S,g)$ には, $2^{8}=256$ 通りあり, それぞれの ECA $(S,g)$ は次のようにして定まるルール番

号 $\mathrm{R}\mathrm{N}(S,g)$ を持つ.

$\mathrm{R}\mathrm{N}(S,g)=\sum_{a,b,\iota}g(a,b,c)2^{a2^{2}+b2+\mathrm{c}}$

ECA $(S,g)$ に対して, 次のようにして $g:S^{\mathrm{Z}}arrow S^{\mathrm{Z}}$ を定義てきる.

$\forall oe\in S^{\mathrm{Z}},$ $\mathrm{v}i\in \mathrm{Z},$ $(g(oe))_{*}$. $=g(x,’-1, oe:,x.\cdot+1)$

$S^{\mathrm{Z}}$ の要素を conf檜 ation と呼ぷ. ここで 2 は, 整数全体の集合である. 特に $(\cdots,0,0,1,0,0, \cdots)$

を single seed configurafion と呼ぶ. ECA $(S,g)$ の $g$ を local rule, $g$ から定められる $g$ : 炉 $arrow S^{\mathrm{Z}}$ を

global rule と呼ひ, $g$ の bold faoe $g$ て書き表す. $\sigma\iota$ と $\sigma_{R}$ をそれぞれ $s^{\mathrm{Z}}$ 上の left shift およひ riglt
shift $\mathrm{t}\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{s}^{\backslash }\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{t}\mathrm{i}\mathrm{m}$ とする. $S$ 上には離散位相が定義されていて, その直積位相が $S^{\mathrm{Z}}$ 上に定義されて
いるとする. $g$ は $S^{\mathrm{Z}}$ 上の dynanics を定め, $oe\in S^{\mathrm{Z}}$ を出発点とする軌道は, 次のように定められる.

$g^{0}(oe)=oe$ , $g^{t+1}(oe)=g(g^{t}$ (oe) $)$ , $t\geq 0$ .
$oe\in s^{\mathrm{Z}}$ を initial configuration としたとき, dynamics $g$ が定める時空間パターンとは, $\{(t,g^{t}(oe)),t\geq 0\}$

のことてある. 一般的に我々が問題にするのは, ECA $(S,g)$ が定める $S^{\mathrm{Z}}$ 上の dynamics $g$ の解析及ひ

時空間バターン $\{(t,g^{t}(oe)),t\geq 0\},$ oe\in 炉の特性である. 本稿て問題にするのは Sierpinski class に
属するルール番号 146 を持つ ECA が定める $g$ が描く軌道についての議論に資することを目的として,
後に述べる 1-step predecessor と 2-step predecessor の型を定めることである.

ECA(S, $g$) は, $g(0,0,0)=0$ てあるとき 0-quiesc.ent てあると呼ばれる.

$F=$ { $oe\in S^{\mathrm{Z}}|$ Bi $\in \mathrm{Z},$ $\exists j\in \mathrm{Z},$ $i$. $\leq j,$ $oe=(\cdots$ ,0, 0, $x_{\acute{t}},$ $\cdots,xj,0,0,$ $\cdots$ )}

と書き , $F$ の要素を Jfinite conRguration と呼ぶ. 特に $(\cdots,0, 0, 0, \cdots)\in F$ てあると約束する. $g$ が

\sim q伍 esoent てあれば, $g(\mathcal{F})\subseteq F$ である. よって $g$ は, $F$ 上ての dynamics を定める.

以降ては, ルール番号を明記する必要がある時, ルール番号 $n$ を持つセルオートマトンの local ode
とそれから決まる global rule をそれぞれ $g_{n}$ 及ひ g、と書く.
混乱を生じることなく, $g$ を以下に定義される $S^{n+}’$. から $S^{n}$ への写像とみなすことがある.

$\forall(y_{1}, \cdots,y_{n+2})\in S^{n+2}$ , $g(\mathrm{c}/1, \cdots, )n+2)$ $\equiv(g(y_{1}, jj_{2},y_{3}),g(\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{j},y_{8},y_{4}), \ldots,g(y_{n},y_{n\mathit{1}1},y_{n+2}))\mathrm{E}$ $ff^{\iota}$ .
$g(y\iota, \cdots,y_{n+2})=$ ($x_{1},$ $\cdots$ ,x、) てあるとき, $(y_{1}, \cdots,\prime y_{n+2})$ を ($x_{1},$ $\cdots$ ,x\mapsto の 1-step $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{e}\mathrm{c}\infty \mathrm{o}\mathrm{r}$ てあ

ると呼ぶ. 又, configurations ae, $y\in$ 炉に対して $g(x)=y$ てある時, $y$ を ae の 1-step $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{o}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathfrak{B}\mathrm{S}\mathrm{O}\Upsilon$

と呼ぶ. 同様にして $k$-step $\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{e}\mathrm{d}\mathrm{e}\iota^{l}\mathrm{e}\mathrm{s}\mathrm{s}\mathrm{o}\mathrm{r}$ $(k=1,2,3, \cdots)$ が定義される.
Notations(1)1 の block とは, 1 が 2 個以上並んだものて, 例えば $(1, 1)$ や (1, 1, 1) なとを指し,

長さ $|n$ の 1 の block とは, $\prime\prime\iota$ 個の 1 が並んだものであり, $1_{n}=(1, \cdots,1)\vee$ と書く. 同様に長さ $n$ の 0
$n$

の block とは, $\mathrm{o}_{n}=(\mathrm{p}$ てある. 特に断ることなく 0 を $(\cdots,0,0),$ $(0,0, \cdots),$ $(. . . ,0,0,0, \cdots)$

等を表すものとして使うが, 混乱は生じない. 1 に関しても同様てある.
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(2) $a^{i}=(a_{1}^{i}., \cdots, a_{m:}^{i})\in S^{m_{i}},$ $\prime i=\cdots,$ $-\cdot n,$ $\cdots,$ $-1,0$, $1,$ $\cdots,$ $n$ に対して

( $\cdots,a^{-n},$ $\cdot\cdot$ . , ao, $\cdot$ . . , $a^{n},$ $\cdot\cdot.$ ) $=(\cdot\cdot. ,a_{1}^{-n}, \cdot\cdot. , a_{m_{-\mathfrak{n}}}^{-n}, \cdot. . ,a_{1}^{0}, \cdot\cdot. ,a_{m_{\mathrm{O}}}^{0}, \cdot\cdot. , a_{1}^{n}, \cdots,a_{n\iota_{\hslash}}^{fl}, \cdots)$,

$(0, a^{1})=(\cdots,0,0,0, a_{1}^{1}, \cdots,a_{m_{1}}^{1}.)$, $(a^{1},0)=(a_{1}^{1}, \cdots,a_{m\iota}^{1}, 0,0,0, \cdots)$ ,
$(0, a^{1},0)=(\cdots,0, 0, 0, a_{1}^{1}, \cdots,a_{n\iota}^{1}, 0,0,0, \cdots)$

等と約束する. 0 の代わりに 1 を入れ替えた場合も同様てある.

(3) $x=(\cdots,x_{-1},x0,x_{1}, \cdots)\in S^{\mathrm{Z}}$ に対して, 以下のような記法を用いる.

$X_{i,j}=$ $(X:, \cdot\cdot. ,x_{j}),$ $i\leq j$, $oe_{-\infty,i}=(\cdots,x_{i-1},x_{i}.)$ , $oe_{i,\infty}.=(x_{i},x_{i+1}, \cdots)$ .

また $a=(a_{1}, \cdots,a_{n})\in S^{n}$ に対,て $oe=$ ($oe_{-\infty,:},a$l,xi+l,。)\in Sz\dagger X, $X:-n+1=a_{1},$ $\cdots,x$:=a、て

あることを意味する. つまり $i$ tま, $a$ の最後の要素が ae 中において位置する座標番号を意味する.

(4) $a=(a_{1}, \cdots,a_{n})\in S^{n}$ と $oe\in S^{\mathrm{Z}}$ [こ対して $x:=a_{1},$ $\ldots,x_{\dot{l}+n-1}=a_{n}(\exists i\in \mathrm{Z})$ てあるとき,

$a\in oe$ と書く. 従って, 例えば $1_{n}\in oe$ は, $x_{i}.=\cdots=x_{\dot{\epsilon}+n-1}=1(\exists i\in \mathrm{Z})$ を意味する.

1. Sierpinski Gasket を生威する $\mathrm{t}$ Jレオートマトン $g(0,0, 1)=g(1,0,0)=1,$ $g(1,0, 1)=$

$g(0,1,0)=g(0,0,0)=0$ を満たす local rule を持つ ECA を集めたものを

$C_{s}=\{g_{18},g_{26},g_{\underline{\mathrm{R}}2},g_{90},g_{146},g_{154},g_{210},g_{218}\}$

と置く. $g_{26}$ と $g_{82},$ $g_{164}$ と $g_{210}$ はそれぞれ互いに対称の関係にある. それぞれの rule に従い sigle

seed configuration を時間発展させると Sierpinski Gasket が得られる.

�\sim 。cn\equiv {oe|x2m $=0,$ $m$ \in | $\mathrm{Z}$}, $\mathcal{W}_{\mathrm{o}\mathrm{d}\mathrm{d}}\equiv\{oe|\mathrm{x}_{2’ \mathrm{n}+1}=0, \mathrm{m}\in \mathrm{Z}\}$

とする. 明らかに (W。ven $\mathrm{s}\{0\}$ ) $\cap(\mathcal{W},\mathrm{d}\backslash \{0\})=\phi$ である. また, $\mathcal{W}=\mathcal{W}_{\epsilon v\mathrm{e}n}\cup-$ と書く. $\mathcal{W}$ は,

1 が孤立し, 1 と 1 との間の 0 の個数が奇数個てあるような configuration 全体の集合てある.

Proposition $1.1^{[9]}$ $g\in C_{s}$ とし, $h_{L}=\sigma_{L}\circ g$ とする. 次のことが戒立する.

$\forall \mathrm{a}\mathrm{e}\in \mathcal{W}_{even}’$ , $(h_{L}(x)):.--\{$
0, $i=2|\prime n$,
$x:\oplus X:+2$ , $i=2m+1$,

$\forall oe\in \mathcal{W}_{odd}$ , $(h_{L}(oe)):=\{$
0, $i=2m+1$ ,
$x_{i}\oplus x_{i+2}$ , $i=2rn$,

てある. このことから
$h_{L}(\mathcal{W}_{ev\mathrm{e}n})\underline{\mathrm{C}}\mathcal{W}_{\acute{e}v\epsilon n}$, $h_{L}(\mathcal{W}_{M})\subseteq\sim.$

さらに

$\forall t\geq 0,$ $\forall$x, $y\in \mathcal{W}_{\epsilon ven}$ , $\hslash_{L}^{t}(x\oplus y)=h_{L}^{t}(oe)\oplus h_{L}^{t}(y)$,

$\forall t\geq 0,$ $\forall$x, $y\in\sim,$ $h_{L}^{t}(oe\oplus y)=h_{L}^{t}(oe)\oplus h_{L}^{t}(y)$ .

$g\in C_{\epsilon}$ とし, $h_{R}=\sigma_{R}\circ g$ とした時も同様のことが成立する. 口

$C_{\epsilon}$ に属するルールの $\mathcal{W}$ 上ての dynamics は同一であり, それはルール 90 と同様であることが判る.

Proposition $1.2^{[9]}$
$g$ \in C. に対して, $h_{L}=\sigma L\mathrm{o}g$ とする. $\delta=(0,1,0)0\in \mathcal{W}_{\mathrm{c}dd}$ に対して

$A_{0}=(\delta)$ , $A_{n}=(\begin{array}{l}\oe h_{L}(\delta)h_{L}^{2}(\delta)\cdots\hslash_{L}^{2^{n}-1}(\delta)\end{array}):$ $n\geq 1$
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と置けば, 次のことが成立する.

$A_{n}=(\begin{array}{l}A_{n-1}\sigma_{L}^{2^{n}}A_{n-1}\oplus A_{n-1}\end{array}):$ $n\geq 1$ ,

$h_{L}^{2^{n}-1}(.\delta)=(\cdots,0,0,0, -(\begin{array}{l}2^{n|1}-21\end{array}), 0, 1, 0, \cdots,0,1,0,0,00, \cdot. .)$,
$\forall t\geq 0$ , $(h_{L}^{t}(\delta))_{0,arrow}=(1,0)$.

$C_{\epsilon}$ に属するルールが single-seed configuration に対して入れ子構造を持つ time-space pattern を生

成することを意味している.

2. ルー $\mathrm{K}\triangleright 18$ と 1栃 ノレーノレ 18 と 146 の local rule は次の表て与えられる.

$\mathcal{U}=\{x\in S^{\mathrm{Z}}|\forall n\geq 3,1_{n}\not\in oe\}$

とする. $\mathcal{U}$ は, 長さ 3 以上の 1 のブロックを含まない configuration 全体の集合てある.
ルール 18 では (1, 1, 1) の predecessor が存在しないため, 次の Proposition が明らかに成立する.

Proposition 2.1(7レー)18)[9j

$h_{18L}(S^{\mathrm{Z}})\subset \mathcal{U}$ , $h_{18L}(\mathcal{U})\subset \mathcal{U}$ .

この Propoeition から, 任意の $oe\in$♂に対して, $h_{18L}$ (ae) には, 長さが 3 以上の 1 のブロツクは含
まれす, 1 が存在しても、 それは孤立しているか, または長さが 2 のブロツクてしかないことがわかる.

Lemma 2.2 $($ルール 146$)^{[9]}$ (1) ルール番号 146 において
$(0,1,\cdots,1\check{n\geq 3},0^{\cdot})$

の predecessor は,

$(0,1,.\cdots,1\check{n+2},0)$
Gこ限る.

(2) $oe=(\cdots,0\dot{l}, \cdot. . )$ ;こ対して,

$\forall t\geq t$, $(h_{146L}^{t}(x))_{:-1,i+2}\neq$ (0,1, 1, 1)

てある.

この Lemora 2.2 から次の Proposition 2.3 は, 明らかてある.

Proposition 2.3 $($ルーノレ $146)^{[9]}$ (1) $h_{146L}(\mathcal{U})\subset \mathcal{U}$ .
(2) $\forall oe\in F,$ $\exists t\geq 0$, $h_{146L}^{t}(oe)\in \mathcal{U}$.
(3) $oe\in\iota 9^{\mathrm{Z}}$ に対して,

$\sup\{n|1_{n}\in oe\}<\infty\Rightarrow\exists t\geq 0,$ $h_{146L}^{t}(x)\in \mathcal{U}$,

$\mathrm{b}^{\neg}\mathrm{u}\mathrm{p}\{n|1_{n}\in oe\}=\infty\Rightarrow\{$

$\forall t\geq 0$ , $h_{146L}^{t}(oe)\not\in \mathcal{U}$ ,
$\lim_{\mathrm{f}arrow\infty}.d(h_{146L}^{t}(oe),\mathcal{U})=0$. 口

$\mathcal{U}$ に属する configural.ion 中の 1 は, 長さ 2 のプロックである力]. または孤立している. 従って, local

rule としては, (1, 1, 1) に対応する値を用いる必要はない. 従って, $\mathcal{U}$ 上ては, ルール lae とルール

18 とは全く同じ力学を描くことになる.
Proposition 2.4 $($ルーノレ 18 と 140$)^{[9]}$

$\forall oe\in \mathcal{U},$ $\forall t\geq 0$, $h_{18L}^{t}(x)=h_{146L}^{t}(oe)$. 口
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$\mathcal{W}\subset \mathcal{U}$ てあり, $h_{18L}(\mathcal{W})\subset \mathcal{W},$ $h_{146L}(\mathcal{W})\subset \mathcal{W}$ てあることから, 問題は, $oe\in \mathcal{U}\backslash \mathcal{W}$ から出発した
軌道がいずれ $\mathcal{W}$ に入るのかどうかである.

3. $\mathcal{U}$ 上でのルール 146 本節では, ルール 146 のみを考える. そのため, global rule は, ルール番
号を付けすに書き表す. また, 以降では, 全て $\mathcal{U}$ の中て考えることにし, predecessor を調べる際にも
$1_{l}.,$ $?l.\geq 3$ を含まないような.もののみを考える.

Proposition 3.1 (1) $oe=(\cdots,0, 0, 1, 1, 0, 0, \cdots)\in \mathcal{U}$ に対して, $\forall t\geq 0,$ $h_{L}^{t}(oe)\not\in \mathcal{W}$ .
(2) $oe=(\cdots,0,0,\underline{1,1},0,1,1,0, \cdots, 0,1_{t}1,0,1,1,0,0, \cdots)\in \mathcal{U}$に対して

$n(\geq 1^{\cdot})$ 組の $(1,1)$

$h_{L}(x)=(\cdots, 0,0,1,\underline{0,0,0,\cdots,0,0,0},1, 0, 0, \cdots)$

$.\delta(n-1)+2$ 個の 0

てあり, 従って $n$ が偶数てあれば, $3(n-1)+2$ は奇数てあり従って, $\forall t\geq 1,$ $h_{L}^{t}(ae)\in \mathcal{W}$.
Proof (2) は, $.q_{146}$ に従って oe を時間発展させれば, 明らかてある. (1) の証明につぃて触れてお

$<$ . Proposition L2 の鳥, $A_{1},$ $\cdots$ を用いて, 次の関係が $n$ に関する帰納法て証明てきる. この関係か
ら, (1) が成立することが解る.

$(\begin{array}{l}\ae h_{L}(\oe)h_{L}^{2}(x)\hslash_{L}^{3}(\oe)h_{L}^{4}\cdots(\oe)\end{array})=(\begin{array}{l}\sigma_{L}A_{0}\oplus A_{0}\sigma_{L}^{8}A_{1}\oplus A_{1}\sigma_{L}\tilde{,}A_{2}\oplus A_{2}\cdots\sigma_{L}^{2^{\mathrm{r}b+1}-1}\cdots A_{\prime l}\oplus A_{n}\end{array})$

この Propoeition 3.1 から, $\mathcal{U}\backslash \mathcal{W}$ から出発した時, 常に軌道が $\mathcal{W}$ に入るとは限らす, 入るものと入ら
ないものがあることがわかる. $\mathcal{W}$ に入るものがどのようなものてあるかを調べる. そのために, $x\in \mathcal{W}$

の predecessor の型を調べていくことにする.
&11-step predecessor
Proposition 3.2 $\acute{(}1,\underline{0,0,\cdots,0,0}$ , $1$) の predecessor で $1_{m},$ $m\geq 3$ を含まないものは, 次のいすれ

$n\geq 1$ 個の 0
かの型を持つ.

$(1,\underline{0,0,\cdots},0,0,1)$ ,
$n+2$ 個 $\emptyset$ $0$

$i_{j}=1$ or 2, $j=1,$ $\cdots$ , $m$ .

このことから

$n:\text{偶数}\Rightarrow\#${ $j|ij=2$ , l\leq j\leq m}:奇数、

$n:\text{奇数}\Rightarrow 0\leq\#\{j|ij=2,1\leq j\leq|m\}$ :偶数.

Proofi 後半は, 前半から明らかてある. $(1, 0_{n}, 1)$ の predecessor を $(\infty,y1,y_{2}, \cdots,yn+1,yn+2,yn+8^{\cdot})$

と書き, その型がどのようになるかを調べる.

$g(y_{0},y_{1},y_{2}, \ldots,y_{n+1},y_{n+2},y_{n+\S})=(1,0_{n},1)$.
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ルール 146 の local transition function が次の性質を持つことに注意する.

$g(1,0,0)=g(0,0,1)=1$ ,
$\}(*\cdot.\mathrm{I}$

$g(a,b,c)=0$ , $(a,b,c)\neq(1,0,0)$ and $(a, b,c)\neq(0,0,1)$

この性質より, 次のことが解る.

$(\prime y0,y_{1},y_{2})=(1,0,0)$ or (0, 0, 1) and $(y_{n}+\iota,\prime y_{n+}.\sim 0,y_{n+3})=(1,0,0)$ or (0, 0, 1).

(i) $(y_{0},y_{1},y\underline’)=(1,0,0)$ である時, 性質 $(*)$ に注意すれば

$(y_{0},y_{1},y_{2}, \cdots\prime y_{n+1},y_{n+2},y_{n+3})=(1,1)\frac{0,0,\cdots,0,0}{n+2\mathrm{r}\emptyset 0},$

.

(ii)(y0, $y_{1},y_{2}$ ) $=(0,0,1),$ $(y_{n+1},y_{n+2},y_{n+3})=(0,0,1)$ てあるとする.
$g(1,0,0)=1$ てあることから $y_{n}=0$ てある. 帰納的に $y_{n-1}=\cdots=y_{8}=0$ となり g(詭, $y_{3},y_{4}$) $=$

$g(1,0,0)=1$ てあるが, 一方 $g$ ( $y2$ ,詭, $y_{4}$) $=1$ てあり, これらは矛盾てある. よって

$(y0,y_{1},y_{2})=(0,0,1)$ and ($y_{1\mathrm{r}+1,yn+2,yn+\mathrm{s})=}\acute{(}$l,0, 0).

(iii)(i) と (ii) とから

$(y0,y_{1},y2)=(1,0,0)$ and $(y_{n+1},y_{n+}\mathrm{z}\downarrow,y_{n}+\mathrm{a})=(0,0,1)$ ,

$(y_{0},y_{1},y_{2}, \cdots,y_{n+1},y_{n+2},y_{n+3})=(1,\underline{0,0,\cdots,0,0},1)$

$n+2$ 個の 0

または,
$(y\mathit{0},y_{1},y_{\sim}’)=(0,0,1)$ and $(y_{l},+1,yn+2,y_{n+3}.)=(1,0,0)$ .

(iv)(h
$\rangle$

$y_{1},y_{2}$) $=(0,0,1)$ and $(y_{n+1},y_{n+2},y_{\iota+3},)=(1,0,0)$ の場合を調べる.
$g(1,0,\mathrm{O})=g(0,0,1)=1$ であることから $(y\mathrm{s},y_{4}, \cdots, \mathrm{j}\mathrm{j}\mathrm{n})$ 中に大きさが 2 以上の 0 のブロックが存在
してはならな $\iota\backslash$ , つまり

$\forall k\geq 2,0_{k}\not\in$ ($y_{8},$ $\cdots$ , y可).

$1_{k}$. $(k\geq 3)$ を含まない predecessor を定めようとしていることから, 性質 $(*)$ に注意すれば, predecesssor
は, $1_{1}$ または 12 が.つの 0 を挟むようにしてできている. 従って, 次のようになり, 証明は終了する.

$(y0,y_{1}, \cdots,y_{n+2},y_{n+3})=(0,0,1_{i_{1}} ,0, 1_{\dot{l}2},0, \cdots , 0, 1_{*_{m}}.,0,0)$ ,
$n+2\mathrm{f}\mathrm{l}\emptyset \mathrm{I}\#$

$m\geq 1,$ $i_{1}+i_{2}+\cdots+i_{m}+m+1=n+2$ , $i_{j}=1$ or 2, $j=1,$ $\cdots,n\iota$. 口

Example $.3 Proposition 3.2 より, 例えば (1)(1,0, 1) の predecessor は, (0, 0, 1, 0, 0) or (1, 0, 0, 0, 1)
である. (2) (1, 0, 0, 1) の predecessor は, (0, 0, 1, 1, 0, 0) or (1, 0, 0, 0, 0, 1) てある. (3) (1, 0, 0, 0, 1)
の predecessor は, (0, 0, 1, 0, 1, 0, 0) or (1, 0, 0, 0, 0, 0, 1) である. 口

$g(1,0,1)=0$ に注意しながらこの Proposition 3.2 を用いれば, 1 が孤立して 1‘るような configuration
の predecessor の型が次のように定まる.

Proposltion $S.4$ 以下ては, $n:\geq 1,$ $i=1,$ $\cdots,$
$l$ てあり, 各 $a_{\dot{\mathrm{t}}},$

$i$ =1, $\cdot$ . . , $l$ は次のような形て
ある.

$m\geq 1,$ $t_{1}+\cdots$ +1。$+m-1=\iota \mathrm{b}.$ ,
$\dot{\mathrm{f}}_{j}=\mathit{1}$ or 2, $j=1,\cdots,l,$ $\cdots l$
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(1) $(1,0_{n_{\mathrm{t}}}, 1, 0_{\iota \mathrm{z}_{2}}, \cdot. . ,0_{n_{l-1}},1,0_{n_{l}}, 1))$ の predecessor で $1_{m}(m\geq 3)$ を含まないものの型は ;

(1-i) $k=2rrl$ の場合, 次の二つの型がある,

$(0, 0, a_{1},0_{n_{2}+2},a_{\delta}.,0_{n_{4}+}\sim" \cdots,a_{2m-1},0_{\underline{9}m+2},1)$ ,
(1, $0_{n\iota+2}$ ,a2, $0_{n_{3}+2},a_{4},$ $\cdots,\mathrm{o}_{n_{2m-}}$ t $+$2,a2,$n’ \mathrm{Q},\mathrm{Q}$).

(l-ii) $k=2m+1$ の場合, 次の二つの型がある.

$(0, 0, a_{1},\mathrm{O}_{n_{2}+^{\iota}l}, \cdots,0_{n_{2m}+\lrcorner}. ,a_{Zm+1}.,0,0)$ ,
$(1, \mathrm{O}_{n_{1}+2},a_{2}, \cdots,a_{2m\cdot\dotplus 2}\mathrm{O}_{n\mathrm{g}m+1},1)$.

(2) $(1,1)$ の predecessor で $1_{m}(m\geq 3)$ を含まないものは (1,0, 0, 1) のみてある,

Proof-(l) は Proposition 3.2 から明らかてある. (2) は $g(a, b, c)=1$ が $(a,b, \mathrm{c})=(1,0,0),$ (0,0, 1), (1,1, 1)
の場合にのみ成立することに注意すればよい. 口

この Propoeition3.4 より次の Propoeition3.5 は容易てある.

Proposition 3.5 以下ては, $n_{i}\geq 1,$ $i=\cdots,$ $-l,$ $\cdots,$
$0$ , $\cdot$ . . , $l,$ $\cdots$ てあり, 各 $a:,$ $i=\cdots,$ $-l,$ $\cdots,0,$ $\cdots,$

$l$ , $\cdot$ .
は次のような形である.

$a:=(1_{i_{1}},0,1_{\dot{\iota}_{2}},0,$ $\cdots$

$\underline{0,1_{\dot{l}_{m-1}},0,1_{\dot{l}},},)n$ ’

$n$: 個の要素
$m\geq 1,$ $i$ 1 $+\cdots+1_{m}+m-1=.n:$ ,

$i_{\mathrm{j}}=1$ or 2, $j=...$ $,$
$-l,$ $\cdots,0,$ $\cdots,l,$ $\cdots$

さらに, $a_{L},a_{R}$ は次のような形てある,

$a\iota=$ $(\cdots,0,1_{\dot{*}-},,0,1_{i_{-1}},0,1_{\dot{\iota}0})$ , $aR=(1_{_{\mathrm{O}}},0,1:_{1},0,1_{i_{2}},0, \cdot\cdot.)$ , $i\mathrm{j}=1$ or 2, $-\infty\ovalbox{\tt\small REJECT}<j$ $<\infty$ .
(1)(O, 1, $0n_{1}’ 1,0n_{2}’..$ , , $0_{nt},$ $1,0$) の prcdcccssor は,

$l$ が偶数の時, 次の二つのいすれかの型てある ;

$(0,a_{1},0_{n_{2}+2},a_{3}, \cdots,a_{l-1},0_{n_{t}+2},a_{R})$ ,
$(a_{L},\mathrm{o}_{n_{1}+^{\tau}-,al},\underline{J},0_{ns+z}., \cdots,\mathrm{O}_{n_{l}-\iota+\mathit{1}}.,a_{l},0)$.

$l$ が奇数の時, 次の二つのいすれかの型てある ;

($aL,0n_{1}+2$ ,a2, $\mathrm{O}_{n_{3}+2},$ $\cdots,$ $a_{l-1},0_{n_{l}+\mathit{2}}$ ,aR)�

$(0, a_{1},0_{n_{2}+2},a_{3}, \cdots,\mathrm{O}_{n_{t-1}+2},a_{t},0)$ .
(2) $(. . . , \mathrm{O}_{n_{-l}}, 1, 0_{n_{-(larrow 1\}}}, 1, \cdot. . , 1, \mathrm{O}_{n_{-1}},1, \mathrm{o})$の predecessor は, 次の二っのいすれかの型てある :

$(\cdots,0_{n-+2}‘’ a_{-6},0_{n_{-4}+2},a_{-3},0_{n_{-2}+2},a_{-1},0)$,
$(\cdots,a_{-6},\mathrm{O}_{n_{-t}+2},a_{-4},0_{n_{-}\mathrm{a}+2},a_{-2},0_{n_{-1}+2},a_{R})$ .

(3) $(\mathrm{O}, 1,0_{n_{1}},1,0_{n_{2}},1, \cdot. . , 1,\mathrm{O}_{n_{l}}, 1, \cdots)$ の predecessor は, 次の二つのいすれかの型である ;

$(\mathrm{O},a_{1},0_{n,+2},a\mathrm{a}\underline{r},0_{n\alpha+2},a_{6},\mathrm{O}_{n\mathrm{g}+2},\cdots)$ ,
($a_{L},0_{n_{1}+2}$ ,a2, $\mathrm{O}_{n_{S}+2},a_{4},0_{n_{6}+2},a_{7},$ $\cdots$ ).
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(4) $(. . . , 0_{n_{-l}}, 1,0_{n_{-(1-1)}}, 1, \cdot. . , 1, 0_{n_{l-1}},1, 0_{n_{\mathrm{I}}}, \cdot. . )$の predecessor は, 次の二つのいずれかてある ;

$(\cdots ,a_{-^{\mathrm{I}}3},0_{n_{-2}+}2,a_{-1},\mathrm{O}_{n_{\mathrm{O}}+2}’,a_{1},\mathrm{O}_{n_{2}+2},a_{3}., \cdots)$ ,
$(\cdots,0_{n_{-8}+2},a_{-2},0_{n_{-1}+2}, a_{0},0_{n_{1}+2},a_{2}, \mathrm{O}_{l\mathrm{a}+2},, \cdots)$ .

Proposition 3.5 より, $\mathcal{W}$ の要素の 1-step predecessor の型が定められたことになる.
また $\mathcal{W}\cap \mathcal{W}$ の configuration について Proposition 3.5 を利用して次の Proposition 3.6 が得られる.
Proposition 3.6 (1)(0,1, $0_{n_{1}}.,1$ , $0_{\iota_{2}},,$ $\cdots,\mathrm{O}$nt’1, 0) が 0-finite な predecessor を持っため [こは, $l$

が奇数てあることが必要十分てある 4
(2)(1) から $(0, 1, 0_{n_{1}},1, \mathrm{O}_{n\mathrm{r}}, \cdots,0_{n_{t}}, 1, \mathrm{O})\in \mathcal{W}\cap F,$ $l$ : 偶, に対して

$h_{L}(\mathrm{O}, 1,\mathrm{O}_{n_{1}}, 1, \mathrm{O}_{l_{2}},, \cdots ,0_{n_{l}}, 1,0)=(0,1,0_{n_{1}} , 1, 0_{n_{\mathit{2}}}, \cdots,\mathrm{O},, 1,\mathrm{O})\in \mathcal{W}\cap F$

とした時, $k$ は奇数てある. っまり左端の 1 と右端の 1 との間の 0 のブロックの個数は奇数個てある.
形式的には次の通りてある.

$\hslash_{L}$ ((W\cap F)6v^l。k) $=(\mathcal{W}\cap F)$muoek.,

$(\mathcal{W}\cap F)_{\epsilon v\epsilon n}u_{\emptyset oek}=$ { (0, 1, $0_{n_{1}}$ , $1,\mathrm{O}_{n_{2}},$ $\cdot\cdot$ . , $\mathrm{O}_{n_{t}},$ $1,0)|l$ : even , $n_{}$ : odd $(1\leq i\leq l)$ },
$(\mathcal{W}\cap F)_{\emptyset ddbt\mathrm{o}\mathrm{c}k}=$ { $(0,1,0_{n_{1}}$ , $1,0_{n_{2}},$ $\cdot\cdot$ . , $\mathrm{O}_{\iota\iota}$,, $1,0)|l$ : odd , $n$: : odd $(1\leq i$. $\leq l)$ }.

3-22-step predeeessor 2-step predecessor の型を定めるため (ニ, ます $a$: の 1-step predecessor を探
し出す必要がある. そこで $a_{i}$ の構威から, ます $(0, 1, 0, 1, 0, \cdots,0, 1, 0, 1, 0)$ と $(0, \mathrm{I}, 1,0,1,1,0, \cdots,0,1,1,0,1,1,0)$

の二つの strings の $1$-step predecessor の型を調べておけば, その後 [ここれらを combine することで目
的とする predecessor が得られることになる.

I
$(0,\underline{1,0},1,0, \cdots,0,1,0,1n\mathrm{f}\mathrm{f}a)1$

’
$0$) の predecessor で $1_{m},$ $’ n\geq 3$ を含まないものは :

(i) $r\mathrm{z}=2m,$ $m$ \geq l の時, $a$ および $b$ をそれそれ 0 又は 1 として
$m$ 個の 1

(0, 0, $0,\overline{1,0,0}$, $0,1$ , $0,0$, $0,$ $\ldots$ , 0, 0, 0, 1, 0, $0_{s}0$ , $1,0,0,0$)

又は

$m+1$ 個の 1
$(a,\overline{1,0,0,0,1,0,0,0},1,0, \cdots,0,1,0,0,0,1,0,0,0,1,b)$

(ii) $n=2m+1,$ $m$ \geq 0 の時, $a$ およひ $b$ をそれそれ 0 又は 1 として

(0, 0, $0,\overline{1,0,0,0}$,
$1,0,0,0m,+.1.8$.

$\emptyset 1$

, 0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, $b$)

又は
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Proof : $g(0,0,1)=g(1,0, \mathrm{O})=g$( l, 1, $1$ ) $=1$ であり, 他の $(a, b,c)$ に対しては, $g(a,b, c.)=0$ である
ことに注意ずればよい. 口

$\mathrm{I}\mathrm{I}(1)(0,\underline{1,1},0,1,1,0, \cdots, 0,1,1,0,1,1,0)$
の predecessor は, $a$ および $b$ をそれそれ 0 又は 1 として

$n$ 組の 11

$n+1$ 個の 1

($a_{\mathrm{J}}\overline{1,0}$, $0,1$ , $0,0$ , $1,0$ , $0,1,$ $\cdots$ , 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, $b$)

$(0,\underline{1,1,0,1},1,0,1,1,0, \cdots, 0,1,1,0,1,1,0,1,1,0)$

$n$ 組 $\emptyset$ $11$

Proof : predecessor を $(\infty,y1,y2,y\mathrm{a},y4, \cdots)$ と置く, ($y_{1},y2$ , ん) =(0,0, 1) とすると $g(y_{2},y_{8},y_{4})=$

$0$ が $y4$ の値に関わらす成立する. 一方, $g(y2,n,y_{4})=1$ てなければならす, 之は矛盾てある. 故に
$(y_{1},y_{2},yn)=(1,0,0)$ てある. $1_{n}(n\geq 3)$ を含まな $\iota\backslash$ predecessor を探していることと $g(0,0,1)=$
$g(1,0, 0)=1$ てあることに注意すれば, prmlecessor の型が主張の通り求まる. 口

(2) $(0,\underline{1,1},0,1,1,0, \cdots,0,1,1,0,1,1,0,0,0, \cdots)$ の predecessor は, $a$ を 0 又は 1 として
$n$ 組の 11

$a_{R}$

($a,$ $1,0,0,1,0,0,1,$ $\cdots$ , 1, 0, 0, 1, 0, $0,\neg 1,$
$\cdots$

$(0,\underline{1,1,0,1},1,0, \cdots,0,1,1,0,0,0, \cdots,)$

$n$ 組の 11

(3) $(\cdots,0,0,0,\underline{1,1,0,1},1,0,1,1,0, \cdots,0,1,1,0)$ の predeceaeor は, $b$ を 0 又は 1 として
$n$ 組の 11

$a_{t}$

$(\hat{\cdots,1},0,0,1,0,0,1, \cdots , 1, 0, 0, 1, 0, 0, 1, b)$

$(\cdots,0,0,0,\underline{1,1},0, \cdots,0, 1,10,1n.\hslash\emptyset 11|’ 1,0)$

(4) (2) と (3) から次のことが判る :
$(4)-(\mathrm{i})(0,1, 1, 0, 1, 1, 0, \cdots,0,1,1,0)$ の predecessor は右側無限てあり, (0, 1, 1, 0, $\cdots$ ,0, 1, 1, 0, 1, 1, 0)

の predecessor は左側無限である. よって 0-finite ではない.

$(4)-(\mathrm{i}\mathrm{i})(0,\underline{1,1,0,1,1,0,\cdots,0,1},1,0,1,1, \mathit{0})$
の predecessor は

$\mathrm{r}\iota$ 組 $\emptyset$ $11$

$a_{L}$ $n-1\beta\sigma.)1$ $a_{R}$

$(\hat{\cdots,1},0,0,\overline{1,0,0,1,0,0,1,\cdots}$, $1,0,0,1,0,0,1,0,\mathrm{o},1,\cdot\neg$. .
(0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 1, 0, $\cdots$

$\frac{0,1}{n\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}^{g)}11}$
,, $1,0,1$ , $1,0,1$ , $1,0)$

$\mathrm{I}\mathrm{I}\mathrm{I}(1)(1,1,0_{n0},1,\mathrm{O}_{n_{1}},1, \cdot.., 1,\mathrm{O}_{n_{k-1}},1, \mathrm{O}_{n_{k}}, 1,1)$ の predecessor で $1_{m},$ $(m\geq 3)$ を含まないも
のは $j$

$(1)-(\mathrm{i})k=2m+1$ の時は存在せす 7
(1)-(\"u) $k$ =2m の時, その型は次の通りてある.

(1, 0, 0,。0, $0_{n_{1}+^{t}\mathit{1}},a_{2},0_{n\mathrm{s}+2},$ $\cdots,0_{n2m-s+2},a_{2m-2},0_{n2m-\iota+2},a_{2m},0,0,1$)

Proof :Proposition 3.4(2) から $(1, 1)$ の predecessor は (1, 0, 0, 1) のみてある. 従って,

$(1, 0_{n_{\mathrm{O}}}, 1,\mathrm{O}_{n_{1}},1, \cdots, 1,0_{n_{k-1}},1,0_{n_{k}}, 1)$
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の predecessor で許されるものは, Proposition 3.4(1-ii) の前半のもののみてある. 口

この命題 (1) より次の (2) は容易である.

(2) $($0, 1, 1, 0, $\cdots$ , $0$ , 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, $\cdots$ ,0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, $\cdots$ ,0, 1, 1, 0$)$ $\text{の}$ predecessor 11 :
$\overline{k.\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\emptyset 11}$ $\overline{n\mathrm{f}\mathrm{f}^{\rho)}1}$ $\overline{\mathrm{t}\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\sigma)11}$

$(2)-(\mathrm{i})n$. $=2m,$ $m\geq 1a)\text{時}$

$(a, \frac{koe\theta)1}{1,0,0,1},\cdots m+1\emptyset g)1$

$l$ flAez) 1

, 1,0, 0, 1, 0, 0, 0, 1, $\cdots$ , $1$ , 0, 0, 0, 1, 0, 0, 1, $\cdots$ , $1$ , 0, 0, 1, $b$ )

(0, 1, 1, 0, $\cdots$ ,0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, $\cdots$ ,0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, $\cdots$ ,0, 1, 1, 0)
$\check{k\mathrm{f}\mathrm{f}\mathrm{l}\emptyset 11}$ $\overline{\underline{?}ml\mathrm{H}^{q)}1}$ $\check{\iota na)11}$

(2)-(\"u) $n=2m+1,$ $m$ \geq 0 の時, $1_{k},$ $k$ \geq 3 を含まない predecessor は存在しない 6

以上の $\mathrm{I},$
$\mathrm{I}\mathrm{I}$ の predecessor を組み合わせることによって, 2-step predecessor が得られる.
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